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. 本书主要部分源于钟家庆兄的笔记，当时我和孙理察每周两讲，由于孩子 
都还在襁褓中，准备工作有一定的困难，但是作者二人兴致勃勃，在准备这些讲 
座时还发展了一些新的定理。以后到了圣地亚哥，我有十五个博士生在课上听 
讲，很遗憾的是没有学生留有完整的讲稿。以后张恭庆和丁伟岳重整这部分讲 
稿时，已不能将当时作者二人的讲辞全部还原，这是很可惜的。事隔二十年， 
作者二人已无从追忆当年创作的细节。 

所幸国内学者包括当时做笔记的几位学者和我们的学生，确也在这本书上 
得到一些好处，宛然成一流派，称为几何分析。遗憾的是书中有一部分精要的 
地方未受到重视，尤其是李伟光和我发展的在抛物方程的不等式，在国外由美 
国的 Hamilton 、 苏联的 Perelman 得出几何学上的深入发展，解决了一些重要 
的问题。毕竟几何分析的一个主要目标是了解几何结构，不特分析而已矣。盼 
望本书读者能够了解这一点。 

讲稿在中国先行出版，到九十年代才出版英文版 * ，并加上几篇我的个人 
著作，以补不足。这次中文新版增加了三篇我近年的文章和演讲辞：《几何学 
的未来发展》、《几何与分析回顾》、《复几何的历史及前景》，另对原中文 
版第一、二、三、六章作了较大的改动，使本书渐臻完善。 

作者原意再写极小子流形和 Monge - Ampere 方程在几何上的应用，时光荏 
苒，作者二人自从加州分开后，竟无机会再聚在一起续写前书，调和映射一书 
已有英文版，希望中文版在不久即可面世。 

当年帮忙整理此书的钟家庆教授早已仙逝，最为可惜，其余诸子则在中国 
学坛上担当重任，月旦人物，然而学如流水，未足自负，书中多处尚需发展。希 
望以后能够有一个安静而有学术气氛的地方，了却未完成的心愿。本书新版， 
再加上我在交通大学的一篇《几何学的未来发展》的演讲辞，或可从宏观的角 
度来看几何的发展。 

* 中文版《微分几何》，科学出版社 ，1988 ; 英文版 Lectures on Differential Geometry, International 
Press, 1994. 



本书承蒙浙江大学沈一兵、王斯雷二位参考英文版认真翻译、 校订； 台湾 
交通大学林松山整理《几何学的未来发 展》； 浙江大学徐浩翻译《几何与分析 
回顾》、《复几何的历史及前景》 二文. 在此一并表示 感谢. 


丘成桐 


二零零四年十一月一日 


原序 


我们知道，在数学的各个分支中，几何学自古以来一直被数学家们所重视. 
其原因 在于： 几何学研究的是自然现象的某种表现形式，而自然现象具有很真 
实的感觉，所以它们一直是数学家灵感的重要源泉.因此，几何学和数学的其 
他分支有着极为密切的 关系； 当然也由于自然科学的发展而得到推动. 2 0世纪 

9 

30年代 Einstein 提出的广义相对论，近20年来 Yang - Mills 提出的规范场论等 
等，都是几何学和物理结合的最好例子. 

几何学的主要部分是微分几何学.近代微分几何学研究流形上的解析结构 
和这种结构所蕴含的几何现象.这些可以说是由 Gauss 和 Riemann 等人所奠基 
的.自从 Riemann 提出 Riemann 几何以后，局部几何学就有了飞速的发展，产 
生了张量分析.同时， Klein 发表了著名的爱尔朗根纲领，由群论角度研究空 
间变换群的不变量，从而引进了各种不同的几何学.另外，复变函数的单值化 
理论促进了 Riemann 曲面的研究.这种种理论以及经典的曲面理论，构成了 2 0 

世纪微分几何发展的基础. 

在20世纪，微分几何的发展极其迅速，大致可分为四个不同方面 • 

第一方面， Cartan 和 Weyl 作了 Lie 群和 Riemann 对称空间的分类 ， Cartan 
将联络的概念推广，将 Klein 的理论和 Riemann 几何融合，又引进了外微分， 
发展了 Cartan - K ^ iler 理论，因此，使局部微分几何大大地推进了一步； 

第二方面，由于拓扑学和代数几何的蓬勃发展 ， de Rham , Hodge , Kodaira , 
Hopf , Lefschetz , Whitney , Weil , 陈省身 （ S . S . Chern ) 等人将它们和微分几何建 

立起密切的关系，从而发展了整体微分 几何； 

第三方面，由于古典几何学的影响，凸曲面几何学、综合几何学、积分几 

何学在 Alexandroff , Cohn - Vossen , Pogorelov , Busemann , Rauch , Santalo 等人的 

领导下，有了很大的进展； 

第四方面，由于微分方程理论的逐渐成熟，几何学家开始应用分析方法来 
解决几何问题，反过来，微分几何理论又提供了大量有意义的微分方程，而研 
究这些方程，往往要提岀新的观点和方法，所以分析学家也密切注意着几何学 

的发展，在这方面的领导人有 Hadamard , Morse Lewy , Morrey , Bochner , Nash , 
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Moser ， Nirenberg , Efimov . 他们的工作，奠定了近 20 年来非线性偏微分方程在 
几何中的应用的基础. 


本书将介绍上述的主要工作，读者可以发现，微分几何是一个整体的学问， 
上述四个方面实际上是很自然地融合在一起的，因此，第一册的目的在于研究 
Riemann 流形上整体微分方程理论，并且导出曲率与拓扑之间的关系.在第一 
册中，我们只讨论一个方程的情形 •’ 在陆续出版的第二册和第三册中，我们会 
涉及方程组的问题，例如，我们将要涉及 Hodge 理论、极小子流形、调和映射、 
规范场、 Kahler 流形、 Monge - Ampere 方程，其中将讨论几何与拓扑、代数几 
何、广义相对论和高能物理之间的关系 • 

第一册包含六章内容，前四章讨论 Laplace 算子，它是微分几何中最重要的 
算子.这是由于很多重要的非线性算子在线性化后，往往是某个 Riemann 度量 
的 Laplace 算子.在具体讨论中，我们往往要用线性算子去逼近非线性算子， 
所以我们希望给出尽量不依赖于 Riemann 度量的各种估计，我们考虑的空间， 
可能是有界函数空间，也可能是平方可积函数空间.我们知道，在经典调和分 
析中，主要是考虑]及其中的有界域上的调和函数，它们的推广应该是完备 
Riemann 流形，其中有非负 Ricci 张量的流形对应于 Euclid 空间、有负曲率的 

流形对应于有 界域. 原则上来说，经典调和分析中的主要定理在流形上都应该 
有相应的推广.本书前两章，就是讨论其中比较重要的推广.值得注意的是， 
我们往往要提出新的方法来进行这种推广.同时，我们发现，很多几何问题又 
都可以用这种分析方法来解决.当 Laplace 算子作用在平方可积函数空间时， 
最重要的是研究此算子的谱分析.当流形为紧时，谱是离散的，所以在第三章 
中，我们研究特征函数及谱的性质；在第四章中，我们研究热核，目的也在于 
研究谱的性质，也希望研究波动核的性质，其原因自然是由于它提供了谱和测 
地线之间的关系.当流形非紧时，我们对谱的性质知道得仍然很少，特别是关 
于连续谱的 情形. 这些希望以后能够涉及. 

第五、六章主要考虑由于保角形变所导出的非线性偏微分方程.这方面， 

从 PoincaM 起，就不断有工作，我们首先讨论了 Yamabe 问题.当然，只限于 
紧流形的情形.在非紧流形的情形， Yamabe 问题还没有完全解决，希望以后 
也能 涉及. 在第六章考虑保角平坦 Riemann 流形的性质.在那里，读者可以发 
现，在纯量曲率恒正的情形，对这种流形可以有一个比较清楚的 了解； 但是在 



负纯量曲率的情形，则仍然是一个困难的问题. 

由于整体微分几何方面没有一本比较合适的教科书，特别是以拓扑、代数 
几何为基础，以分析为主要工具的系统教材，我们这本书可以说是这方面的一 
个尝试. . 

本书是作者的一系列演讲，其中前部分是 1983 年在 Princeton 讲的四章， 
由钟家庆整理讲稿，后部分是 1984 年及 1985 年在 San Diego 讲的四章，第五 
章由许以超和丁伟岳整理讲稿，第六章的主要结果是作者们在此期间获得的， 
此章由张恭庆整理讲稿.整理讲稿的各位数学家都是学有专长，往往在整理期 
间加上他们极宝贵的意见，使本书生色不少.另外，作者的学生田刚、曹怀东、 
李俊等人进行了修改，在此一并表示感谢.由于水平有限，书中错误及不妥之 
处自属难免，还望读者多多提岀宝贵意见. 


丘成桐 (Shing-Tung Yau) 
孙理察 （Richard Schoen) 

1986年2月1日于加州大学圣地亚哥分校 
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第一章比较定理与梯度估计 


1.1 比较定理 


比较定理是流形上分析的基本工具之一，其本质是通过对 Jacobi 场与流形 
曲率的联系，以及流形曲率的性质进行分析而获得关于流形的更一般的性质. 
另一方面，从 Jacobi 方程看，它又是微分方程在几何中的应用.例如，比较定理 

之一- Bonnet 定理，就是应用 Sturm - Liouville 理论的结果 • 在微分几何中， 

有各种形式的比较定理，这方面的详细叙述可参见 Cheeger , Ebin 的书 ([10]). 
设 M 是 n 维完备的 Riemann 流形；其 Riemann 度量记为 


ds 2 


=^ gij dx l dx ^ , 


其中{^}(1 ^ i ^ n ) 是局部坐标 • 熟知 （ M ， ds 2 ) 上的 Laplace - Beltrami 算子定 
义为 

其中 ，9 = det ( pij ), { g ^) = ( dij ) ， 

M 上有一个自然的函数，即关于一固定点的距离 函数. 任取固定点 peM ， 


定义 


p { x ) = dist ( p , x ), Vx € M . 
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显然， p (； r ) 不仅是连续的，而且是 Lipschitz 连续函数.由测度论可知， 
p(x) 几乎处处可微. 

对固定点 P e M , 考虑指数映射 exp p : T P M -> M , 其存在性是熟知的 
Hopf - Rinow 定理以及 M 的完备性的直接推论.对于任一向量 X e T P M , 设 
l ( t ) = exp p ( tX ) (t > 0) 是从 p 出发的沿方向 X 的光滑测地线（即 7(0) = 
P , 7'(0) = X ) •当 i 很小时， 7 是连接7⑷与 P 的惟一极小测地线，且 dexp p \ tx : 
T tX ( T P M ) T exPp ( tx ) M 是微分同胚.但随着 t 值增大时，这种性质可能不成 

立. 

令化= sup{t > 0| 7 是连接7⑴和 P 的惟一极小测 地线) 如果 （0 < + oo , 我 
们称 7((0) 为相对于 P 的沿7的割点 （cut point ). 所有相对于 p 的割点构成割 
迹 （cut locus ) ,我们记此割迹为 Cut ( p ). 

显然，对于任一尤€ T P X,\\X\\ = 1, 在测地线 exp p {tX){t > 0) 上至多有一 
割点，因此 Cut ⑼是中一闭子集在指数映射 exp p 下的象，所以其 n 维 
测度为 0. 

进一步，记 "( X ) = distb ， 7 ⑹）为沿7至割点的距离，其中 
T P M. 

定义 

E = {tx\o < t < 从 X) ， X e W 1 C T P M}, 

则 exp p : E ex Pp {E) 是微分同胚，因而诱导 M 的一个正规标架，显然，这是 
M 以 p 为原点的可能的最大正规标架，且 

M = exp p (E) U Cut (p). 

从定义可看出， exp p (E) 是以 p 为中心的星形区域 (star domain ) ，而前面定义 
的相对于 P 的距离函数在 exp p (E) 中是光滑的. 

在 〆 x ) 的可微点上，因为测地线以弧长为参数，故有 

| Vp | = 1, 

即 Hg ij piPj = 1,其中內为 p 沿南方向的协变微分. 

熟知，在 M 中任意一点 p 处的 Ricci 曲率是一个双线性型 


Ric : T P M x T P M M . 


1.1 比较定理 





在 P 点的切空间 T P M 中取单位正交标架 { e ,},〈 e f ，勺〉 =%如果 e = 则 


Ric ( e , e ) =工 Rij = Ric ( e ^ ej ). 


如果取 e = e n ，则 


n — 1 


Ric ( e ， e )= 


Z =1 


其中 K { e u e ) 是由 e ， q 所张成的二维平面所对应的截面曲率. 

设/ € C 2 ( M )./ 的 Hesse 形式记作 H ( f ), 定义 如下： 设 X , Y 是过点 xeM 
的两切向量•将扩充成在 X 的邻域内可微的向量场 X , Y , 定义 


ff ( f )( X , Y ) = ( XYf )( x ) - ( V ^ Yf )( x ). 


(1.1.1) 


此处▽表示 M 的 Riemaim 联络. 容易验证，丑(/)(及10不依赖于扩充向量 
场戈, P 的选择. 

I 

固定 p e M , 对任何 p 的割迹之内的点: r ， 记连接 p 和: r 的极小测地线为 
A 使。(0) = p, a ( r ) = x . 任取 X e T X M 使得〈足 ^){ x ) = 0.因 为 ; r 不是 
P 的共轭点，我们可以将 X 扩充成沿 a 的一个 Jacobi 7 场尤满足 X ( a ( 0 )) = 


0, X ( a ( r ))= X J X ，备 


0(0 < ^ r )( 参见 [10] )• 这样，有 


H ( r )( X , X ) = XXr - ( V ^ X)r 










〈足 ▽ 


d 


dr / 

x\. 


最后一步是由于 [Xg =0. 因此，在: r 点上，有 

• _ 


H ( r )( X , X ) 



r 4l(XyoX)dt 


dt 


at 



(|V^X | 2 + (X,VaV^X))dt 


但由于 X 是 Jacobi 场，即 


〜 〜 d d 
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所以 r 

H{r){X,X) = (|V^X| 2 - (^R(X, dt. (1.1.2) 

注在 Jacobi 场的理论中，上述表达式正是向量场 X 沿 a 的“指标形式” 
(index form ) i ^( X ) ( 可参见 [10] )• 

定理 1.1 ( Hesse 比较定理）设 Mi 和是两个 n 维完备 Riemann 流 
^ : [0, a ]^ M h (i = 1,2) 是两条以弧长为参数的测地线.记风上以 7*(0) 
为起点的距离为~设⑷在⑼的割迹之内，假定 Vf (0 < f 彡 a ), 有 

截面曲率^^ (&, 長) > 截面曲率私 ( x 2 , 

其中不分别是 T 7 i ( t ) Mi 中与切向量&正交的单位向量，则 


H(p 1 )(X u X 1 )^H(p 2 )(X 2 ,X 2 )^ 


(1.1.3) 


此处不是 T li { a ) Mi 中的单位向量，且〈不， 


d 

dli 


〉 M a )) 




证明沿％作正交的单位平行向量场，… ，故)，使 


E%n = d^i (i = 1,2) * 


由(1丄2)，有 


H[ Pi )[X u Xi) 





_ Xi? / R{Xi _ ? _ Xi 


(hi 


其中尤是沿％的 Jacobi 场，无 ( 7 i (0))=：0, 元 ㈧ ⑷）=不.因为〈足，念〉=0, 
所以元在 7 i 的各点都和丑 P 正交.记 


n — 1 


x 2 = Y J x imf ) 


3 


根据成⑷的取法的任意性，自然可假定 


n — 1 





沿测地线定义向量场 Z : 


1.1 比较定理 


j=i 

则 Z 和元有相同的初值和终值，并且|元| = | Z | 及 

I ▽忐右 = iE a ;(_ 2 )i 

根据 Jacobi 场理论中的基本事实（见 [10], p .24 ): 沿一条无共轭点的测地线在 
具相同初、.终值的所有向量场的“指标形式”中以 Jacobi 场的指标形式为最 
小，由此即得 


= J 0 a (X!) < I^(Z) 



d7i 




= 邱 ( 文 2 ) = H( P2 )(X 2 ， X 2 ). 


最后的不等号是由于定理的假设条件.定理至此证毕. 

在讨论流形上的分析问题时，以下形式的 Laplace 算子比较定理非常有用， 
它是上述定理的直接推论. 

系 1.1 ( Laplace 算子比较定理）设 n 维完备 Riemann 流形 M 满足 
Ric ( M ) ^ ~{n - l ) k 2 {k > 0) •再设 iV 为 n 维单连通的以 (- k 2 ) 为常截面曲率 
的空间，称为空间形式 (space form ) .以; 9 M 和 PiV 分别记 M 和 TV 上相对固定 
点的距离.如果 ： r € M，y € iV ， 使 p M ( x ) = p N ( y ), 则当: r 是的可微点时，有 


△Pm ⑷ < Apiv(y). 


(1.1.4) 


为了得出更便于应用的形式，我们需要计算常曲率(- P ) 空间形式中的 Ap . 
根据 (1.1.2) , 


H(p)(X,X) = 




办， 


第一章比较定理与梯度估计 


其中 I 是沿极小测地线7的 Jacobi 场，满足 X ⑼= 0， 

X ( l ( p )) = X . 

因此计算 Ap 化为求沿极小测地线的 Jacobi 场的问题. 

在以 - fc 2 为常曲率的空间形式中，沿任何正规测地线7的 Jacobi 场可以这 

样 求得： 设 P = 7(0), 9 = 7( P ), X 丄 i ( p ), 将 X 沿7平行移动得到的向量场仍记 
为 X { t ){0 那么沿7的 Jacobi 场 Y { t ), 如果满足增= 0， y ( p ) = X ， 

则具有以下 形式： 

y(t) = mm, 


其中函数/⑷满足经典的 Jacobi 方程： 


dt 2 


f ( tf - k 2 f ( t ) = 0, 


/(0) = 0, /(p) 


(1.1.5) 


熟知 (1. L 5) 的解为 


m = shkp Shkt - 


( 1 . 1 . 6 ) 


现设 { 矣 ， X 


1) • • 


• ，足^ i } 是 T 7 ( p ) M 的单位正交基，它们沿7平行移动得相应的 


向量场.于是， Xj ( t ) = (1 W < n - 1) 是满足 Xj ( p ) = Xj Jacobi 

场. 根据 (1.1.2), 我们有 


n — 1 


Ap = Y, H ^ X ^ X j) 


(n - 1} f (' f l2+fe2/2w 


(n — l)fecoth kp . 


( 1 - 1 . 7 ) 


系 1.2 如果 n 维完备 Eiemann 流形的 Ricci 曲 率彡 - (n - l ) fc 2 , 则在 p 


的可微点上有 


△p < - (1 + kp ) 

P 


(L1.8) 


证明根据系 1.1 及 (1.1.7) ,我们有 


△p < (n — l)k coth kp 

n — 1, _ _ 

= - kp coth kp . 


1.1 比较定理 





易知 


kp coth fcp ^ (1 + fcp )， 


所以 


A Tl 一 1 .. , 、 

△p < - (1 + kp ) 

P 


根据 (1.1.8), 当流形的 Ricci 曲率非负时，在 p 的可微点上总有 




n 




(1.1.9) 


不幸的是，上式在割点处失去意义.然而，在研究流形整体性态时，由于 
M = exp p { E ) U Cut ( p ), 且 exp p ( E ) 是星形区域，所以 M 的拓扑性质表现于 
Cut ⑼附近，致使我们希望在 Cut ㈤ 附近 Ap 仍具较好的性质.为此，我们将 
证明，在分布意义下， （1,1.9) 在 M 上成立，即对于任何# e Q °( M )， p 彡0,有 


( pA(p < f -- -(p 

M J M P 


( 1 . 1 . 10 ) 


命题 1.1 设 M 是完备的 Riemann 流形，其 Ricci 曲率非负.任意固定一 
点 p e M ， 记相对于 P 的距离函数为则在分布意义下 （1.1.9) 在 M 上成立. 
证明设 i ? = exp p ( E ). M = i?UCut ( P )， 其中 D 是一星形区域 • Lipschitz 

函数 p 在中是可微的，因此在中有 


Ap < 


n — 1 




取任意 p € Q °( M )， 99彡0•因为 


mes (Cut ( p )) = 0, 


因而有 


P^P 


P^P 


M 


Q 


因为 D 是星形区域，即从 P 点出发的每条测地射线与 D 的边界只相交一次， 
因此，可取一族星形子域仏,使仏 C i ?， limi ? £ = j ?, 并且 A 是沿 p 方向内 

缩而 成的. 因为 Stokes 公式对 Lipschitz 函数仍然成立，再注意到# € CS °( M )， 
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我们有 



P^P 


M 



V(f - Vp 


0 



lim (— 1) / Vp - Vip 


fie 


最后一步是因为 | Vp | = 1 几乎处处成立，以及是有界的•由 Green 公式 

-[Vp Vip= f Ap， - / 為， (1.1.11) 

JQ S J n e JdQ e ov 


其中 i / 是 aa 的外法线 方向. 因为 w > o 以及 a 是由 d 沿 p 方向内缩而成 
的，所以在边界 aa 上学〉0,于是有 


/ Vp-Vip ^ 

J f 2 e 




( 1 . 1 . 12 ) 


最后得到 




p • A(p ^ lim 

£^0 






命题证毕. 

替代到一点的距离函数，我们可以考虑到一子流形的距离函数，通过同样 
的讨论不难得到这一函数的若干类似性质，只不过涉及子流形的平均曲率及第 
二基本形式. 

本节余下部分要证明体积比较定理.一个 Riemann 流形的体积，或一给 
定半径的测地球体积，是一个重要的几 何量. 它在流形上的分析中起着重要作 
用，例如，流形的谱的估计、热方程积分核的估计，以及 Sobolev 嵌入常数和 
等周常数等，都与体积有关.首先我们回顾一些关于 Jacobi 场及测地球体积的 
若干基本事实（见 [8]). 


1.1 比较定理 


• 9 • 


设： r € M 是流形 M 上任一固定点， 7 (*) 是从 x 出发的一测地射线， 
义⑼= x , j (0) = v e T X M . 如果 Y { t ) 是沿 7 的 Jacobi 场，满足 W 0) = 
0, y ⑼ = w e T X M , 则基点为 2 ；的指数映射 exp 在 h ; € T X M 的微分在向量 
V , W 上的取值分别为 


dexp tv ( v ) = 700， 
d exp tv ( w ) = 


(1. L 13) 


根据 Gauss 引理（见 [10])， 如果 k ; € T X M , { v , w) x = 0, 贝 ! J 


( dexp tv ( v ), dexp tv ( w )) =0, 


令 r = 今⑼,忉 2 ，". 组成 T X M 的一组正交基，则 7( t ), dexp tv ( wi )= 
= 2, …， n ) 组成 T 7(t) M 的一组基，只要 7 ⑷不是沿7关于^的共扼 
点.所以映射 exp 在加处的 Jacobi 行列式 A ( t ，0) 为 


雄(9)= 


|7(t) Ar x y 2 A---A^^nl 


(1.1.14) 


其中 0 


v 

v 


为在: r 处的正规极坐标 ( t ，0) 的球面坐标分量.根据上式及经典的 


Rauch 比较定理 ， Bishop 证明了以下重要结果（见 Bishop - Crittenden , Geometry 
of Manifolds , Academic Press , 1964 ). 

定理 1.2 ( Bishop ) 对于 n 维完备 Riemann 流形 M ， 如果 Ric ( M ) 彡 （n - 
1) 尺，则 


t n ^ 1 A(t,e)s 1 K ~ n (t) 


是 f 的非增函数，其中5^⑷和 t 满足： 

当尺 >0时， S K ( t ) = ^^, 

当 K = 0时， So ( t ) = 0彡 t < +00, 

当尺 < 0时， S K ( t ) = ^ , 0^ t < + oo . 

如果我们把以 z 为中心、 f 为半径的测地球记为艮⑷，则上述的尸-洲 
实为用 Z 处的正规极坐标 ( t ,0),0 e 沪 - 1 ⑴表述的 dB x ( t ) 的体积元素. 

现在考虑曲率为常数 K 的单连通常曲率流形（称为空间形式） M K , 则上述 
校- 1 ⑷ 实为 M k 中半径为 t 的测地球面的体积密度.将改记为 
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则 Bishop 定理可表示为 


t n ^ A ( t , e ) 


关于 t 非增 


( L 1.15) 


当然，当尺〉0时，上述事实只对于 t $才 成立. 


以 t / C T X M 表示 rr 的切空间中相对于 rr 的割迹的内部•以 5,(0) 表示 


T X M 中半径为 t 的球面，则 (1.1.15) 蕴含 



关環 


(1.1.16) 


可能存在割点并不影响 （1.1.16) 的成立 （ 注意到2^⑷与0无关，从积分的定 
义出发即可验证这一事实).记 


m 


s t ( o)nu 


g ( t ) 



t 


(o) 


21 k ⑷， 


则 

Yo \( B x ( t )) = J ^ f ( s ) ds , 

Vol ( B K ( t ))= f 0 t g ( s ) ds , 

其中 B K { t ) 表示空间形式中半径为 t 的测地球.根据下面将证明的引理， 
即可得体积的比较定理. 

引理如果 f ( s ), g ( s ) > 0, f ( s )/ g ( s ) 非增，令 

F ( t ) = [ f (/) ds , G { t ) = [ g ( s ) ds , 

Jo Jo 


则 F ( t )/ G ( t ) 也非增. 

证明任取 n < u < t i+u 由于 

F f (n) ^ F f (u) : F f (u)An 
G f {n) ^ G ， ⑹一 & (n)At^ 

所以 


nri) 〉 EF f (U)AU 
G\n) ^ EG f (U)AU — 

= F(r 2 )-F(ri) 
— G(r 2 )~G(n ) 5 



1.1 比较定理 • 11 • 


只要 n 彡 

同理，只要 a 彡 n ， 又有 


F ( n )~ F ( r 0 ) > ^( n ) 

G ( n ) - G ( r 0 ) " G f { n ) 


所以，只要 r 0 彡 n 彡 r 2 , 即有 

F ( n ) - F ( r 0 ) F ( r 2 ) ~ F ( ri ) 

G ( n ) - G ( r 0 ) 〆 G ( r 2 ) - G { n ) 
令 r 0 = 0, F (0) = G (0) = 0,即得 


F ( ri ) F ( r 2 ) 

G ( n ) ^ G ( r 2 ) ^ 


引理证毕. 

最后，在 Bishop 定理 （1.1.16) 中，由 W 〉0, 



(0) nc / 

Js t ( o ) 级尺⑷ 




fst ( O ) tn 1 乂(亡，沒） 

fstiO)^^) , . t ^o 


再对 f 积分，即得 

定理 1.3 ( Bishop 体积比较定理）对于 n 维完备的 Riemann 流形 M ， 

如果 Ric ( M ) > (n - l ) K,x e M ， 则 V 丑〉 d 浩罢 M . 关于丑是非增的•因 

y \ K ^) / 

此， 

Vol ( B x { R ))^ V ( K , R ), (1.1.17) 

M r < • • 

其中 V ( K , R ) 是空间形式中的半径为 H 的测地球 体积. 

► 

至于 Vd (这 ^ i ?)) 的下界，根据比较定理有以下熟知的 事实： 

• • / • ^ •: 

如果 Riemann 流形 M 的截曲率满足< & 2 .任取 a : e M ， 而 （ r ，0) e 

E + x S 71 - 1 ⑴表示在: r 处的正规测地坐标系，# M 的度量按此坐标系表示为 

• % * - ^ 

• 、 • 、 * • • .* 

• - i 

ds 2 = dr 2 + r 2 gij (0) dB 1 dL 0\ (1.1.18) 

则当 r < ^ 时，有 . 

广 d-1-19) 



• 12 • 第一章比较定理与梯度估计 



由此可知，只要则 

# 

Vol (氏 (用） 彡 C ( n ， b ， R ). (1.1.20) 


常数 C(n ， b ， R) 不依赖于 x . 

注当 M 是完备非紧流形时， Vd (艮(丑)）的渐近性质 （ i ? — + 00 ) 是很 

有意义的问题，它反映了 M 在无穷远处的拓扑性质，最简单例子之一是平坦流 
形情形 M = R k x T n ^\Vo\(B x (R)) = 0{R k )(R^ + oc ), 其中 n — 是 M 中环 

面的维数.我们期望建立一些 Vol(B x (R)) 的渐近估计，且估计仅依赖于流形的 
曲率及拓扑. 

1.2 分裂定理 

通常我们研究一般 Riemann 流形性质，或者进行分类时，总希望找到某种约 

化方法，使得问题化为研究某些不能再约化的流形——不可约流形的情形.微 

分几何中的分裂定理给出了实现这种约化的一条途径.本节中要证明 Cheeger - 

Gromoll 的定理，即 Riemann 流形在某些条件下等距于 R fc 与不具测地直线的 

流形的积.应指出的是，如果 M 是非负 Ricci 曲率的完备流形，则 Toponogov 

证明： M 是与一不具测地直线的流形的积，即 Toponogov 分裂定理（见 
Cheeger , Gromoll 的文章 [12]). 

Cheeger - Gromoll 分裂定理的证明基于 Busemann 函数的研究.首先我们 
来介绍这一概念. 

完备 Riemann 流形 M 上一条测地直线 （ 相应地， 一 射线）指的是一正规测 
地线 7 : (-00, +00) — M (或 7 : (0, +00) — M )，使得 7 上任何两点的距离（指 
在 M 上的距离)恰好等于飞上这两点间线段的长度，即 rf (7( ti ),7(^2)) = 

众所周知，如果 M 完备且非紧，则从 M 上任何一点出发都存在这样的测地射 
线 7. 

设7是从某固定点出发的一测地射线，则与7相联系的 Busemann 函数定 

义为 

B + {x) = lim {d{x,^f{t)) — t). (1.2.1) 

t—^+oo 

如果记 B + ( x ) = d ( ar , 7 ⑷ ）- t 则由三角不等式，显然有 


1.2 分裂定理 13 • 


因此，函数族{尽+ ㈤ }在任何紧子集上是一致有 界的. 并且如果 S < t ， 则有 

Bf ( x ) - ( x ) = d ( x , 7( t )) - d ( x ,^( s )) - d ( j ( s ), j ( t )) < 0. 

所以函数族 { B +( x )} 是单调递 减的. 因此， Bt { x ) = B +( x ) 在任何紧子集 

t—>oo 

上一致收敛. 

同时，因为对任何固定的取 I 砹⑻ -砹⑼|<咖,2/)的极限，自然也 

有 \ B + ( x ) - B + ( y )\ ^ d ( x , y ), IP B + ( x ) 也是 Lipschitz 连续的，因而几乎处处 
可微. 

根据定义，当 f 固定时，集合 < 常数 } 正是以7⑴为中心的测地 
球.因此我们可以直观地把集合 { x \ B +( x ) < 常数 } 理解成以 7( oo ) 为中心的测 

地球. 

如果7是一测地直线，那么我们还可以类似地定义另一 Busemann 函数 
B ^{ x ) ： 

B ^( x ) = lim { d { x ^{ t )) + 1 ). (1.2.2) 

t—> —OO 

由定义及三角不等式，易见 

B + + B ^ = 0 ? 在7上， (1.2.3) 

B + + B ^ ^ 0 , xeM . (1.2.4) 

现在我们可以着手叙述和证明分裂定理. 

分裂定理 ( Cheeger - Gromoll , 1971) 设 M 是一 n 维完备的 Riemann 流 
形，具有一测地直线.如果 M 的 Ricci 曲率非负，那么 M 等距于 RxiV , 其中 
iV 是 （n - 1) 维 Riemann 流形 ， Rx N 具有乘积度量 • 

证明我们将给出证明的概述，而其中涉及的技术步骤则作为命题放在本 
节的末尾. 

记7为 M 中的测地直线•固定 P = 7(0) e 7. 根据命题 1.1 ，对任何 
ipe Co °°( M )^^0 以及任何固定的 <，有 

J A(f = f ipABf = j ipAd(x^(t)) 

Jm Jm Jm 

r n-l 

^ Jm d{x, 7(t)) ^ 
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令 t ― y + 00 ,得 



< 0 . 


这意味着：在分布意义下，< 0. 同理，在分布意义下，< 0. 因此， 



B+ + S - >0 ， 

B + + B ^ = 0 ? 在7上， 

A ( B + + B ~) ^0,在分布意义下. 

根据下面要证的命题 2.1 ，我们有 

其中也⑻是 M 上中心为 a : 、半径为丑的测地球.但 B + + S - 在 7 上为零， 
在其他部分上非负，取 ge 7 即看出 


s+ + B - E 0. 

因此， △ j B + + A _ B - = A ( j B + + J 5-) eO , 故在分布意义下 

AB + = 0, AB — = 0. 

根据二阶椭圆型方程理论中的 Weyl 引理， B+ 和实际上是光滑的•、 

因为 | V /9| = 1几乎处处成立，因而 IVB+I = 1,再根据下面将证明的命题 
2-2 及其系， VB + 实际上是 ilf 上的平行向量场，即 ▽(▽#)= 0. 然后根据 
de Rham 分解定理， M 等距微分同胚于的积分曲线与等值曲面的拓扑 

禱 

积 R x AT ， 其中 N = { xeM : B ^( x )=0}. 定理 证毕. 

命题 2 .1 设完备 Riemann 流形 M 的 Ricci 曲率彡 0, Lipschitz 函数/彡 
0, A/ 彡 0 ( 在分布意义下)，任取 p e M ， B ( E ) 表示以 p 为中心、充分小的丑 
为半径的测地球，则 

齡 :⑽) 


其中叫 一 


1.2 分裂定理 • 15 • 


证明设 M ) 为围绕 p 的正规测地坐标系，其中 

0 = {^} (i = 1，2, • • • , n — 1) G *S ,n ~ 1 (l). 


M 的度量 g 可表成 


ds 2 = ( dr) 2 + r 2 gij d0i d6j. 


记 G = det (制)，则由 △/ 彡 0 以及 Divergence 定理，对于任何0 < K 丑，有 





△/ = 


B(t) 



dB{t) 


^ t n ^ y / Gde . 

or 


熟知 


△r 


n — 1 din \rG 



r 


dr 


77 — 1 

因为 Ric(M) > 0,故 Ar 彡-，因此 


r 


dVG 


dr 


^ 0- 


于是有 


t n 



△/ 


Bit) 



dB{t) 


^VGde 

or 





dB(t) 


d £ 

dr 


VG + f 



de 


d 


dt 



fy / Gde ). 


dB(t) 


因此， 


0^ 


d 


dt 



fy/GdO 


dB(t) 


注意 V^(o) = l, 由上式有 


l /( p ) ^ 



fy/GdO 


dB{t) 

1 


t n 



/• 


dB(t) 


将上式由 0 到丑积分，得 (L2.5). 
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命题 2.2 设 M 是完备的 Riemann 流形，/ e C 3 ( M )， 任取 p G M ? { Xi } 
是 P 点处的法坐标系，贝 ! J 


^ l ^/| 2 ( p ) =2^ \ fij \ 2 + 2 ^ Rijfifj + 


其中 / i 是 / 相应于 


d 


Qxi 

证明因为 iv / j 2 ：! 


的协变微分， Hij 是 M 的 Ricci 张量. 
Ei ?, 因此在 P 点上，有 


( 1 . 2 . 6 ) 


△(IWI 2 卜 E(l y /! 2 )ii 

3 

i ^ i ' n 

3 

= 2 E 舄 + 2 E 砲 . 

而熟知 /ij = 及 Ricci 公式 ： fjij = fjji + Rij fj , 因此 

△(iv/i 2 ) = 2 fii + 2 Mfjji + Rij ^) 

- fij + 2 E + 2 XI 私：^4. 


命题得证. 

系 2.3 如果 | V /| = 1, Ric ( M ) > 0,且 A / = 0 则 ▽/ 是平行向量场. 
证明由 （1.2.6) ，有 


0 = A | V /| 2 = 2 ^/g + 2^ Rijfifj 

^ 洛 

故 fij = 0, 对于一切 i , j , 即 ▽(▽/)=()• 证毕 • 

利用归纳法，从分裂定理 可得： 

定理 2 .4如果 M 是具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形，则 M 等距 
于 M x R fc , 其中 M 不含整条测地直线. 

利用这一定理还可以得到有关紧流形的基本群的结构 定理： 


1.3 梯度估计 
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定理 2.5 设 M 是具非负 Ricci 曲率的紧 Riemann 流形，则 7 Ti ( M ) 包含 
一个正规子群也使 7 n ( M )/^ 是有限型的 • M 的通用覆盖流形及可等距地分 
裂为 x M ， 其中 M 是紧的 • 

注上述定理也是 Toponogov 相应定理的推广.更进一步应用 Cheeger - 
Gromoll 定理，可以给出非紧流形基本群增长率的估计，且在相当合理假设 
下，证明任一紧 Riemann 流形的和乐 （ holonomy ) 群是紧的. 

1.3 梯度估计 


本节将讨论正调和函数的梯度估计，确切地说，我们要给出 logu 的梯度估 
计，其中 w 是正调和函数，其证明属于 Yau (见 Yaii , S . T .,[ 3 8]). 作为应用， 
在本节中我们给出非负 Ricci 曲率流形上的 Liouville 定理，及 Ricci 曲率具有 
下界的流形上的 Hamack 型不等式等等 • 稍后，我们还将应用此方法于流形谱 
值的估计. 

定理 3.1 设 M 是完备的 Riemann 流形， dimM = n 彡 2, Ric ( M ) ^ 
- (n - l ) k ( k 彡 0)， ii 是 M 上的正调和函数，则在 M 的任何测地球艮⑻中， 
成立 

1 -±^-), ( 1 . 3 . 1 ) 

u \ a / 

其中 为仅与 n 有关的常数. 

证明 P 根据命题2.2,在一点 p 有 

iA(|Vw| 2 ) = u l + + R*c(Vw, Vw) 

U ^ • 

> - (n - l)fcK (1.3.2) 

• 參 

既然计算是局部的，那么我们可选取 P 点的法坐标系，使得 Ui ( p ) = 0 (z > 
2), txi ( p ) = | Vu | (p) , 所以 


▽ 川 W|) 




Ylj * U ij — 

| Vu |"" - 
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故 


|V(|Vix|)| 


2 ^ '.2 



U 


li 


3 


但有 


(1.3.3) 


△(I ▽ 从 | 2 ) = 2\Vu\ - A(|Vtx|) + 2|V(|Vn|)| 2 , 


(1.3.4) 


故由 （1.3.2) 和（1.3.3)，有 


(n^l)k\Vu\ 2 ^ |Vti|A(|Vu|) 




u 


2 


， w 

hJ 


▼ 

3 


所以 


|V^|A(|Viz|) + (n - l)fc|V“| 2 > 乙 4 - E 吨 


▼ w 

h 3 


▼ 

3 




毕 l 






洋 1 



2 


^ii 


n 


因为 △以 = y ^ ujj = o , 所以 从匕 


i=l 



2 


n 


. 代入上式，得 


|Vt/|A(|V^|) + (n — l)k\Vu\ 2 ^ 


1 


n — 1 




% 


n 


T |V|Vu|| 


2 


(1.3.5) 


最后一步是由于 (1.3.3). 


2° 令 0 


Vu 


u 


，欲给出 A 0 的估计 


Vcj) = 


▽| ▽乜 I \Vu\Vu 


u 


u 2 


(1.3.6) 


1.3 梯度估计 
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由|▽M = 多•^x,在 W 一 0的点上，有 


A\Vu\ = 

= uAcj) + c/)Au + 2Vcj) - Vu 

mm 

= uAcj) + 2 ▽ 多 . Vti, 

Acj )= 

A(\Vu\) VcP^Vu 

= - 2 - 


u 


U 


|Vtx|A(|Vu|) 


| Vu|u 


2 


▽泠 • Vti 


u 




1 


1 


|V|Vii|| 2 -(n~l)fe|Vix 


Vu\u \n — 1 


2 


2 


Vcj) - Vu 


u 


1 


|V|Vti|| 2 -(n-1)^-2 


(n — 1 )| ▽咖 


Vcj) - Vu 


u 


令 e 




2 


n—1 


>0,则由 （1.3.6) ，有 


-2 


V(f) - Vu 




u 


V(f> - V^i 

一 (2 — £：) - e - 


ti 


u 




一 (2 — e) 


▽彡•▽乜 


u 


V|Vt/| - Vu 

^ r\ + 己 

U z 


Vu 


3 


U 3 






U 


U 2 


但 


—£ 


[VlV^lhlVul 

u 2 


一 e 


|V|Vtx|{ |Vt/| 


2 


3 




e 


(\Vu\u)^ U 2 

2 




2 


IV-ultx 


3 



n — 1 


[ VlV^ll 

u\Vu\ 


u 3 

+《 3 


2 


代入 （1.3.7) ，得 


2 乂，卜 (2 一々1^ 


|V|V^|| 


2 



U 


U 


(n — l)u\Wu\ n — 1 


多 3 , 


最后得 


> 一(打 一 1)^0 一 (2 


2 


Vcj) - Vu 



n 


u 


n 


4 > z 


3° 在 B a (x) 中考虑函数 


F(y) = (a 2 - p 2 )(f>{y) = (a 2 - p 2 ) 


|Vix 


u 


(1.3.7) 


(1.3.8) 


(1.3.9) 
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其中 p = d ( y , x ). F\ dBa = 0,如果有 ▽以笋 0,则 F 必在 B a { x ) 内部达到极大 
值. 在极大值点上％ #0,至于^ = 0的情况，则定理的结论自动 成立. 

设 A €瓦⑷为的极大值点，如果 A 不是: c 的割点，则由极大值 
原理，有 


VF(xi) = 0 5 
AF(a ： i) < 0. 


( L 3.10) 

(1.3.11) 


在❽ 点上， （1.3.10) 为 


▽ p 2 
a 2 — p 2 


▽0 


而 （1.3.11) 为 


△ p 2 A 0 2 Vp 2 - V 0 
a 2 — p 2 cj ) ( a 2 — p 2 )( j ) ^ 


将 （1.3.12) 代入上式，得 


0> 


Acf ) 


Ap 2 


212 


2| Vp 2 | 


(1.3.12) 


a 2 - p 2 ( a 2 - p 2 ) 2 ’ 


其中 | Vp 2 | = 2 p | Vp | = 2 p . 再由比较定理（系 1.2 )， 有 


Ap 2 = 2 pAp + 2| Vp | 2 
= 2 + 2 pAp 

< 2 + 2( n — l)(l + V ^ p ) 
^ (7(1 + \/~ fcp ), 


(1.3.13) 


其中 C 为仅与 n 有关的常数 • 将上述估计代入 (1.3.13) 并注意 （1.3.9) ，有 


0 > 


A 沴 C(l + k ^ p ) 

( j ) a 2 — p 2 


8 p 2 

( a 2 - p 2 ) 2 


> —[n — l)k — 




n — 1 


+- V 2 

n — 1 


C{l + khp ) 
a 2 — p 2 


Vc()-Vu 

4 >u 

8P 2 

( a 2 - • 


1.3 梯度估计 
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但在点 A 上， (1.3.12) 成立，所以 


V 0 - Vu 


4>u 


2pVp - Vu 
(a 2 — p 2 )u 


> 一 


2 p 


a 2 — p 2 


0， 


0 ^ 一 (ji 一 l)fc 一 

Cjl + k^p) 

a 2 — p 2 


4 (n 一 2) p 


n 


1 a 2 — p 2 


小 + 


8 p 2 


( a 2 — p 2 ) 2 


把上式两端乘以 （ a 2 - p 2 ) 2 , 由于尸 =( a 2 - 〆 地则在 an 点上，得 



0 彡 ，一 2) /xP 

n — 1 n — 1 

—(7(1 + 金 p)(a 2 — p 2 ) — 8p 2 — k(a 2 - p 2 ) 2 
彡 -i—F 2 - 2ChaF — <7(1 + k^p)a 2 

n — 1 

— 8(2^ — ko^ 

彡 -i-F 2 - 2 CiaF — c 2 (l + 0a) V ， 

n — 1 


其中为仅与 n 有关的常数.因此 


^ i ) 




sup 

B a 



((?2 — 1 ) 


C ia + X c ^ + 


c 2 

n — 1 


a 2 (l + k ^ a ) 2 


彡 C f n a(l + k^a). 


因此，当限制在 J 5 a /2 ⑷中时，有 


3 o IVtx 

-a sup J - 

^ B a /2{ x ) u 


< C r n a(l + fc*a), 


即 


sup l ^< C n 

B a /2( x ) 


1 + k^a 


u 


a 


此即 （1.3.1) 式. 


4。剩下惟一需要讨论的是 F(y) = (a 2 ^p 2 ) 


I ▽从 I 


U 


的极大值点以如果正好 


落在^的割迹之中的情况.通常讨论这类问题的方法是采用所谓“支撑 ( support ) 
函数”的方法. 
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现设 A € Cut ( 2 )，记 a 为连接: r 和❾的一条极小测地线 （ 不一定惟一， 
但固定其中之一).根据割点的定义， a | [ a ；) Xl ] 中任意内点都不是町的共辄点. 
在 a 上固定距: r 充分近的另一点记 e = dist ( x , q) = L(a\[ Xyq ]). 

取测地线段 a | k ) Xl ] 的正则邻域 iV g . 使任何 y e N q 都不是 g 的割点. 
Vy 6 N q , 我们以 p ( y ) 表示 y 相对于 $ 的距离，而以 p q (y) 表示相对于 g 的距 
离，则由三角不等式，有 

Pq(y) + S > p(y), 

pq(xi) + e = p(xi). 

当？ / e 八时，考虑函数 

F{y) = (a 2 - {p q (y) + e ) 2 )l^l, 

Lu 

则由 (1.3.14) , F(y) 是我们在 3° 中讨论的函数 F ⑼在町上的 

即满足 


(1.3.14) 


支撑函数 


F{y) < F[y), 

F{xi) = F(x 1 ). 


因为 Mv ) 在工 1 的一个邻域是光滑的，所以我们可以对歹 (2/) 在 a 上应用极 
大值 原理. 通过同样的讨论，得到戶卜1)的 估计. 最后再令 e 4 0,即可完成证 
明. 

系 3.1 完备 Riemann 流形，如果 Ricci 曲率非负，则不存在非常数的正 
调和函数. 

证明在 (1.3.1) 中 = 0,令 a — 00 ,即得 | Vii | = 0. 

系 3.2 设 M 为 n 维完备 Riemann 流形. J 5 a 为 M 中任一半径为 a 的测 
地球， 处为 B a 中的调和函数， Ric ( M ) > -(n - l ) fc ， 则 


sup | V ^| ^ C n 

B a f 2 


1 + k^a 


a 



(1.3.15) 


其中 C n 是仅与 n 有关的常数. 


1.3 梯度估计 


•2 


证明记乂 = sup|u |， 则 t =以 + A + e > 0, Ar = 0, 

B a 


sup |Vix| 




a/2 


sup \Vv 

召 a/2 


门 / 1 + k^a \ , . 

(C n - sup \u + A + e 

\ a J B a /2 

< 2C n f-~- a ) sup|u|. 


系 3.3 ( Harnack 不等式）设 M 为 n 维完备 Riemann 流形， Ric(M) ^ 
(n~ l)k. 如果 w 是测地球中的调和函数，且 u 〉 0 ,则 


sup u ^ C(n, a, k) inf i/ 5 


(1.3.16) 


Ba! 


其中 C[n ， a ， k) 为仅依赖于 n, a, A : 的常数 


a/2 


证明根据定理 3.1 ，有 


sup < C (n ， a, fc) 

Ba U 


取 xi,x 2 G J5 a/2 , 使 ^(^i) 




sup ^(x), 1/(X2) 




a/2 


inf u{x) 以极小测地线 7 连接 

丑 a/2 


A ， 心，则由三角不等式易知，7整个落在5。之中，因此 

f I ▽从 I J ~ / 门匕 ~ J ^ 



ds ^ C(n, a, fc) / ds 

J 

< 2aC(n ， a ， k). 


但 



|Vu| 







dlogu 

ds 


u(xi) 

0g u{x 2 ) ? 


咖 1) 




sup u(x)^ e aC{n ^ k) 

B a/2 

e aC(n^k) inf u r x y 

B a /2 


n { x 2 ) 


系 3.4 设 M 是完备非紧的 Riemann 流形， Ric(M) 彡 -k{k ^ 0),u > 0 


是 M 上的调和函数，则有 
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证明 利用 （1.3.1) ，使 a > 1，即 得证. 

系 3.5 设 M 是 n 维完备 Riemann 流形， Ric ( ilf ) > -(n - l)k(k ^ 0), 

如果> 0, A 为常数，则有 

- 《 C ( n ， v ^， A )， （1.3.17) 

其中 C ( n , y / k , A ) 为仅依赖于 n ， A 的常数. 

i 

1.4 具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形 

本节将研究具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形的若干问题，首先从这 
类流形的体积增长问题开始. 

当 Ric ( M ) ^ 0,对于任何 p e M , M 中以 p 为中心、 i ? 为半径的测地球 
馬⑺） 的体积，根据体积比较定理（即定理 1.3 )，有 

Vo\B p (R) < C n R n , (1.4.1) 

其中仅与 n 有关. 

而对于 VolS P CR ) 的下界，则可以证明以下 结果： 

定理 4.1 设 M 为非紧的 n 维完备 Riemann 流形， 

Ric ( M ) ^ 0, 

记 B P (R) 为 M 中以任意固定点 p 为中心、 丑 为半径的测地球 ，则 

Vol B P (R) ^ C(n, Vol B p {l))R, (1.4.2) 

其中 C(n,VolB p (l)) 为仅依赖于 n 及 Vol 珥⑴ 的常数. 

证明 任意固定 : cq € 出 5 p ( i ?)， 即 d ( p ， 耶）=记 M 上相对于吻的距离函 
数为 ♦) = d(x,x 0 ), 因为有 Ric ( M ) 彡0,由第1节的 (1.1.12) ,在分布意义下 

Ap 2 = 2 pAp + 2 < 2 n , 


即 V^eC 0 oo (M),^^0,f 



(1.4.3) 


I. 4 具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形 - 2 


t 


用 C 0 °°( M ) 函数来逼近具紧支集的 Lipschitz 连续函数，上式对具紧支集的 
Lipschitz 连续函数依然 成立. 现在令 ip ( x ) =矽 ( p (： r ))， 其中矽⑷为如下形式： 


轉) 


1， 0 ^ t ^ R 一 1， 

~ + 1— t )， jR—*1 + 

0 ， R + l. 


显然， W 是 Lipschitz 连续函数且 supp p C 凡。 ( i ? + 1) 
因为 Stokes 公式对 Lipschitz 函数仍然成立，所以 


咖 ) Ap 2 


B X q ( i ?+ l ) 


Vip - Vp : 


2 / ^{ p ( x )) p \ Vp \ 2 

J B xq (R+l) 


JB X0 (R+1)\B X0 (R^1) 

> (R - l)Vol [B X0 (R + 1) \ B X0 (R - 1)] 


由 （1.4.3) ， 


(R - l)Vol [B X0 (i2 + 1) \ B Xo (R - 1)] < 2n ip = 2n ip 

Jm Jb xo (r^i) 

^ 2n f 1 = 2nVol B Xo (R + 1) 

Jb xq (R+1) 

但显然 Bp ⑴ c B Xo (R + 1) \ B X0 (R — 1), 因而 


2nVo\B X0 {R+l) > {R - l)Vol [B Xo (R + 1) \ B Xo {R - 1)] 

^ (i? 一 l)VolJ5 p (l). 


又显然 B p (2(R+1))d B Xo (R+1), 因此 


2nVolB p (2( 丑 +1)) 彡 （ i2 — l)VolB p (l), 
Vo\B p {2(R+l)) > ^ivolJ5 p (l). 


定理证毕. 


系 4.1 具非负 Ricci 曲率的非紧完备 Riemann 流形具有无限体积 ([37]) 
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注 1 (1 A 1) 和 (1.4.2) 写在一 起为： 

C n R n ^ Vo\B p (R) ^ C ( n ， VolJ 5 p ⑴)凡 

当益 很像 Euclid 空间或者的 锥时， VolB P (R) 〜 R n •， 而 M 类似于 

圆柱面时， Vol B P (R) ~ R. 例如 R 3 中的圆柱面 X 2 + Y 2 = l, 其测地球的体积 
界于 4 tt ^^ Vo\B(R) > 2itR 之间. 

注 2 容易想到，能否将 （1.4.2) 改进为 

VolB p (R)>CR, 

即其中的 C 是否为一仅与 n 有关的常数？ 一般而言，这是不对的， Croke 曾给 
出例子，表明：存在完备的 Riemann 流形 ， Ric > 0,但 inf ^ MVol 艮⑴：= 0. 

对于具非负截曲率的完备 Riemann 流形，基本的结构定理是 Cheeger-Gromoll 
的下述定理 （ 可见 [10] ，第八章). 

定理 设 M 是具非负曲率的完备 Riemann 流形，则 M 的基本群 tti ( M ) 
中包含一有限正规子群也使 TT 认 M )/ 小是 R k ( k ^ dimM ) 上的晶体运动解. 

对于 Ricci 曲率非负的完备 Riemann 流形，其基本群的结构尚待研究.主 
要的问题在于：这样的流形是否是有限型的 （finite type ) ?即 7 Ti ( M ) 是否有限 
生成的？ 

Cheeger - Gromoll 在曲率彡0时证明这一定理的方法大致如下：在 M 上取 
测地射线7,作关于7的 Busemann 函数凡 因为曲率 > 0,可以证明是 
凹的，因而 S = infB 7 也是凹的，不仅如此，更重要的是证明 J 5 还是逆紧的 

( proper )( 所谓/ : M ^ M 是逆紧的，指对 1 R 的任何紧集 A ， 其逆像/ _1 (^4)也 
是紧的). 

在 Ric ( M ) ^ 0的情况下，困难在于难以证明上述的5是逆紧的.因此， 

对 Ric ( M ) ^ 0,基本的问题是，进一步了解 函数汉 或者构造一个较好的穷竭且 

上调和的函数.换句话说，能否用一串紧的、具正的平均曲率的超曲面来穷竭 
整个 M ? 

在这一方面，下述定理对解决这一问题或许有所帮助. 

定理 4.2 设 M 是完备的 Riemann 流形， Ric ( M ) > > 0), 则 M 上 

存在一个逆紧的 C °°( M ) 函数/， 满足： 


| V /| < C , f ^ Cp ,\ Af \< C . 


1.4 具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形 
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其中 C 为常数， p = p ( X ) 是 M 上对某固定点而言的距离 • 

证明分以下几步： 

1。取定 p € M ， 对 p 而言的距离记作 pOrO , 以 P 为中心 、丑 为半径的测 
地球 记作办 ，对 R > 1 ,^ B r \ B 1 中解以下的 Dirichlet 问题： 

f Ah R ( x ) = Xh R ( x ), A 为某待定的正常数， 

I hR { x )\ dB R = 0, ( I . 4 . 4 ) 

[ hR ( x )\ dB ! = 1- 

根据二阶椭圆型方程的理论， (1-4.4) 的光滑解 h R ( x ) 存在，且满足极大值原 
理，因此1 > h R ( x ) ^ 0,并且在内部不取等号，否则 h R ( x ) 将为常数，与边界 

条件不合，即 


1 > hR(x) > 0 ， x e b r \Bi 
如果丑2 > 丑1 > 1,贝 ! J &丑2 — 九丑1 在丑丑\ 召1 上，满足 

1 A (/ i j r 2 - h Rl ) = \{ h R2 一 h Rl )， 

(hR 2 — hR^ldB! = 0 , 

( hR 2 - = h R 2 ( x)\ dBRl > 0. 

同样由极大值原理， h R2 (x) - h Rl ( x ) > 0, 因此，对任何固定的 X e M \ 

执,是一单调递增的有界序列，因而 

■ 

h ( x ) = lim hn ( x ) 

R^oo 

存在. 取一列風4 OC •令仏=尿\ Si •由的一致有界性 （ 0 < < 1 )， 

利用椭圆方程的估计和 Schauder 估计就可以推出：存在 C ( fc ， i ) > 0,使得 
只要 丑彡苑 + 1就有 \\ h R \\ ckm < C ( k , i ). 因此，用抽取对角线子列的办法就 
可以证明：存在子列 { h Rii } 在 M \ 历 的每个有界子域上收敛于 / i . 这说明 
办是光滑的，并在 M \^ 上满足 △/i = A / i ，0 彡/ I 彡1，以及叫氏 =1. 由极大 
值原理，易见在内有 0</ i < l . 

2。下面证明， h ( x ) = 当 p { x ) ^ cx ). 

取一待定常数 C 7 〉0,在\氏中分部积分并应用 Stokes 公式，注意 
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hR \ dB R = 0,有 


L:， hRAh 


R 



e 


cp ( x ) h R 


dBi 


dh R 

dr 





^(e c ^h R )-Vh R 


e 


c 



dB 1 


dhR 

dr 


C 



e c ^ h R Vh R • Vp 




/ 

Jb r \B 


R 


2 


当: r e 视时， 


dhR 

dr 




Vh R • Vr ? 由梯度估计（1.3.17)， 


|V/i^| < C(n，V% X )\ h R \ = C ( n , A), 


因此上式中右端第一项是一致有界量 （ 对于> 2 ) .由 Ah R = 入 h R ， 得 


A 


/ e cp ^h 2 R = [ e c ^h R Ah R 
J J Br \ Bi 



< C + C I e c ^\ Vh R \\ Vp \- h R 

Br\Bi 


[ e cp{x) \Vh 

J Br \ Bi 


R 


2 


因为 |Vp 


, 再利用不等式 


Ce c ^\ Vh R \ h R ^ e c ^ (\ Vh R 


2 


c 2 




则 




c 2 



e 


c _ h 2 R 


b r \b x 


即 


A 


C 2 


)f e c ^ h \{ x ) ^ C 


设竽 + 1 •令 i? 00,得 



e c ^ h 2 ( x ) < C . 


M\B X 


当 P(4 充分大时，如果 2/ € B X {1), 则由三角不等式 


(1.4.5) 


p{y) > p ⑷一 1 ， 
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由 （1.4.5) ，有 

C ^ [ e cp h 2 > [ e c ^ yy h 2 {y) 

Jm Jb x {1) 

> e c(P(x) 一 l ) 人 h 2 (y). 

因此， 

[h 2 (y) <Ce- Cp ⑻. (1.4.6) 

J BJX) 

注—般不是光滑区域.为此，可用光滑区域代替并使得 
DrC B r+1 \ Br. 上面的证明就同样成立. 

由定理3.1，有 

|Vlog/i| <C(n,V^ ? A). 

所以，只要 d (: r ,2/)< l , 就有 

| log h{x) - log h(y)\ < C(n, A). 




根据下列命题 4.3 ，存在常数 C 2 >0 使得 Vd 艮⑴彡 e - c 诚 x )• 因此，可选 
取常数 C > C 2 , 使得 (1.4.7) 意味着九卜）= 0( e ~ c ^), 其中 C 3 = ^((7 - C 7 2 ). 

3。令 f ( x ) = (1 - T ]( x )) log h { x ) + T )( x ), 其中 77 e C °°( M ) 是一截断函数， 
使得在否 i 上 rj ( x ) 三1,在 M \氏上 r )( x ) = 0,并且0 < 7；(尤）< l，Vx € B 2 \ Bi . 

则/即为满足定理条件之函数，这是因为： 
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⑷由 /i <也-对于 p 〉2,得/ = 一 logh > C 3P — log A , 因而/是逆 

紧的； 

(b) |V/| = \ V \ ogh \ 彡常数 ，当 p > 2时，这是梯度估计系 3.5 ;而当 p < 2 
时， |V/| 显然有界. 

(c) 当〆 or) > 2时， A/ = -^ + |Vlog ^| 2 = -A+ IVlog/il 2 < 常数成 
立，另一方面，当 p(：r)<2 时， △/ 总是有 界的. 定理证毕 • 

现在我们给出定理证明中用到的一个 命题： 

命题 4.3 对于完备 Riemann 流形 ilf ，若 Ric(M) 彡- (n - l)fc, 则存在常数 
C (与 n，fc，Vol 艮 。(1)有关)，使 

Vol 艮⑴ >e-Q( x )， 

其中〆4为 M 上对某一固定点 p 而言的距离. 

证明任取 xeM . 记从^计算的距离函数为 a， 


<^{y) =d(x ， y), 


把以 o: 为中心、 t 为半径的测地球记作 B x (t). 首先说明，当 C > 


y/k 




时，函数 


一 ct 


Vol B x (t) 


是 t > 0 的递降函数. 

由 (1.1.8) 和 (1.1.12), ^ Ric(M) ^ -(n — l)fc 时，在分布意义下有 


Act 2 < 2n + \Tkcr. 


因此，对 Vt〉0, 有 


I Aa 2 < / 

B x {t) JB A {t) 


2n + y/~k 


Bx (t) 


(L4.8) 


而 


Sb ^) 


Aa 2 


dB x {t) 


da ^ 

dr 


2^01(^ (t)) 


但由 Co-Area 公式 


Vol (dB x (t)) 




dVol B x (a) 
da 
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(1-4.8) 的右端两项分别有 



2 n = 2 nVol ⑷， 


■Baj (t) 



Vic I a < tVl^VolB x (t) 

Bx(t) 


如果令 V ( t )= Vol 艮⑷，则 (1.4.8) 成为 


at 


对于 c > 


Vk 

了， 


即有 


dV 

dt 


彡 nF + CtV . 


d 


{ r n e ^ Ci V { t )) < 0 


dt 


于是，当时，有 


e- c VolB“l)> r n e^ ct Vo\B x (t). 

取 t = 咖， x 0 ) + l = p ⑻ + 1，贝 I ] 

e— c Vol 艮⑴ > {p(x) + 1)— n e — c (+) +1 )VdB x (/9(x) + 1). 

但明显有 B X0 (1) C B x (p(x) + 1). 因而， 

Vol 艮⑴ > (p ⑷ + 1)— n e— 〜 ㈤ VolJ5 x (l) 

彡 e~ dp{x) , 

其中亡为与/^，偏及^⑴有关的常数. 证毕. 


(1.4.9) 
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关于完备 Riemann 流形上调和函数论的研究，一方面对一些经典的情况（单 

衊 

位圆、 IT 中的有界域 C " 中的有界对称域）已经有了众多的丰富的成果（例 
如，关于单位圆的 Herglotz 理论， 5T 中有界域上调和函数的 Martin 表示， 
有界对称域调和函数的 Hua, Fiirsteuberg 理论 等）. 另一方面，对于一般的完 
备 Riemann 流形上的调和函数的研究只是 20 世纪 80 年代才有了较大的进展， 
对于不加曲率条件的一般的完备 Riemann 流形， S. T. Yau 证明，不存在属于 
P (1 < p < oo ) 的调和 函数. 对于 ： p = + 00 ,即有界调和函数的存在性，则受流形 
曲率的很大制约 • S. T. Yau 证明，对具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形， 
不存在非常数的有界的调和函数(第一章第 3 节).虽然人们早就猜测，当完备流 
形的曲率 满足： -6 2 - a 2 < 0( a , & 为常数)时，应该存在有界的调 

和函数，但这一事实直到 20 世纪 80 年代中期才由 Anderson 及 Sullivan 加以证 

实.他们证明，如果完备 Riemann 流形具有负曲率 K M , ~ b 2 < K M < - a 2 < 0, 
那么 M 可通过赋加一 “无限远边界” (sphere at infinity ) 5 ( oc ) 而紧 致化. 对于 
带边界的流形而 = Mu 5( oo ), 满足预先给定的连续边界值（在 5( oo ) 上给定） 
的调和函数的 Dirichlet 问题可解.本章第1节将对这一事实给出一个简单的证 

明 • 


以单位圆（其 Poincare 度量的曲率三- 1 ) 的调和函数论和 Martin 关于有 




2.1 几何边界 5(00) 及 Dirichlet 问题的可解性 


界域中调和函数的经典工作为背景，在负曲率流形上可以通过 Green 函数的边 
界性状定义 Martin 边界和 Poisson 核•在 Anderson 和 R . Schoen 的工作中 

对此进行了详尽的研究 （[2]) ， 证明了 M 的几何边界的 00 )和 Martin 边界 I 
之间可以建立一个自然的同胚以及通过用 Poisson 核表示调和函数的 Martin 表 
示公式.这些构成本章的2〜4节. 

在第5节中，我们对满足曲率条件-沪< ^ - a 2 < 0的完备 Riemann 

流形 M 上的有界调和函数的存在性，证明两个结果.最后，在第6节中，我们 
讨论次调和函数的平均值不等式，由此得出有界调和函数的某些 Liouville 型定 
理. 

2.1 几何边界 3(00) 及 Dirichlet 问题的可解性 

本节始终假定 M 是单连通的、完备的 n 维 Riemann 流形，其截曲率满 
足 -6 2 ^ K M < - a 2 •以 -& 2 和- a 2 为常曲率的（单连通）空间形式记作 
if (-6 2 ) 和根据 Cartan - Hadamard 定理，对 M 的任何一点 P ， 指数 
映射 ex Pp ' T P M — M 都是微分同胚，即 M 微分同胚于并且任意两点 

A,BeM 确定一条连接它们的惟一测地线，用 表示. 若是 M 上 
三点，则可作测地三角形 LABC 以及角 ZA , ZB , ZC . 例如，就是测地线 

段 AS 和之间的角.我们将需要下列经典的 Rauch - Topologov 比较 定理. 

# 

Rauch 比较定理如果-& 2 - a 2 , 任取一点0 e M ， M 上相对0 

的距离记作 p , 则 

(a coth ( ap))(g — dp® dp) < D 2 p 

< b coth(bp)(g — dp® dp), (2.1.1) 

其中 P 表示 M 的 Riemann 度量张量. 

Topologov 比较定理设 -& 2 < 彡 - a 2 , 在 H (- b 2 ), M , H (- a 2 ) 中分 
别有测地三角形 AA f B f C f C H (- b 2 ),AABC C M , AA ff B ff C ff C H (- a 2 ). 如果 
\ A f B f \ = \ AB \ = \ A ff B n \, \ B f C \ = \ BC \ = \ B n C ff \, \ C f A f \ = \ CA \ = |(7"乂"|，则 

Z.A! < 乙 4 彡乙 4". (2.1.2) 

类似地，如果 \A f B f \ = \AB\ = \A ff B ff l\A f C f \ = \AC\ = | A " C "|， 乙4, = 乙4 = 
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,则 


\ B f C f \ > \ BC \ > \ B n C n \ 


(2.1.3) 


简而言之，曲率越小，则夹角越小，而对边长则越大. 

为了给出精确的估计，我们需要计算常负曲率空间形式中的边角关系. 

考虑标准的曲率为常数 -1 的空间单位圆 D：{ze C ||2| < 1}. 其度量为 

Poincare 度量 


ds 


4\ dz \ 2 

(1 一 kl 2 ) 2 


按此度量计算的 z u z 2 eD 的双曲距离记作 p { z 1 , z 2 y 于是，如果 M = r < 1，则 


p (0, z ) 





2 dt 


log 



1 一 r 


( 2 - 1 . 4 ) 


双曲等距变换 ^ 


r ( e 访一 1) 


rz 


使之变为0， z = re ie 变为 ^ ‘ •所以 


P ( r , re l °) 


r ( e i0 - 1) 
1 一 r 2 e ie 




0, 


log 


r(e id -l 

1-— 




r(e iS — l) 
l- r i e ie 



记 fl ( r ， re i(9 ) = 则 


(2.1.5) 


r ( e i0 — 1) 
1 一 r 2 e ie 


e 8 + 1 
sh ? 


- s 
tanh - 


ch 


( 2 . 1 . 6 ) 


类似地，在 (2.1.4) 中如记 a = p (0， r )， 则 


r = = tanh °- 

e a + 1 2 


将 (2.1.6) 变形为 


2 r 2 — 2 r 2 cos 6 
1 + r 4 — 2 r 2 cos 6 


. s \ 2 
tanh-, 
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(2.1.7) 就是 D =丑(- 1) 中等腰三角形的腰长 a 、底边长 s 及顶角0之间的关 
系式. 

通过类似但稍复杂一点的计算，在空间形式 H (- a 2 ) 中的三角形边角关 
系为： 对于 H (- a 2 ) 中的测地三角形如果记 d ( A , B ) = r , d ( A , C ) = 
a ， d ( B ， C )= s ， 而 0 = 则有 


cos 6 sh ar sh aa = ch ar ch aa — ch as . 


( 2 . 1 . 8 ) 


于是，根据 Rauch^Topologov 比较定理，我们可有以下命题： 

命题 1.1 设 M 为单连通、完备的 Riemann 流形，其曲率 i^M 满足-& 2 < 
K m < -a 2 < 0. 对于 M 中的测地三角形 AABC ， 如果记 p(A, B) = r ? p(A, C )= 
a ， p{B^ C ) = 5, /.A = 9^ JRiJ 


cos 汐 > coth ar coth aa — 


cos ^ < coth br coth ba 


ch as 

sh ar sh acr 5 
ch bs 

sh br sh ba 


(2.1.9) 


( 2 . 1 . 10 ) 


命题 1.2 设 M 是单连通、完备曲率 Km 满足< Km < - a 2 < 0的流 
形. 为 M 中三点，设 r = p { 0 , xi ) = p ( 0 1 x 2 ) - 记由0至❾的测地 

射线为 71 ， 由 0 至巧 的测地射线为 72 , 71 和 72 在点 0 的夹角为彡，则当 r 充 
分大， P 适当小时，有 
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证明在 (2.1.9) 中令 a = r , s = p ( xi , x 2 ), 则有 

cos ^ sh 2 ar > ch 2 ar — cha 5, 
chas - 1 彡 sh 2 ar(l — cos ^), 
4 sli 2 学 彡 sh 2 ar • 2(1 - cos 0) 


任取 c , 满足 l < c <^， 则易知 


2 c 2 (1 - cos 9) ^ 6 2 , 当沒充分小时， 

e ar _ e -ar ^ — e ^r ^ 当 r 充分大时 


( 2 . 1 . 12 ) 


后一式即 sh ar > ce ar_1 . 因此 

sh 2 ar • 2(1 — cos 0) 


=^2 sh 2 ar - 2 c 2 (1 _ cos 6) 
彡 e 2( ar — ”沒 2 . 


此时 (2.1.12) 成为 


4 sh 


2 as 


彡 e 2(ar - 1) 沪 , 


21 n ( e ^ 一 e—¥) 彡 2(ar-l) + 2ln6. 


所以 


as ^ 2 ar + 2 (ln 沒一 1)， 
s > 2 r + - ( In 沒一 1). 

CL 

(2.1.11) 的左端得证，同理应用 (2.1.10) 可得右端的估计. 

现在就可以来定义负曲率流形的几何边界——“无限远球面” 5(00). 

设 ilf 是单连通、完备的负曲率流形，由 Cartan-Hadamard 定理，从流形 

上任一点出发的切向量都惟一地定义了一条测地射线 7. 两测地射线 71 和 72 
称为等价的， 71 〜 72, 如果 

p(7i00,72 ⑷ K 常数， Vi 彡 0. (2.1.13) 

定义 M 的“无限远球面” 3(00) 为 


S(oc) = 测地射线的集合/〜 . 
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如果取同一点作为测地射线的始点，，⑼ = 72(0)，则71 〜 72当且仅当 
7 i = 72,这是因为由 (2.1.11) , 

+ — (In 6 一 1) < 常数. (2.1.14) 

a 

当 f > oo 时 ， 0 = 0. 因此，从几何上说， 5*(00) ==由一点出发的全体测地射线 
= 7 bM 中的单位球面 5^. 

任取 ◦ € e T 0 M , 定义以 r 为中心、角度为 <5的锥 Co ( v , S ) 如下： 

C 0 ( v , S ) = {xe M \ Z ( v , T ^)< S }, (2.1.15) 

其中是 r 和连接 0 与: r 的射线之间的夹角.又以 B 0 ( R ) 记以0为 
中心、 丑为半 径的测地球，我们称 

T 0 ( v ,8, R )=： Co ( v , S )\ B 0 ( R ) (2.1.16) 

为截锥，则全体 

{ To { v , S , R )] B q ( r),qe M } 

给出了 M = M U ^( oo ) 的锥拓扑的一个拓扑基.这种拓扑给出了 M 的一个紧 
化. 

命题 1.3 以上定义的 5( oo ) 的拓扑结构是的，这里 a = a /6. 

证明设仏化 e M 是定义 Roo ) 的不同的基点，在同胚的意义下， S Xl ~ 
5( oo ) - S X 2 , 其中= 1,2) 是 T Xi M 中的单位球面，设叫 r e S X1 ,6 = 
Z ( v , w ). 如果％⑷, 7 也⑷是以％ w ； 为始点方向的射线，则由（2.1.11)， 当亡充 
分大时，有 

P(7v(t) , 7w(t)) < 2t+^(\n0 + 1). 

如果令式记 7#),740 对抑所张的视角，则仍由 （2.1.11) ，当 f 充分大时，有 

- (In 9 t — 1) 彡 ⑷，7切⑷) _ + 常数， 

a 

上式中常数仅依赖于 Xx , X 2 . 因此 


e t 《 Che a/b . 


(2.1.17) 
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令 t 4 00,就给出了映射& i 4 Roo ) — 是的， 

a = a/b. 

现在我们转向 M 上调和函数 Dirichlet 问题的讨论. 

下面是本节的主要结果，它给出了调和方程 Dirichlet 问题的可解性. 

定理 1.1 设 M 是单连通、 n 维、完备的 Riemann 流形，曲率满 

足： -b 2 ^ K M < -a 2 < 0,任给 p € C °(5( oo )), 则存在惟一的调和函数 
ue C°°(M)n C°(M), ^ u\ s{oo) = ^ 

证明固定基点 O e M , 并将 S ( oo ) 和 T 0 M 中的单位球面而⑴ = 沪- 1 
等同起来.因为* S 0 ( l ) 上任何连续函数可用光滑函数一致逼近，而极大值原理 
又 保证： 如果调和函数列{叫€ C °°( M)n C°(M)} * 5( oo ) 上一致收敛的话， 
则叫也在 M 上一致收敛到调和函数，因此无妨假定 p ⑴). 

因为 Km < -« 2 , 指数映射 ex Po : T 0 M — M 是微分同胚.记 {( r , 6 )\e E 
So { l ) = 沪- 1 }为0点的正规极坐标，则 p 可写作# = _),0 e 而⑴.将 p 
沿径向扩充至 M\{0}, 即令 

(f{r,6) = (^(0), Vr > 0. 

扩充后的函数仍记为 A 则^是 M \ {0} 上的有界光滑函数. 

引进记号 oscb ^ i )^ = sup \ip(y) - ip(x)\ 表示 W 在测地球 B x ( l ) 上的振 

yeB x ( i ) 

幅 . 

定理的证明分以下 几步： 

1° osc B：c(1) cp = 0 ( e ~ a ^), 其中 pOr ) 表示对基点 O 的距离函数 • 

根据 W 的定义， 当 yeBJl ) 时， 

W{y) - 咖)卜 1 咖 ’) - ^>{0)\ ^ c\e' -e\, 

其中分别是2/和^测地球面坐标.由命题 1.2 可得 

2p(x) + - (In ( 汐 ’ —— 1) ^ p x { y ) ^ I? 

CL 


即有 


e f -e\ < c ie ^ x \ 
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其中 G 仅依赖于％因此 


0SC 氏⑴ w < Ce— ap(x ), 


其中 C 是仅依赖于 a# 的常数 . 

2° 对 # 进行平均化 ， p 使 = 0( 6 -。咖)) •取 


(2.1.18) 


xeC 0 °°(R), 




其中 


令 


则有 


x{t) = 0 ，当⑷彡 1 ， 

X ⑷ =1 ,当 M<l/2 




f M x(pl(y)My)dy 

f M x(px(y))dy 


\^p(x)-cp(x)\ 


一 Jb x (i) x(pl(y))(^p{y) - 咖 ))dy 


lB x (i)X(p 2 x (y))dy 

< sup \ip(y) - ip(x)\ 

B x (l) 

= oscbj” p - 0(e— ap ⑷). 


(2.1.19) 


同时 


A^ 0 ) = △( 泛 (x) - (p(x 0 ))\ x =, 

f A ( X{p 2 y{x)) 




( 2 . 1 . 20 ) 


直接计算 


△G) 


Au - v — 2Du • Dv — uAv 2u 


v 2 



V 3 


\Dv\\ 


此处 U = x{p 2 y{^))^ = f M x(pl(x))dy . 下面以 p 表示 Py(x), % 


Vu = x\p 2 )- 2pVp, 
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Au = 4pV / (p 2 )|Vp| 2 + 2x / (p 2 )|Vp| 2 + 2 px \ p 2 )^ p - 

如果 Km 彡一& 2 ,则由第一章的系 1.2 ，当 p = 外⑷彡 1时， pAp ^ 常数•至 
于 Vu， &中的其他各项，当 p < 1时， |Vtt| 和 |Au| 是有限的.同理对 At; 

也 如此. 另一方面，由体积比较定理（见第一章 （1 丄 20) 式），当时， 
Vol 艮 (1)>常数.因此 

咖） = x(pl(y))dy= / x(pl(y))dy 

Jm JB X {1) 

> VolB x ^ 常数 • 

总结以上所述， |A(f)| 有界，代入（2.1.20)，即得 

|A^(x)| ^ 常数. osc Bx(1) ^ = 0(e— 叩⑻). (2.1.21) 

3。考虑 C°°(M ) 函数# = e- 知㈤.易知， 

參 

Ag = -8 e^ 6 ^Ap + 6 2 e ^ Sp ^\ Vp \ 2 . (2.1.22) 

而当 Km a 2 时，由比较定理， 

Ap 彡 （n — l)acoth ap 
^ (n — l)a = Ci > 0. 

Cl 是仅与 n, a 有关的正常数.因此，由 （2.1.22) ， 

Ag ^ e ~ s ^ x \ S 2 \ Vp \ 2 - SCi ) < 0, (2.1.23) 

只要 J 充分小. 

因为 Aif = 0( e ~ s P ^), 只要占 充分小，由 （2.1.23) ，我们可以找到常数 
使 

HCg) ^ -|A^|, 

即 A(^ + Cg ) < 0, A(^ - Cg ) ^ 0. 

根据经典调和函数论的 Perron 方法，尹 +Q 和尹可以作为保证调和 
函数存在的闸 (barrier) 函数.即存在函数 w, 使 Aw = 0 ， 而分 — Cp < u <奸 Cg . 
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此 u 满足边界条件，这是因为， 

U - (p\(x) ^ \u- (p\(x) 

< Cg ( x ) + \ lp -( fi \( x ) 

< Ce - 知⑻ +0(e a P ⑻) 

— 0 (当 p ( z ) —> ocB 寸) • 


这里用到 （2.1.19). 定理 证毕. 

2.2 Harnack 不等式与 Poisson 核 


设 M 是单连通、完备的 n 维 Riemann 流形，- 6 2 彡^ < 0. 固定 
基点 o e M ， 相对 O 的距离函数记作 p ( x ). 因为 M 是负曲率流形， P ( x ) 是 M 
上的光滑 函数. 在上节中，我们已经见到 


⑻ = e -Kp ⑻ :㈤ v p |2 — A/>). 

由 (2.1.23) 知，当 K 充分小时， Ae - 心⑷ < 0.当 K 充分大时，由第一章系 
1.2,对于 p ^ l ， 有 

Ap ^ — (l + 6 p ) 

P 

^ + 1)(72 — 1). 

因此，当 p 彡1时， Ae -心⑻ > 0. 总之，只要5充分小， ㈤ 与 e -^⑷分 

另 IJ 为 M 上的整体上调和 （super harmonic ) 函数与次调和 （ subharmonic ) 函数， 
因而， M 是双曲流形，即它具有整体 Green 函数 G{x,y) ( 见本章附录定理 
A .1 )，满足 

1° G(x, y) = (?(沒， 2 ；).当 2 / 固定时， 

/^ x G ( x , y ) =0^\/ x ^ y . 

2 。 G(x, y) ^ 0. 

3° 

\p 2 ^ n {x),n>2 x ^ 

G(x, y ) 〜 j 当 $ — y 时. 

卜 g ^ fe， n = 2 ， 
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任意固定 y , 令 

sup G(x^y)e 6pv ^ = Ci, 

⑴ 

sup G(x,y)e^ py ^ = C 2 , 

a ；€ 丑 “1) 

因为 

CxAe^y < AG = 0< C 2 Ae - 钞 ' 

C ie ^y ^ G^C 2 e~^\ 在 dB y ⑴， 


则由上（次）调和函数的极大值原理，得 

“ ⑻彡 G(x,y) 

< Cie^ 6 ^ x \ VxeM\B v (l). 


因而，当 2 /固定时， G { x , y ) 0( 当仏⑼ — oo 时). 这样， G ( x ， y ) 就可以连续 

拓展到 M \ M , G (: r , y ) U ( oo ) =0. 

固定基点 O e M . 固定 y e M , y _ O . 考虑 


hy { x ) = 


G{x, y) 

G { p^y 


( 2 . 2 . 1 ) 


它是一个正调和函数， h y {0) = 1,具有惟一的极点 y . 我们可以称之为在基点 
o 正规化的正调和函数.如果我们有一族在点 O 正规化的正调和函数 {h Vi {x)}, 
其极点 yi-^iedM = 5(oo). 我们希望能证明这一族调和函数列 {h yi (x)} 收敛 
到 M 上一个正调和函数，它在 5(oo) 上连续地为零，由此可以得出 Poisson 
核的存在与 Martin 边界的 概念. 而要证明这一点，关键是要证明 {‘(o:)} 在 
S ( oo ){^} 中的任一点的一个邻域 （按 （ 2.1.16) ， Roo) 中点的邻域即为截锥） 
是一致有界的.保证这一点的是下面两个具有 Harnack 型的定理.它们的证明 
将放在本章的第 4 节. 

固定基点 OeM . 以单位切向量 F e Sb ⑴ c T 0 M 为中心向量 、角宽为 S 
的锥 Co ( V , 6)( 定义见 (2.1.15)) 简记为 C (6), 截锥 T 0 ( V ,6, R )( 定义见 (2.1.16)) 
简记为 r % 用，按定义， r (5, 丑)是 y e s 0 ⑴。 s ( oc ) 的一个邻域，又记 


0 ’ = exp »， 
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它是截锥 r (5, i ) 的“顶点”. 

定理 2.1 如果/ I 是定义在 C ( tt /4) 上时正调和函数，它在 n 5( oo ) 
上连续地变到零，则有估计 


sup h { x ) < Cie - C 2 P ⑻ h (0% (2.2.2) 

奸 T(f,l) 


其中 O / = ex Po ㈦ 是 T (^ l ) 的顶点，而 C U C 2 为仅依赖于 n , a ，6 的常数 • 
定理 2.2 设是定义在锥 C ( tt /4) 上的正调和函数，连续到如卜/ 4 ), 
并在 CW 4) n 5(00) 上连续地变为零，则我们有 



f ) 

v ( O f ) 


u { x ) 
、 v { x ) 



(2.2.3) 


Nxe T ( tt /8, 1), O ' = ex Po ⑺，其中 Cl 为仅依赖于 n , a , & 的常数. 

我们将首先应用这两个定理证明 Poisson 核的存在性、惟一性及研究它的 

性质.而它们的证明则放在本章的第四节. 

定义 M 上的调和函数 P ^ x ) 称为€ e 5(oo) 的在 0 点正规化的 Poisson 

核函数，如果它 满足： 

1 。 P^(x)>0,\/xeM, 

2。 聊 =1， 

3。 Pdx ) e C 0 0?\ ⑹)， 并且 々⑻卜 ㈣ \ U } = 0. 

命题 2.3 对任何€ e 5(oo), Poisson 核函数存在. 

证明设心 ( x ) 是在基点 O 正规化的以?/为极点的正调和函数，如（ 2 . 2 .1) 
所定义.令{讲}为一序列，使得 Vk-^ie 5( oo ). 我们要证明，沿一子序列 
收敛于一 Poisson 核 

(1) 首先注意，若 C(7r/4) = C 0 (v,tt/4) 是 r € 的锥，即 € e C(7r/4)n5(oo), 

则当 A : 充分大时，是 C ( tt /4) 上的正调和函数，满足定理 2.1 的假设条件. 
根据 Harnack 不等式，因为 h Vk ( O ) = 1,0' = exp » ，故 h yk {0') ^ C ( # 
数). 从 （2.2.2) 得 


h yk ( x ) ^ C 3 e - C 2 〆 *) ，当; r G T (7 r /8,1). (2.2.4) 

(2) 其次，根据 (O) = 1 和 Harnack 不等式，对于每个正整数 m, p(a;) < m 
和满足 P ( y k ) > m 的一切充分大的 A :( 例如， A : > k ( m ) ), 我们有0 < h yk ( x ) ^ 
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C ( m ). 于是，由标准的椭圆估计， 

v 

\^yk\\c 2 ^(Bo(m)) ^ Wk ^ k(m). 

所以，利用取对角线子序列的方法，可得某子序列〜 fc ，沿着它按 C 2 ( M ) (更确 
切地是对每个 m 按 C 2 ( B 0 { m ))) 收敛于一非负调和函数巧,它满足巧 ( O ) = 1. 
由极大值原理， Q 在 M 上是 正的. 最后， （2.2.4) 表明々在 M \ 仪}上连续， 
并在 3(00) \《上 为零. 这样， A 是一 Poisson 核. 证毕 • 

注命题 2.3 的证明也可用本章第1节的 Dirichlet 问题的可解性，它自然 

导致调和测度的存在 • 所谓在 xeM 的调和测度 a ；、 是指 5( oo ) 上的惟一正 
Borel 测度，满足 

( Hf )( x ) = [ /( Q ) 心⑼， V / G C °(5( oo )), (2.2.5) 

JS(oo) 

其中丑/是边值为/的惟一的调和函数. 

由此推出，由于任何确定的 Borel 子集五，如果 x 五表示五的特征函数，则 

_(x)= f XE(Q)dco x (Q) (2.2.6) 

JS(oo) 


即为以從为边值的惟一的正调和函数. 

任取€ € S ( oo ), 设它在 So ⑴ c T 0 M 中的对应向量为取角宽 A — 0. 
令 A * = C 7 0 ( F,W n 3(00), 则4是 5(00) 上以€为中心的渐缩的邻域，即 
△ i+i c nA ^ = 不难看出， 


Ui(x) = 


(x) 

( 0 ) 


(2.2.7) 


给出了满足条件 （2) 的一个 例子. 

为了证明 Poisson 核的惟一性及它对（的 Lipschitz 连续性，我们需要下面 
的引理. 

引理 2 .4设 M 的曲率满足一 6 2 -< 7 是由 OeM 出发的 

一条测地射线 • 则存在常数 r > 0,仅依赖于 n ， ％ 6,使 Vt 彡0， 


C 7( t + T ) (0 Q C l{t) , 


其中⑹= 0^)( 7 ,⑷，外 


( 2 . 2 . 8 ) 
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证明 为了叙述简便，如果 A,B,CeM. 我们以 AB ， AC 分别表示 A 出发 
通过 B 和 <7 的测地射线，而 9(AB, AC) 则表示射线 M 和 M 在 A 的夹角 . 
令 ： ro = 7 ⑷， =7(* + r ). 任取 pe 则 


3 

Oi^X^.X^p) = -7T. 


引理归结为要证当 r 充分大时， 


7T 


0(x^p,x^xT) ^ - 



(2.2.9) 


记 p{xo,xi) = r,p(xo,p) = s,p(xi,p) = a, 0(x^p, x^x{) = 6 , 则由命题 1.1 ，有 


cos 汐彡 coth ar coth as — 


ch aa 

sh arsh 似 5 


( 2 . 2 . 10 ) 


在 △: toap 中，因为 6(xTx^,xTp) = ^7T 是最大的角 • 根据 Toponogov 比较定 
理，我们有 s>r,s> a y 因此， 


ch aa 
sh arsh as 


ch aa ch 1 

=z - • - - - 

chas sh as sh ar 


彡 coth as 


sh ar 


当 r — oc 时， shar —> oc, coth as — 1, coth ar —> 1, (2.2.10) 右边前项1，后 
项 — 0, 因而 3T ， 使得只要 d 即有 


7T 


COS 汐〉 cos : 沒彡 


7T 





引理 2.5 记号同引理 2A 孙 = 7 (*)，町 = ^y(t + T),pe dC Xl (f), 则当 T 

充分大时，存在常数 <7>0 ,使 


max Oix^xi.xop ) 彡 e 

P ^ dC xl ( n /4) 


-CbT 


( 2 . 2 . 11 ) 


证明 在中， 记 0 = 9(x^,xop),a = 0(^1 ，罗 ^) ， 而 6(xix 0 ,xYP) 
|7T,p(xo,p) = s,p(xo,xi) = T,p(xi,p) = a , 则由命题 1.1 ， (2.1.10) 


cos 6 < 


ch bTchbs — chba 
sh 6Tsh bs 


( 2 . 2 . 12 ) 
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因为是负曲率流形， O ( xixo , xip ) =聲兀,所以 a < 仍由 （2.2.10) ， 


VJ 


7T 




cos — < cos a 
4 

ch bach bs — ch bT 
sh bssh ba 


cos 


7r sh bssh ba 
4 ch bs 


^ ch 6a — 


ch bT 
ch bs 


将上式代入 （2.2.12) ，得 


cosOshbTshbs < ch bT ch bs — ch ba 


< ch 6Tch bs — 


ch bT \/2 sh bssh ba 


ch bs 


2 


ch bs 


ch bT 


sh 2 bs \f2 sh bssh ba 


ch bs 


2 


ch bs 


cos 6 < 


ChbT 


sh bT 


因为 s>cr>s — T, 当 T 固定 ， s — oc 时， 


sh ba 
sh bs 


1 


1 


2 ch bs sh bT 


(2.2.13) 


令沒 


OC 


lim 0 ， (2.2.13 ) 为 


5 一 ">QO 




2 


^ COS 0qo 


< coth bT 


V 2 


1 + e 


2bT 


1 一 e— 2bT 


2 sh6T 


V^2 


e 


bT 


(1 


e 一 


2bT 


因此，当 r 充分大时，即得匕 o > e - CbT • 证毕. 

命题 2 . 6 设 C 是以0为顶点的一个锥，是两个在 C 中定义的正调 

和函数，并且 w lcn5(oo) = ^Icn^Coo) = 0,则^•可以 (7 a 连续地拓展到 (7 fl *S(oo) 
的内部，其中 a 仅依赖于 n，a, 6. ⑴ 

证明 任取 Q e (D n 5(oc))° (即 C n 5(oc) 的内部)，以 a = a(t) 记测地 

射线 _ ，因为 Q 的取法，36〉0,使 Q) ⑷ C C •根据引理 2.4 ， 3T >0, 使 


C a ((k+i)T){^) C ㈣⑷， Vfc = 0,1, ••• 


(2.2.14) 
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记 Ck 

令 


仏 ㈣ )⑷，则 { Ck } 显然组成一族渐缩的 Q 的开邻域，并且= {2} 

h 




inf-, 

Ci v 
u 

sup — 

Ci V 


u 


则在 Ci 中， 取 > ? > L 

根据定理 2.2,(2.2.3), 存在常数 G > 0,使（只要 r 取得足够大即可做到) 


A+i 彡 Ci 么 +1 ，Vi = 0,1, 


(2.2.15) 


令 


Ui = U — Ifi.v 


由 (2.2.15) ， 3K>0,K 仅依赖于 n ， a ， M 吏 




此即 


h 1) < K ( ip . 


i+1 


么) 


若 UitJpiV — u , 同样可得 


(巧一么 +1) (巧 一％ +1) 


令 


U 


COi 




inf- 

Ci V 


osc 

Ci 


o- 


将上列两不等式相加，得 


+ ^i+1 ^ K{Ui — 




£ 


K-l 

K + l 
K-l 

K + l 


=: 


< 1 . 
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因此，叫彡 S i LO 0 y 此即 




< 8 SUp 

C 0 W 
= e 2loge sup 

C 0 W 



e ^ l ° 3 sup 

c Q w 


G )， 


(2.2.16) 


其中 C 3 = -loge > 0,以氏记況对 O 所张的最大角度，则由引理 2.5 ，当 
充分大时， 


Oi^e 


-ibiT 




即一《彡久，其中€为正常数，由 (2.2.16) , 



< e^ bT In 0 i sup 

C 0 W 




(2.2.17) 


^ Of sup 

c 0 w 

其中。=翁为正常数，由定理2.2 ， sup 为有界量，因此即得 

^ Co 

兰⑼一兰( 〆 )卜常数 v M ' e a 

u / v 的有界性再加上上式就保证了极限 

lim —( y ) 
y—Qv、’ 

存在，即可以延拓到 UnNoo) 的内部.而且， （2.2.17) 就 给出： VC，C'e 

(Cn5(oo)) ? 


$⑹一 =(01<常数•外匕 o a 


(2.2.18) 


命题证毕. 


系 2.7 以 P ( x , C) 记在 C € 5(oo) 上的 Poisson 核函数，则当 t 固定时，有 


\ p ( x , o - p ( x , a \^ ce ^ a a - 

证明由下面的命题 2.8 ， Poisson 核是惟一的.由命题 2.3 ，取 

P(x = i im G ^y) 

( ^ } ~ y ^ G (0 ,yY 


(2.2.19) 
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当 x 和 O 固定，看作2 /的函数， = = 引用上述命题 2.6 

即可. 

命题 2.8 对任何€ G 5(00), 只存在惟一的在基点 O 正规化的 Poisson 核 
函数. 

证明 设 f ， g 为两个在€ € <9(00) 的 Poisson 核函数，按定义，它们满足： 
在 M 上为正调和函数，/(0) = p(0) = 1， 


f\s(oo)\{^} = 9\s(oo)\{^} = 0. 


记为由 o 到€ e 5(00) 的测地 射线. 任意固定正整数 fc. 令 X 0 = 
0■⑼= 0，a：i = o*(T)， …，: Tfc = a(feT). 以 A 为顶点、 -a(iT) 为中心线、角宽为 

5的锥记作 Q ⑷，则由引理2.4,只要 r 充分大，可使 



因为/，0在 *5(00) 上只有惟一的非零点《，而€显然不在 



n 5(00) 


( 2 - 2 - 20 ) 


上，因而/，沒在〜 (f) n 5(oo) 上恒为零 （i = 1，…， A 0, 在 ( f) 中引用定 
理 2.2 ，则至少在⑸中有 


sup 贺 


(C 


m 

9(0) 


C ， 


( 2 . 2 . 21 ) 


其中 C 为不依赖于的常数 • 

同时，根据命题 2.6 证明中的 （2.2.16) ，得 

0SC ( ~ ^ s k ~ 1 - sup ( ~ ] , S < 1 

^ o ( f ) \gj c Xk _ x (^) \9 j 

< Ce 卜 1 . 


任取小邻域则由上式，有 

osc (《)< Ce k ~ l . 

令 A : — 00 ,得0泛 (0 = 0.在 [/ 上，/三 p ， 由调和函数的惟一性定理，在整 
个 M 上/三 f 证毕. 
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2.3 Martin 边界与 Martin 积分表示 


本节我们将引进 Martin 边界的概念，并证明 M 的 Martin 边界和前面讨论 
的几何边界 ^( oc ) 可以建立一个自然的同胚 ( homeomorphism ) 以及通过 Poisson 
核表示调和函数的 Martin 积分公式. 

设 M 仍是单连通、完备、 n 维的 Riemann 流形，截曲率满足< 
K M ( 一 a 2 . 固定原点 O e M •以 G ( x ， y ) 表示 M 的 Green 函数，则 . 


hy( X ) 




G { x , y ) 

G{OJ) 


(2.3.1) 


为在 0 点正规化的、以2/为惟一极点的正调和函数 • 由上节，对于任何 M 上 
的点列 f = {队} ( 即使它没有极限点），相应的函数序列 { h yi } 包含收敛于一正 
调和函数的子序列. 

点列{队}称为 M 中的基本序列，如果相应的函数序列 { h yi } 在 M 上收 

敛到一正调和函数.设 f = {队}是一基本序列，其相应的极限正调和函数记作 
h Y - 两个基本序列 


y = {yih y = m 

称为等价，当且仅当 = 

定义 M 的 Martin 边界 I 由 M 上基本序列的等价类 组成. 因为每一 
都对应着惟一的 / ly ， 我们也可以将^看成全体 hy 组成. 

= •在 m 上我们可以定义度量 如下： 如果 yy e 及，则 


p ( Y , Y , ) = sup \ Hhy ( x ) - Hh Y f ( x )\. (2.3.2) 

xGBo(1) 

不难证明，在此度量下兑是紧的.在度量拓扑 p 下义组成及的边界，并且 
•拓扑 P 与 M 自身作为 Riemann 流形的拓扑等同.注意，及之结构与原点 O 
的选择无关. 

定理 3 .1 M 的 Martin 边界 j 与其几何边界 5( oc ) 之间存在一自然同胚 

电\ JC 一 S ( oo ). 而且，赍一 1 是 Holder 连续的 • 

证明 设 y = {队} e I 是一基本序列，则 hy. ( x ) ^ / ly ⑷是 M 上的正调 
和函数 • {%}在 M 内无极限点，其极限点只能在 5( oo ) ±.根据命题 2.8 ， 
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不同的极限点对应不同的调和函数 （ 实为不同点的 Poisson 核函数），因此{的} 
仅有惟一的极限点 ?/oo e 5( oc ). 定义映射 屯一 的 00 )为 

^{ hy ) = Voo - (2.3.3) 

企显然是在上 （ surjective ) 的，因为任何序列{々_} z 0 e 5( oo ) 都含有基本的 
子序列. 

屯 是连续的：设在中 /if — > / l ， 

^( h ) = Qe 5(00)， 少 ( hi ) = Qi e S ( oo ). 

依前所述， \ 实为在 Qi 中的核函数， h 为在 Q 中的核函数.如果两子序列 
说'}和说"}具有不同的极限 limQ " lim Q iff ,那么{〜，}和 {〜"} 将给出 
不同的核函数.这和心相矛盾. 

少是 一一 的： 设 r = {yj e Jt ^{ h Y ) = Q . 如果 {々} 是任何基本序列， 

A — Q ， 那么 limG ( a ;，4/ G (0,4 存在并且是点 S 的核函数，根据惟一性命 

i 一 oo 

题 2.8 ， 

hy = lim G { x , Zi )/ G {0, Zi ), 

i—^oo 

因而 F = { zi }. 

现在我们已经可以把 ^ 中的元素合理地记作 5( oo ). 根据系 2.7 ， 
有 

\ h ( x ) - Vd C 0(^, O a , Vx e 5。⑴， (2.3.4) 

其中 C , a 为仅依赖于 n ， a , 6 的正常数.上式即为 

p(h 0 h e ) = P^- 1 (0,^(0) 

^ C0(^,a a , (2.3.5) 

它表明旷 1 : *5(00) — i 是映射，自然步是一同胚，定理证毕. 

在上节（见 （2.2.5) 和 (2.2.6)) 我们知道，根据调和函数 Dirichlet 问题的可 
解性，存在调和测度它是 S ( oo ) 上的正 Borel 测度，满足 V / e C °(5( oo )), 

(Hf)(x) = [ f(Q)cko x (Q). 

JS(oo) 
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在 S(oc ) 上的总测度为 1 . 由此推出，对于 5(oo ) 上的 Borel 子集 E ， 有界调 
和函数 

^e{x) = u; x (E) = [ xe(Q) dw x {Q). 

JS(oo) 

是五的调和测度，其中是丑的特征函数 . 根据测度论的标准结果，对 
应这一调和测度的 Radon-Nikodym 导数 

k{ ' x ' c) =( s) = r°(Aj) (2 . 3 . 6 ) 

对几乎处处的 Q e S(oo) 存在 . (2.3.6) t 0 是固定的原点， 4 是 列 oo ) 中以 
Q 为中心的渐缩的邻域集，使 △i +1 r4,nA i = Q . 由 （ 2.2.7) 及惟一性定理， 
K(x, Q) =p(x, Q) 为在 Q 点的 Poisson 核函数 • 

在经典的调和函数论中，首先是 Herglotz 对单位圆 


D = {|^| < 1} 


建立了正调和函数的表示 公式： 对于任何 D 上的正调和函数，皆可找到次 D 上 
的正 Borel 测度 / i ， 使 

u { x ) = [ p ( x , Q ) dfi ( Q ). (2.3.7) 

JdD 

上述公式对 M n 中有界域情况的推广是 Martin 完成的， Martin 建立了类似的 
公式，其中的积分是在理想边界—— Martin 边界上进行的.遵从这种经典的想 
法，在建立了 Martin 边界以后，也就可以证明类似的 Martin 表示公式. 

定理 3 . 2 设 u 是 M 上的正调和函数，则在 5( oo ) 上存在惟一的、有限 
的、正 Borel 测度"，使 

u { x ) = [ p ( x , Q ) d / i ( Q ), (2.3.8) 

JS(oo) 

其中 p (: r ， Q ) 是 Poisson 核 函数. 

证明 固定原点0 e M 对 M 中的有界域 B 0 ( R ) (以0 为中心、丑为半 
径的测地球）应用经典的 Martin 表示公式，则对: r e B 0 ( R ), 有 

u { x ) = [ u{Q)P r (x, Q ) dw R (Q), (2.3.9) 

JSo(R) 
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其中作 ㈨ Q ) 是 Bo ⑻的 Poisson 核函数，吻是 So ( R ) 的调和测度.因为 
iM 0， Q ) = i , 所以 

u (0)= [ u ( Q ) dw R { Q ). (2.3.10) 

Jso ( R ) 


将 Sq ( R ) 等同于 So ⑴ ^ S ( oc )， 其中 [ l , oo ]. 上式表明 ^( oo ) 上的序列测 
度{仲= ^\ So ( R )^ r } 中的每一个都具有总质量 ^(0). 根据测度论，存在一个 


子测度序列为 } Rj 




OO , 使/^弱收敛于某有限、正 Borel 测度化 


另外，再 说明： 对于固定的 Q e 5( oo ), 函数族 { P Rj ( x , Q )} 中有一子序列 
收敛于 Q 的核函数.根据惟一性（命题 2.8 )，其极限即 P ( x , Q ). 为了看到 
这一点，取任意锥 C 0 (0, 使之不包含测地射线 M ( 即不是 Q 的邻域).将 

P Rj ( x , Q ) 零扩充到整个 C Q (0, 即令 


0 




PRj{x, Q), xeC 0 n B 0 (Rj), 
0, xeCo {^)\ Bo ( R j ). 


于是在 C 0 上 > 0 •在 Co (9 上解 Dirichlet 问题： 

{△~=0，在0 0 (00， 

(hj = Q , 在 3 Co (0 上， 

根据极大值原理以及定理 2.1 ，在 T 0 1) 上， 

W C 1 e ~ C 2 ^ h j {0 , ). (2.3.11) 

不失一般性可以假定调和函数列{~}在 Cb 中内闭一致收敛 （ 必要的话选 
一子序列）， (2.3.11) 即导致 G (因而 ) 在 Cb n 5( oo ) 上连续地收敛到 


0 ,因而 lim P Rj ( x , Q ) 

J —OO 




p ( x , Q ). 这样， 根据叫 •見 M ， 即得 


u ( x ) 




So(Rj) 


u ( Q ) P Rj ( x , Q ) dfi Rj ( Q ) 




/ 

JS(oo) 


P ( x , Q ) dfi ( Q ). 


(2.3.12) 
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下面再证惟一性，设 

u ( x ) = [ P ( x , Q ) dfi ( Q ) 

JS(oo) 

= f P ( x , Q ) du ( Q ), 

JS(oo) 

其中皆是正的 Borel 测度，总测度为1，而 " 由 (2.3.12) 给岀. 

同前面一样，将知 (尽) 和 S ( oo ) 等同，任取闭集丑 C S ( oc ), 则 

= lim f u ( Q ) d / a Rj ( Q ) 

J 一 JE 

=lim [ [ P ( Q , Q f ) dfi Rj ( Q )} du ( Q ; ). 

^°° JS(oo) IJE , 

在 S ( oo ) 中任取开集 V D E . 因为 P 是 Poisson 核函数，当 j oc 时， 
柳，)三 f E P ( Q , Q !) _ ( Q ) 对 Q，e S { oo)\v = So ( Rj)\V 一致收敛于零 • 
因为巧 ^ 1, y 是任意包含 E 的开集，因此 ii { E ) < u ( E ). 再注意到的总 
测度同为 <0),因而只能是 KE ) = u ( E ).\/ 闭集丑 C 5( oo ). 定理 证毕. 

2.4 Harnack 不等式的证明 

本节的任务是给出定理 2.1 与定理 2.2 的详细证明.这是两个关于调和函 
数的 Harnack 型 定理. 在前节我们看到，它们是关于 Poisson 核函数和 Martin 
表示公式的技术基础. 

设 M 仍为单连通、完备、 n 维 Riemann 流形，满足 

一 ^ Kj^f ^ 一 0? . 

任意固定基点 0 e M . T 0 M 中单位球面记以 S 0 ( l ). 取 r e S 0 ( l ). 以0为 
顶点， v 为中心线 I 角宽为5 的锥记为 C 0 ( v , S ) (在 I ；不起重要作用时，记 
作〜 ⑷）. Co { v ,6) ^ B 0 ( R ) 的余集 T 0 ( v , S , R ) = C 0 ( v ,6)\ B 0 ( R ) 组成 
v ^ ⑴ ^ S ( oo ) 的一个 邻域. 截锥 Tq ( v ,6, R ) 的顶点记作 = exp G v . 
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定理 4.1 如果 u 是定义在 C 0 上的正调和函数，在 Co ( f ) 上连续， 
它在 Co ( f ) n s ( oo ) 上连续地变为零，则下列估计成立 

sup u ( x ) < Cie ^ C 2 p (< x >> u { O f ), (2.4.1) 

%T(f ， l) 

其中为仅依赖于 a , 6, n 的常数. 

证明分为以下 几步： 

引理 4.1 对于任何正实数 A 1〉3 > 0,存在 if ( x ) € C °°( M ) 及常数丑 0 , 
满足 、 

( i ) \ D < p \ + \ D \\ < C ie - c _\ Vrr e T (^ i ? o ), 

⑻ ^\ dCo (^)\ Bo ( Ro ) = 1? 

( iii ) ^ It (|, jRo ) ~ ^ 

证明 取逐段线性函数^) : [0, tt ] E . 


狀 0) 




A 


7T + ^1 彡汐彡 0, 


连接 1 和贈斜线，8 + ^ 


将分⑹看成以而⑴上的函数，其中0为€与 r 的夹角，而 P 为锥 C 0 (0 
的中心线.再将利 W 沿从 o 点出发的射线加以延拓，得到定义于整个从\{0} 
上的 Lipschitz 函数也即定义 ^( y ) =娜 y 、， ❹ y 是射线 可与 v 的 夹角. 

如同本章定理 1.1 的证明那样，取 X e C 0 °°( M ), x ^ 0, supp X C [—1,1], 
x (0) > 0,令 






I M x(p 2 (^y)Wy) dy 

I M x { p 2 ^. y))dy 


(2.4.2) 


则 w 为满足引理条件之函数. 


⑴的证明完全类似于定理 1.1 的证明，主要用到当-6 2 彡 ir M 彡- /时， 

acoth(ap) (沒一 dp® dp) < D 2 p 


< bcoth(bp)(g — dp® dp). 


在计算时，只要注意 


\ 


D 2 x{p 2 ) = X n dp® dp ^ X ； D 2 p, 
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这是因为此时 2 / e B x ( l ),0( Ox , Oy ) < = 1. 

( m ) 的证明与⑻相同. 

引理 也2设 u ( x ) > 0, △从= 0， w 在 dCo (^) n 5(00) 上为零，则35 > 
0為>0,使 

u ( x ) ^ Cie ^ 5p ^ sup u , \/x eT . (2.4.3) 

aco(f) V8 J 

证明 在引理 4.1 中取 /? = 0, 则存在满足引理 4.1 中的 ( i ),( ii ),( iii ) 的函数 
^), 由于 （ i )， VxgT Che - C 讽气 改变 Q 和 C 2 , 自然也可以使 

^ Cie ^ c ^ x \ e Co (0 . 

令 / = : p + Ce ，％ 其中 C 和 (5 为待定的正常数，则由 （2.1.23) ， 

着 

Af = Aip + CAe - 知 ( x ) 

彡 Cxe - c ^ - CS ( C 3 - 句 e —咖)， 

其中为仅与 n , a 有关的常数.因此，只要 J 适当小而 （7 充分大，就可以使 
A /<0. 
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另一方面，同时可使 / laco ( f ) ^ 1 - 这是因为当$ e 沉 7 o 时，由 （ ii ) ， 

只要 C 充分大，有 4 


/㈤ = 


p + Ce -〜⑻ > 1 ， 

ip + Ce~ sp(<x>) ^ Ce~ SRo ^ 1 , 


当 p ⑷彡说， 
当 P ⑷彡丑 0. 


同时，根据 P 的性质 ( iii ) ，当 ： r e r 丑 0 )时 ， p e 0•因此，/ = Ce，\/x G 

T (». 


再令 S = 


u{x)/ sup 以，则 Ail = 

^ o ( f ) 


0,句 aCo ⑴《1，考虑 u - f ，则由于 


^laCo(f) > 工，有 


△ 问一 /) 彡 0, 


- f)\dC 0 (f) ^ 

由极大值原理，在内部，特别是对 xeT (|,^ 0 ),有 

Ce — 知⑻， 


即 

u ( Ce^ sp ^ sup u. 

^ o ( f ) 

证毕. 

现在我们可以给出定理 4.2 的证明了. 

定理 4.2 的 证明： 

1°根据引理 4.1 ，存在函数 P e 满足引理 4.1 之 （ i ), ( ii ), ㈣ ，但 

在 （ iii ) 中取 /? = | .由 （ i ) 

| V (^| + |VVl ^ ❿-〜 ㈨ ， xeT (» . 

适当改变 O 和 c 2 , 可使 Va 都有 

|V^| + |VVK Cxe- 02 ^. (2.4.4) 

另外，由 p 的构造方法可知1> p 1 
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考虑函数 

= e — g '则 



= ^(logu - V(p + (^V log - u ), 

(2.4.5) 


= u^d loguVcp + ^ Vlogt / j 2 + loguA <^ 



+2 VV • V log ix + ^ A log u ), 

(2.4.6) 


注意 

A?y |\7?/1 2 

A log u = — - — = 一 |Vlog 以 | 2 ( 因为 △“ = 0). 

设 u { O f ) = 1 ? 则由内部 Harnack 不等式 （ 第一章的系 3.4 ) 


|Vlog 乜 | 彡 C ， 

logi/(x) = logu(x) — log u(O f ) 

X 

( |Vlogn| ^ cp ( x ). (2.4.7) 

JO 1 

由 （2.4.4) ， （2.4.6) 及 (2.4.7) 可得的估计为 


= u^(|V(/p | 2 log 2 u + ^ 2 |Vlogw | 2 + 2(p\oguV(p - Alogiu 
+ log uAcp + 2V(p - V log u + 99 A log u) 

<，( C ie - c w ⑻ + (〆 一 ^)| Vlog ^| 2 ) 

< u ^ C ie - c ^ (因为 p 

= Cie^ C2f, ^u e u^ e 
( C ie ^ c ^ x > > e £Cp ^ • u^ e 

彡 Cie- c ^u^ e , 

其中 G 和 C 3 皆为正数， e 为充分小的正数. 

令 a = l - |，1 〉 a >0, 则 


u 々 — e 彡以 a + 1. (2.4.8) 

这是因为，如果 u < l ， 则上式自然正确，当 u 〉 l 时，因为上式 也对. 
于是我们有 


△以 C x e^ c ^ x \u a + 1 ), xeC 0 ①. 


(2.4.9) 



2 ° 另一方面，计算 
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△(e— 知 ⑻ • u a ) = ^Ae^ (x) + 2 \ 7 e- 知 ⑻ • ▽，+ e^ p(x) △ 以 a 

< 一 5(C 4 — S)e^ 6p ^u a + 28e- 6p< < x) u a - l \Vu\ 

一 a(l - a)e - 知⑷ f - 2 | ▽乜 I 2 

= -6(C 4 - 6)e^ sp{x) u a + e^ x) u a (2S\V\ogu\ 
一 a(l — a )| Vlogix | 2 ). 


对上式右端括号中的项应用不等式 2 所-也 2 彡 B 2 /A \ 即得 


△(e- 知⑷ ti a ) < — J(C 4 一 8)e- 6 ^ x) u a 



8 2 



a(l — a ) 


e - s P ( x) u a 


- dC b e - 6 f ){ x ) u a . 


只要 5 充分小，自然也可以使 

Ae 一〜⑷ < ^ SC b e ^ 6p{x) . 

因此，对充分大的 C 6 , 由（2.4.9)， （2.4.10) 及 （2.4.11) ， 

△(，+ C 6 e '- Sp { x \ u a + 1)) < Cie ^ c ^ x ) { u a + 1) 

-8C e C b (u a + l)e - 知⑷ 
^ 0 . 

舞 

3°至此，我们已经构造了一个次调和函数 

/ =，+ C 0 e- 知⑷ (i^ + l). 

△/ 彡0,将 u 和/比较•在 dCo 上因 p 三1，因而 

W Uc 0 (f ) 《 （ W< ^ + C 6e 知 ㈤ 卜。+ l))laCo ⑷， 


u ^ u ^ + C e e ^ x \ u a + l ), 



(2.4.10) 


(2.4.11) 


所以 
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特别地，在 Q ) 上， W 三所以 Va ; e 3 C 0 (吾)， 

u ( C 6 e ^ x \ u a + 1 ) 

《 W + C ^( u a + 1) 

^ ^ + 1 + C6(M a + 1 )， 

因 a < 1，由上式只能有 w| ac 。⑷彡 常数.在 Co 中应用引理 42 ，即得 

u ( x ) ^ (7 e 一知 ㈤ sup u 

^ o ( f ) 

^ Ce-^ x \ VzerO。). 

注意上式是在假定 u { O f ) = 1 下证明的，如果 u { O f ) ^ 1,那么用 u { x )/ u ( O f ) 
代替 u ( x ), 即得 

u ( x )^ Ce ~ 5 P ^ u ( 0 , ), w e O 。) • 

将了 (元，丑扩大到了 l ) 只要用第一章的内部 Harnack 不等式 w ( a ;) 彡 
CMOO ^ eSo (办)，其中 C 仅与丑◦及曲率上、下界有关，而丑0本身也可选 
择得仅与曲率上下界有关.因此最后总有 


u{x) < Ce - 知⑻乜 (0，)， VM r ( 昏， 1) • 


定理至此证毕 . • 

定理 4 . 2 设是定义在锥上的正调和函数，在 C^(f ) 上连 

续，并且 "l^(i)n,(oo) == 0, 则％ e r G ， D ， 下列估计成 
立： 


1 u ( 0 ’) 〈从⑷ <r u (° f ) 

Cl v{O f ) ^ v(x) ^ 1 40 7 y , 


(2.4.12) 


其中以 是截锥 r(| 5 i) 的顶点， Q 为仅依赖于 n ， a ， 6 的常数 . 

证明任取定 ^>e 1 >0 2 >0. 显然只要对 T{6 2 , 1) 证明不等式 (2.4.12) 
即可 • 
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不失一般性，可设 u ( O f ) = v ( O f ) = 1,总的证明线索是设法构造一个次调 
和函数使当办充分大时，有 

( AF^O, Vz er (仏 ，丑 0), 

F ^ v , 在观的,丑 0 )中， （2.4.13) 

F ^ Cu , 在 ar (心，丑 0) 中. 

根据极大值原理，在 r(0 2 ,i? o ) 中就有 

v < F 《 Cu . 


再由第一章的 Harnack 不等式，上式在 T(9 2 ,l) 中仍然成立 （ 常数可能改变)， 


而这就是 


u(x) 

v(x) 


(C = C 


n ( O f ) 

v{O f ) 


交换％〃的位置得到 （2.4.12) 的另一端，从而完成定理的 证明. 

在下面的证明中以 C l5 C7 2 , …， a l5 a 2 ，…等表示仅依赖于 n，a， 6的正常数. 
1。 根据定理4.1，，奶〉0,使 Vzer (仏， 1) 有 

u{x),v(x) 

同时，由梯度估计 IVlog^l < C, 易见也有 


u(x),v{x) ^ c 2 e^ a2p(x \ Vx E T(0 U 1) 


因此，当： rer (仏， l) 时， 


v{x) < Cie- ai ^ 

= Ci{C 2 e- a2 ^ x) ) 

彡 C 3 u Xo 9 


a 2 




a l 

a 2 


(2.4.14) 


其中 A 。= S < L 

由引理 4.1 ，存在函数 w e C°°{M). 满足对充分大的 m0e Q ，e Q 为 
待定的小正数，有 

v \ t {6 2 , Ro ) = (2.4.15) 

i P\dCo{0 1 )\B 0 {Ro) = e 0* 



|V^| + |VVl <C A e- c ^ x \ \/xeT 
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令 


A = 1 一 （1 一 ^ p)^ s 一 (1 — ( f) s e 
其 中士知 为待定的正常数•由 (2.4.15) ,易得 


-6op(x) 


(2,4.16) 


| VA | + | V 2 A | ^ C 6 e - C7P (1 - cp) s -\ (2.4.17) 

同时有 

A|r(0 2 ，丑 0) == 1 ， 

MdCoiex^BoiRo) = !-(!- ^o) 2s - (1 - £o) s e~ 5op ^ x \ 

因此，当 e 0 , Mo 取定后，只 要办充 分大，在如 o ㈧ ）\5 0 (丑 0 )上就有 

• (1 一 （1 一 e 0 ) 2s ) 彡 X\dCo(Oi)\B 0 (Ro) 

^ 1 — (1 — £ o ) 2S ) 

在 S 确定后，只要 e 0 充分小，将有 


^IdCoiO^BoiRo ) 彡 A 0 < 1. 

因为“ < 所以只要馬充分大，由 (2.4.14) 就有 


^IdCoiO^BoiRo) ^ ^ Ao |aCo(^i)\Bo(Ho) 




这样，函数以已可满足 


uX \dC 0 (Oi)\B 0 (Ro) ^ 7 ^， 


C 3 


U 


A 


\t(0 2j Ro) 


u. 


(2.4.18) 


由第一章 Harnack 不等式， (2.4.18) 的第一式也就意味着 


uX \dT(e u R 0 ) ^ 


(2.4.19) 


( HIS ) 和 (2.4.19) 已经组成我们所要求的 (2.4.13) 中的后两式，但无法证明 
< 0,因此必须对^再加以改造. 


2.4 Harnack 不等式的证明 


2°令 C = 一 log % 因为当 P 充分大时， 

C 2 e_ a2P Cie ~ aip , 

因此， Ciop 彡 O Cup . 并且由 Am = 0 及 IVlogM < (7, 得 

|V^| < C 12 , AC - Ivei 2 < Ci 3 . (2.4.20) 


令 

F ( x ) = 视、 X 、 一 e 一办⑷ M ： r ) A ( x )， (2.4.21) 

其中为待定的常数，^ ： M — > M . 满足： 

Ci 3 ^ 矽彡 1 ，， < 0 ， 

2 ^ ^( t ) t 2 > 1,当 f 充分大时. （2.4.22) 

注意因 C 〜 Cp ，(2.4.22) 的最后一式相当于（当 p 充分大时） 

Ci 4> p 2 ^'{i - e -^) ^ C 15 . (2.4.23) 

因为岭是正有界量，因此 F 4 和—样满足 （2.4.18) 和 (2.4.19) ,即满 
足 (2.4.13) 中的边界条件，因此整个定理的证明只有赖于 验证： 可选适当的 A 
使当 P (4 充分大时 ， AF < 0. 

AF = A(ip - u x ) 

=蜂 u x + Vix A + ^ Vu x . (2.4.24) 

先看项，因为^ <0,所以 

彡畛 ’ (A 《一 e ， (/3 2 - PAp)) 

< #(| Vl 0 g W | 2 -^ 2 e ，)， （2.4.25) 

只要 P 充分大.此处用到 Ap < C 及/?足够大. 

2V^ - Vu x = 2 t//u 入 ( 一 ▽ log u - /3e - 卢 p Vp) • (log uV A + AV log u) 

2^ A [-A|Vlogti| 2 + Ci6(p|VA||Vlog^| 

+(3 pe ^\ V \\+ pe -^)}. 


(2.4.26) 
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此处用到 |Vp| = l ， |logu| 彡 Cp,\V\ogu\^C. 于是 (2.4.24) 成为 

AF < ^Au x + ^u x (l - 2 A)|V logix | 2 

+Ci6^ A p|VA||Vlogu| 

- 屮 u x e’ Q^ 2 - C 16 f3 - C 16 /3p\VX\^j 
< 私 u x + (1 — 2A)^V|Vlog^| 2 

-Crfip f u x e, + Ci 6 ^ A p|VA||Vlog^| 5 (2.4.27) 

此处用到 /? 和 p 充分大，以及 |VA| < C 6 e - c 7 P ， 因而 p |VA| 0 (当 p — oo )• 
再计算 ▽以项 

△ 以 A = ^ A [|VA| 2 (logti) 2 + 2Alogt^(VA - Vlogix) + \ogu - VA 

+2VA - Vlogw — A(1 — A)|Vlogu| 2 ] 


因此， 


< u x [ C ls p 2 \ V \\ 2 + C 19 p | VA || Vlog ^| 

+ log A A ) 一入 (1 — A )| Vlogiip | 2 ]. (2.4.28) 


AF ^ ^u x [{l - 2A)|Vlogn| 2 - C 17 e 一办 ] 

+ 和入 [CW) 2 |VA| 2 + C 19 p|VA||Vlogu| 

+(AA) logw — 入 (1 一 A)|Vlogt/| 2 ]. (2.4.29) 

分析上式中的 Ci9p | VA || Vlogix | - i /; u x 由通常的 Schwarz 不等式 及矽和 屯 p 2 

是正有界量的事实，在点 { x | A (^) > |}处， 

Ci 9 #|VA||Vlog^| ^ (2A - 1)^|V log7i| 2 + C 20 # 4 1VA| 2 . 


将其代入 (2.4.29) ,得 


VF < - C 17 ^ u x e ^^ + ^ a [ Ci 8 P 2 | VA | 2 

+ C 20 p 4 | VA | 2 + ( AA ) logu ] 5 


(2.4.30) 
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在点 {^|A(0：) < |} 处，当 P 充分大时，因为 A > 1(1 — (1 - eo) 2s ) > —0 ，因此 

入 (1 — A) ^ ^£o - 所以 

Ci9/9|VA||Vlogii|<A(l- A)|Vlogix| 2 + C 2 ieoV 2 |VA| 2 5 

代入 （ 2.4.29) ，注意到 # p 2 〜也当佝充分大时，你 e T(^,Ho ) 也有 

AF ^ —Cir^ f u x e~ ap + ^ A [Ci8p 2 |VA| 2 

+C 2 iSo V 2 |VA| 2 + (AA)log^]. (2.4.31) 

(2.4.30) 和 (2.4.31) 合在一起可以写成，只要办充分大，％ e T(6,R 0 ) 都有 

AF < -C 17 ^u x e- f3p 

+^ A [C 22 e~ 1 p 4 |VA| 2 + (AA) log 4 (2.4.32) 

再计算 (AA) log u^i ： 

! (AA) logu = [- A(1 - if) 2s - A[1 -奶 s • e- Sop 

— 2V(1 — p) s • Ve—— — （1 一 cp) s Ae^ 6oP ](\ogu) 

\ < [|A(l-^) 2 1 + |A(l-^)1e^ 

I 

i 

I +2|V(l-^) 5 ||Ve^|]|log^| 

r. 

: —(1 — ¥ ? ) s Ae~^ 0P log2x 

» 

* 

鲁 

； < C 23 e- C24P (l - 的卜 1 一 C 2 5PS 0 (1 - cp) s e^. (2.4.33) 

i 

v # • 

这里用到 I log W 〜 Cp. 另一方面，易证（当印取定后），对充分大的及) （ 依赖 
! ： 于 eo ) ， p 彡仇时有 

S C^VlVAi 2 彡 C 26 e- C27p (l - W" 1 + C 2 8P 4 So 1 e^ 2SoP (l - ^p) 2s 

I < C 29 e*" C30P (l - ip) 8 - 1 . (2.4.34) 

I 

I 

< 

i 将 (2.4.33) 和 (2.4.34) 代入 (2.4.32), # 

i 

I 

I AF < —Crfil/u x e 一叶 + — A (C 31 e— C32P (l - cp) s - 1 

I 

I - C2 5 pS 0 (ll) s e- doP ) 

=-Ci7^u x e- 0P + ipy—\a 31 e—c_ 

-C 2 5pSo{l-^ SoP ). (2.4.35) 




第二章负曲率流形上的调和函数 


如果 C ^ e p(i 一介 - 1 < c 25 p 知 (1 一⑷ V —，由上式自然有 AF <0. 否则， 
有 


0 < 11 < Ce^ {C32 ~ So)p . 


因而 

AF < -Ci7^ f u x er 0p + ^ A C 3 2e" (C32+(s ' 1)(c，32 ~ Jo))p . 


只要取如< C32 ? /3 < Cs 2 + (S - 1)(^32 ― ^ o )? 对充分大的丑 0， P ㈤ 彡丑0时，就 
仍有 

AF < 0. 


因此，首先取定充分 大的& 再顺次定下 S 0 ， p ， e Q , 最后定下丑 0 ,使当 x e 
7 X 6，^)时 ， AF < 0. 定理至此证毕 • 


2.5 更一般流形上的调和函数 

我们在本章第 1 节中证 明了： 单连通的完备 Riemann 流形，如果其截面曲 
率 K m 满足 - 6 2 -a 2 < 0 5 则调和函数的 Dirichlet 问题 可解. 在第 2 节 

和第 3 节中又证明了 Poisson 核的存在性及几何边界与 Martin 边界的等价关 
系.一个自然的问题是：对于流形的曲率条件可以减弱到何种程度，使上述结 
果全部或者部分仍然成立？从有界对称域上调和分析的经典理论，我们知道有 
界对称域上的 Bergman 度量满足-& 2 < < 0, 同时 Poisson 核函数是存在 

的. 因此，我们希望知道：在满足 - 6 2 ^ K m ^0 的一般的单连通完备 Riemann 
流形上，在何种条件下存在有界调和函数，存在 Poisson 核函数，以及其 Martin 
边界是什么样的，本节将给出这个方向上的一些初步结果. 

定义 设 M，iV 为同维数的两完备 Ri emann 流形. 微分同胚 多 ： MiV ， 
称为拟等距的 （ quasi-isometry) ， 如果存在常数 C>0^xeM,X e T X M, 满足 

-^\X\m ^ < C\X\m- (2.5.1) 

定义 完备 Riemann 流形 M 上两个度量心 2 和必 2 称为一致等价度量， 
如果存在常数 C 〉0,使得 


— ds 2 < ds 2 ^ C ds 2 . 

\y 


(2.5.2) 
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显然，若心 2 和必 2 是 M 上一致等价的度量，则恒同映射 （ M ， 心 2 ) — 
( M , ds 2 ) 就是拟等距同胚.根据定理 1.1 ，如果对 （ M ， 办 2 )而言，-6 2 

< 0,则调和函数的 Dirichlet 问题可解.今假设 （ M ， 说）和 （ M ， 办 2 ) —致 
等价，是否对 （ M , 说）而言，调和函数的 Dirichlet 问题仍然可解？ 一 般而言 
不一定，但在一定情况下可以给出肯定的回答.为此我们要引进一个关于完备 
Riemann 流形的第一特征值的概念 （ 见第三 章). 

众所周知，对 M 中任何有界区域仏其第一特征值 ( Dirichlet 条 
件）可以定义为 

Ai (/2)= inf ~ 響 .• (2.5.3) 

f € Hl 0 ( Q ) J n f 2 

这里 Hl 0 ( n ) = {/€ Hl { Q )\ f\ d n = 0},斫⑼是 Sobolev 空间.根据这一定义 
就可推知，如果仏 G 仏 CC M ， 则 

Ai ( f ? 2 )>0. (2.5.4) 

由特征值关于区域的递减性，我们可以合理地引进下列定义. 

定义 完备 Riemann 流形 M 的第一特征值 Ai ( M ) 定义为 

Ai ( M )= lim (2.5.5) 

R—^oo 

其中 B ( R ) 为以某定点为中心，半径为丑的测地球. 

第三章第4节的 Mckean 定理指出，如果 M 的截曲率< -(7 < 0,则 
Ai ( M ) >0. 

不难看出， \ i ( M ) > 0对 M 上一致等价的度量而言是一个不变的性质. 
因为如果办 2 和 dS 2 —致等价，则两者体积形式 dF 和也是一致等价的， 

由 （ 2.5.1) ， |V/| 和斥/|也是一致等价，再由第一特征值的极小性质 (2.5.3) , 
及特征值的递降性 （ 2.5.4) ， 自然导致这种不变性.由此易见， AiSO 在拟等距 
下也是不变的. 

定理 5.1 设单连通的完备 Riemann 流形 （ M , dP ), 其截面曲率满足 -& 2 彡 
K m ^ - a 2 < 0,再设 ds 2 是 M 的另一完备度量， 它和说 一致等价.如果对 
( M , ds 2 ) 而言，其截曲率满足 \ K m \ ^ 1及其单射半径 (injectivity radius ) > 0, 
则对 （ M , ds 2 ) 而言，其调和函数的 Dirichlet 问题可解. 
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证明证明的基本路线仿同定理1丄我们仅着重讨论证明中和定理 1.1 不 
同的 地方. 根据 Mckean 定理对 （ M ， ds 2 ) 而言 Ai ( M ) > 0,由 Ai ( M ) >0的不 

变性，不妨假设，对 （ M , ds 2 ) 而言， Ai ( M ) ^ A 0 > 0. 又根据题设，不妨假定 
单射半径（对心 2 而言）〉 1. 

取定基点 Oe M ，如 : r e M , 记 a : 与0的距离为和？ ㈤ （ 分别对心 2 
和说而言)，由一致等价性， 

^ p { x ) ^ p ( x ) < Cp ( x ), 

同样的理由，使 


B X ( S X ) C 艮⑴^瓦⑹， 

其中艮和瓦分别表示 （ M ， 心 2 )和 （ M ， 说） 中的测地球 • 

在 （ M ， dS 2 ) 上 dM = 5(oo) = 5 b ⑴，在 S ( oo ) 上给定 Lipschitz 函数 cp (0), 
将9沿径向扩充到整个 M 上，则由 （2.1.18) 

osc 瓦⑷少= 0 { e ~ a P ^), 

因此， 

osc Bx (1) v ? < osc Sx { S 2) V > = 0{ e ~ a P {x ^) = 0( e — ClP(x) ). (2.5.6) 

下一步是将 W 平均化成尹（见 (2.1.18)) 

f M x(p 2 b,y)My)dy 

I M x(p 2 (^y))dy 

其中 suppxC [-1,1], 则同样（见(2丄19)〜 (2 丄 20)) 可证， 

A ^ = 0 ( e ~ Cl ^). (2.5.7) 


这只要 \ K m \ < 1及当 p (: r , y ) 彡1时， p ( a :， y ) (对幻是可微的即可通过，而后 
者由单射半径> 1保证. 

为了证明 Dirichlet 问题解的存在性，除了由#构造出满足 （ 2 .5.6) 和 (2.5.7) 
的尹以外，还需要构造出满足以下条件的函数 geC ^( M ) : 

g ( x ) > 0 5 lim g ( x ) =0， Ag < 一 C 2 e — 知⑷， (2.5.8) 

p ( x)—^oo 



2.5 更一般流形上的调和函数 


其中6充分小，就足以保证定理的成立 （ 见定理 1.1 证明中的3° )• 


为了给出满足 （2.5.8) 的 g ( x ), 我们在 B 0 ( R ) \ 办⑴中解以下 Dirichlet 问 


题: 


^ h R ( x ) 




"/i 丑 ㈤ ， 0 < fi < Ai(M), 


hR(x) = 1 ， a e dBo ⑴， 
hji[x) = 0, a; G dBo{R)- 


(2.5.9) 


和第一章定理 4.2 的证明的第一步完全一样，解 / ih 存在且有结论 
Jim h R ( x ) 存在，并且 

H—oo 




Ah 


( ih , x e M \ 5 o ( l )， 


> h ( x ) > 0. 


(2.5.10) 


因为在 Ricci 曲率有下界的情况下，对满足 (2.5.10) 方程的解的梯度估计仍然 
成立 （ 见第一章系 3.4 )， | Vlog / i |< C 25 因此 


h { x )^ e ~ C2p{x \ 


(2.5.11) 


取 <5 < 1，令 p = / i ㈤ '贝! J 


Ag = h s - 2 \ Vh \ 2 S{S - 1) + Sh^Ah 


< Sh^Ah 

=— fiSh ^ 

< 一 一犯 


(2.5.12) 


因此， （ 2 .5.8) 的第1， 3 式得证 • 剩下只需验证 〆 ： r ) — 0 ( 当 p ( x ) 
当然只要证 lim / i (: r ) = 0 即可. 

p(x)-^oo 

回到 （2.5.9) 在 Bo ( R ) \ Bo { l ) t , A / 1 ^ = 一 iJir , 


— > 


oc 时）， 




由 Stokes 公式 （ 注意在 dBo ( R ) 上/^ = 0 )，得 


紐 0(1) 


h R d -^ + 

or 


B 0 (R)\Bo(l) 


\^ h R \ 


M / 略， 

JBo(R)\Bo(1) 
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dh R 

dr 


^ h R - Vr , 


由梯度估计， | 誓 | 是有界量，/^|紐。⑴=1，因此 


( |V"h | 2 - " / ^ Cs^ 

Bo (R)\Bo(l) JBo (R)\Bo(l) 


其中 C 3 与丑 无关. 再由 Ai (办）的极小性， 


Ib 0 (R) 


| V / ih | 2 ^ Xi ( B r ) / hi 

\Bo(l) JBo(R)\Bo(l) 


w 叫 BO _ w hl> 七咖, 


所以 


(Ai(M) - /i) / h 2 R ^ Cs 

JBo(R)\Bo(l) 


令 i ? — > OC ， 得 



h 2 < +oo. 


因此，对充分大的丑，有 / MV e 。⑻ / i 2 < e ， e 可以任 意小. 只要 re M \ Bo ⑻, 
并且艮⑴ QM \ B 0 ( R ), 在 艮⑴ （ 因为单射 半径〉 1, B X (1) 相当于，中的 
球）上对 A/i = 利用梯度估计 （ 第一章的定理 3.2 ) 就有 


h 2 {x) < 


C 


Vol ( 氏⑴） Jb x (i) 


h 2 




c 


Vol (B x (l)) Jm\b 0 (R) 


h 2 


(Ce. 


这是因为，彡 +1, 则 Vol (民⑴）彡常数（见（1丄20))，定理至此 证毕. 
本定理有下列直接推论，其证明是明显的. 

系设 M 是紧致的负曲率流形，则对 M 的任何度量，其通用覆盖流形 M 
上调和函数的 Dirichlet 问题是可 解的. 

定理 5 . 2 设单连通完备 Riemann 流形 M 的截曲率满足 | Km | < 1 ， 
其单射 半径〉 0, Ai ( M ) > 0 ,并存在一个双曲等距 （hyperbolic isometry ) 7 ,则 M 
上存在非常数的正调和函数. 


2.5 更一般流形上的调和函数 *71 • 


注等距7称为双曲的，如果 M 上存在一测地直线 （geodesic line ) a , 使 7U 
是 cr 上的一个平移 ( translation ). 

证明任意固定基点 O e a g M ， 以 o 为中心 、丑 为半径的测地球记作 
_，距离 d (0， a :) 记作 p(x). 

取丑> 1，在 B ( R )\ B {1) 中解 Dirichlet 问题 


△/丑⑷= 0， 

fR\dB(l) = fR\dB(R) = 0 , 


(2.5.13) 


则根据我们一再应用过的 Harnack 原则， 


/⑷ 




R 


Jim /r(x) 


存在，并满足 


Af(x) = 0 , 

f\dB(i) = 1 , 1 > f(x) > 0 ? xeM \ B ( l ) 


不依赖于 i ? 的常数): 


( i ) Im 


\B(i) 


f 2 < +00, 


一 C /2^ 


⑻ Im\B(R) / 2 ^ ^ ie 

( iii ) 当 p ⑷充分大时,/⑻ < C 3 e - c 4 x ) • 


(2.5.14) 


引理 5.3 在定理条件下， (2.5.14) 中的解/⑷满足 （ C ^ = l ，2, …）为 


(2.5.15) 

(2.5.16) 

(2.5.17) 


命题的证明由 (2.5.13) A/ h = 0得到 


0 



\ 即 ) 


fnAfn 



| v / h | 


2 






Jr 


ae(i) 


dfn 

dr 


因为 fR\dB(l) = 1 ? 


dfR 

dr 


彡 c (梯度估计)，因此 


f | V // e | 2 ^ c , 

Jb(r)\b(i) 
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再由 Ai(Af) > 0 ,得 

f \Vf R \ 2 ^X 1 (M) f f R . 

Jb(R)\b(i) Jb(r) 

令 jR — 00 ,即有 

f / 2 < +00， 

f |V /| 2 < +oo ， 

此即 (2.5.15) 所欲证 • 

下证 (2.5.16), 任取 r > 1, 作截断 (cut-off) 函数 的 满足 

( 0, x G B ( r ), 

W j 1 ， X 0B(r + l )， 

x e B(r + 1) \ B ( r ), 

|V^| ^ 1. 




2.5 更一般流形上的调和函数 • 73 • 


由 Schwarz 不等式， 


/— (， 2 她 2 ▽况 


2 



/胸 


2 


B(r+l)\B(r) 



<2(/ ^ 2 | V //?| 2 

B(r+l)\B(r) 



fk 


B{r+l)\B(r) 


故有 



^ 2 |V/d 2 ^4 / /I 

B(R)\B{r) JB(r+l)\B(r) 


令 i ? 00,得 


f ^ 2 |V/| 2 <4 / / 2 . 

JM\B(r) JB(r+l)\B(r) 


另一方面，因为 



iv(^/)r = / i/vp+wv/i 

M\B(r) JM\B{r) 


2 



^ 2 / (/ 2 |V^| 2 + ^ 2 |V/| 2 ) 

M\B(r) 


<2 



M\B(r) 


^| V /| 2 4 - 1 


/ 2 h (2.5.19) 


丑 (r+l)VB(r) 


结合 （2.5.18) ，也有 


f |V(^/)| 2 <c/ f 2 , 

JM\B(r) JB(r+l)\B(r) 


其中 C 为常数. 


题设 A !( M )>0 ? 因此存在 Ci ? 0< C ! <心(均，使 



|V(^/)| 2 ^ Ci 


M\B(r) 


^/ w \ B ( r ) 


(WO 


2 



^ / / 2 . 
M\B(r+l) 


(2.5.18) 


(2.5.20) 


(2,5.21) 
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联合 （2.5.20) 与 （2.5.21) ，得 



f 2 < C 2 f 

M\B(r+l) JB(r+l)\B(r) 


C 2 



/ 2 - / f 2 



f < — [ f 

M\B{r+l) 1 + ^2 JM\B(r) 





如果一开始即取 r = 2 fc ， 则 


， f 2 < 

M\B(2k) 



< ❻- —g (皆） 

< C 7 3 e — ilog ( 皆)， 


此即 fM\B(r) f < 心- ⑽， (2.5.16) 证毕. 

最后证明 (2.5.17). 题设 M 的单射半径 a > 0,当 pOr ) 充分大时，令丑= 
pOr ) — a , 由 (2.5.16) 


/ / 2 彡 C 3 e~ C4R = C^° 4p(x \ 

Jm\b(r) 

在 B x ( a ) 中考虑 △/ = 0,因为彡 - 1， Harnack 不等式成立，因此 


所以 


sup / < C 5 inf /, 

B x (a) B x (a) 









C 5 


Vol (B x (a)) Jm\b(R) 



f 2 


< C 6 e _ C4p ( x )， 
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最后式用到 Vol (凡⑷）彡常数，这是因为< 1. 至此引理 5.3 证毕. 

现在回到定理 5.2 的证明.由于 Ai ( M ) > 0， M 具有整体 Green 函数 G ( x , y ) 
(见本章附录定理 A .3 ) .将 (2.5.14) 中定义的调和函数 /(?/) 和 G (0, y ) 相比 
较，存在正常数 G > 0,使 




f\dB(i) > CG(0^y)\dB(i)^ 


由极大值原理， 


因此由 （2.5.17) ，有 


命 


f ( y )> CG (0， y ), 


G (0, x ) ^ C s e - C4p{x) 


u ( x ) 


G ( x , y ) 


= 寶 ^1 ， 


(2.5.22) 


(2.5.23) 


易见 = 0, u > 0， ix ( O ) = 1，如果我们能证明 异 1，则 ^ ⑻即为定理所 

要求的正调和函数.证明这一点的方法是反证. 


设7是题设中的双曲等距同胚，现假定 


〃(7(0)) 






(2.5.24) 


1 工私 




G (7(0)， y ) 

G (0, y ) 


< 1 + 


有 


取紿 e Z ， 使 p ( 7 i 0 ( O )) ^ p ( y 0 ), 因7是等距同胚， G ( 7 ⑷， 7(2/)) = G ( x , y ), 因 
此 Vi > ‘ 


1 ~h S ^ 


G ( 7 (0), y _ 

G(0 , 7 ⑽)厂 

GjOn^m 
G(o ， y(o )「 ， 


所以 


(1 + e )“ 0 彡 



g(o, 7 h(o)) G(o,yo(o)) 

GiO^m • G (0， fo + 1 (0)) 

<?(0,妒-⑽） 

G (0， f (0)) ’ 


G {0^- 1 {0)) 

G {0 ^m 
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G {0^{0))^ G ( O ,7 i0 _1 ( O )) e -(" 0 )_ + <>. (2.5.25) 

因为7是等距同胚，办咐⑼义⑼卜火^^⑼卜。，由此, d (0^(0)) = 
zC 0 ,i = ^(0,^(0)),(2.5.25) 成为 

Gip^^O)) ^ G(0 ， y。— YODeWogQ+deK 0 , 7 、 0 )) 1 。# 1 " 1 ^) 

= G(O y 7 i °~ 1 (0))e i ° iogG+de - w bgG+e)〆 7 、 0 )). 


如果取 e 使 «±£l <CUi CU 为 (2.5.22) 中之指数常数)，则上式就与 (2.5.22) 
相矛盾 • 因此只能 <7(0)) > 1，因为 u (0) = 1 ，所以 常数. 定理证毕. 

根据定理 5.1 与定理5. 2 ， 我们提出下列猜测以结束 本节： 

猜测设 M 是单连通的完备 Riemann 流形， \K M \ < 1 ,单射半径> 
0 , Ai ( M ) > 0 ,则 M 上存在非常数的有界调和函数. 


2.6 次调和函数与次中值公式 


熟知，在的经典调和函数论中有所谓中值公式 （ 对调和函数）和次中值 
公式（对次调和函 数). 这些公式对研究调和函数和次调和函数的性质，特别是 


证明 Liouville 型定理都起重要的作用，这些公式是： 

中值公式 （ 次中值公式)：设 w ⑷在 M n 中满足 Au = 0( Atx 彡0)，则 Vt 0 G 


R ' i ?〉0, 都有 

u { X 0 \^ Vo \( B X 0 ( R )) S Bxq { r ) U ' 


( 2 . 6 . 1 ) 


其中汉 ^ 。(抝是以 x 0 为中心、只为半径的球 • 

推广次中值公式至一般的完备 Riemann 流形自然是流形上分析的课题之 
一， 一般这种推广可以有两条途径， 一 是根据 Riemann 几何中的比较定理， 
将流形与某类空间形式加以比较，通过 Stokes 公式而 得到. 这种类型的结果可 
以举以下定理为例. 


定理设 M 是完备的 Riemann 流形，吻 e M ， M 在 B Xo ( R ) 的截曲率 
彡 < 而丑 小于吻 的单射半径，又记 J14 为常曲率 A : 的空间 形式. 设 u e 

(7°°(於)，2^>0，从彡0，则 


咖 0 ) < 


Vol 妒⑻） Sb xo { r )^ 


( 2 . 6 . 2 ) 
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其中 B k ( R ) 表示 il 4 中以丑为半径的测地球. 

本节将给出讨论次中值公式的另一种方法，把次调和函数与调和函数作比 
较，利用第一章中调和函数的梯度估计.我们首先从估计 PoincaM 型不等式的 

常数出发. 

引理 6 .1 设 M 是可带边界的完备 Riemann 流形， Ric ( M ) 彡 - (n - 1) K ， 
任意固定 O e M , 以0为中心 、丑 为半径的测地球记作 B (丑)，设 

B (5 R ) CC M, 

则存在仅依赖于 n = dimM 的正常数 G 和 C 2 , 使 


WipeC^iBiR)), 


有 

[\ip\ p ^ C x We c ^ R [ |V(^| P , (2.6.3) 

Jb(R) Jb(R) 

此处 p 彡 1. 

证明在 dB (3 R ) 上任意固定一点记相 对于町 的距离为内，即 Pi ( x ) = 
dist (x u x), 因为 Ric (M) 彡 一 (n — 1)K, 由比较定理 (1.1.8) , 


△pi 彡 + (n - 1)^/ K . (2.6.4) 

Pi 


当 x € B ( i ?) 时， 2R^ pi{x) < AR, 


Api ^^ + ( n - l ) v ^ 


ao, 


取 a 




n—1 

~R~ 


+ 2 (n - l ) y/~K = 2 a 。， 则 


Ae _api = e~ af>1 (—aApi + a 2 ) 

= ae^ af>1 (a — Api) 

彡 2a 2 0 e^ apl . (2.6.5) 

任取 p G 丑 ))， p 彡 0, 则 > a 0 ae ^ ip , 注意 (2.6.5) 是在分布意 

义下的不等式，因此 

a ( e -api (V (p • V pi) 彡 ctQ • a f (pe— api ， 

’ Jb(r) Jb(r) 
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inf e_ apl 
B(R) 

sup e— a Pi 

B(R) 



f | V ^|. 

Jb(r) 


^ X e B (丑） 时，由2丑 彡 Pl ( x ) ^ > e 一邮 1 彡 e ~ 4aR 将 a = 2 a 0 = 

@ + 2( n - l ) y ^ 代入上式，即得 


/ ^ < C x Re c ^ R [ 陶， 

Jb(r) Jb{r) 


( 2 . 6 . 6 ) 


其中 C U C 2 仅依赖于 n •以 ipP(p > 1) 代入 (2.6.6) 

/ 〆 < C x Re c ^ R [ 
Jb(r) Jb(r) 


再用 Holder 不等式得出 （2.6.3). 

定理 6.1 设 M 是完备的 Riemann 流形， Ric ( M ) 彡 — K，u 彡0, Ait 彡 
0 ，t G (0, *)，则 

八 

sup u 2 ^ Cir ~ C2(1+v ^^/ U 2 , (2.6.7) 

B((1-t)R) J B(R) 

其中 Ci,C2 为常数 ， f B ( R ) = Vol B(R) Jb(R). 

证明定理需要以下两个 引理. 第一个是正同调函数的 Harnack 不 等式. 
引理 6 . 2 在定理条件下，如果在 B ( R ) 中成立 A/i = 0, /I > 0贝！1 


sup h 2 《 r ~ C ( l + v ^ H ) 


inf h 2 . 


( 2 . 6 . 8 ) 


其中 C 为常数. 

证明 根据调和函数的梯度估计 （ 第一章的系 3.4 ). 

( R 2 - p 2 ( x )) i^l ^ C ! i?(l + ^/ KR ), 

这里 〆 $) = dist ( r ，0)，（9 是 B (丑）的中心.因此 

IVloghl^C^l + VkR)--^—. 
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如 h(xx) = sup B((1 — T ⑻ h{x),xi G 5((1 - t)R), H!j 




= \ogr- c ^ 1+VTR l 

因此， 

sup h(x) ^ h(0)- t -G(i+v^h )， 


K 

同理， 

h(0) < inf h-r-c^i+yTKR) 



两者合在一起， 

即得引理 6.2. 

引理 6.3 

如果在 5((1 + a)R) 中 > 0, Aix 彡 0, 则 



|Vti | 2 < 


C 


B(R) 


a 2 R 2 



u 


2 


B((l+a)R) 


证明取函数 C^(B((l+ a)i?)) ， 使 i ▽刘 < 备及 


(2.6.9) 




5 


x 6 B[R), 


0, x e dB((l + a)R), 


则由 Stokes 公式， 



0 彡 / (p 2 uAu 

B((l+a)R) 


/ (p 2 \Vu\ 2 — 2 / (puV(p - Vu, 

JB{{l+a)R) JB{{l^a)R) 



^ 2 |Vi^| 2 彡一 2 / (puV(p - 

B{(l+a)R) JB((l+a)R) 



2 


< 2 |/ ip 2 \Vu\ 2 

B((l+a)R) 



2 


u 2 \V(p\ 


2 


B((l+a)R) 


( |Vtx | 2 < 


JB(R) 



2 


(p 2 \Vu\ 

B((l+a)R) 

^ 4 / u 2 \V(p\ 

JB((l+a)R) 


2 




c 


a 2 R 2 



u 2 • 


B((l+a)R) 
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引理 6.3 证毕 • 

现在回到定理 6 .1 的证明 • 在 B ((1 - f ) E ) 中解 Dirichlet 问题如下 


| Ah = 0, 在 B ((1 -吾）丑）中， 

/i = w , 在 ((1 — |) i ?) 上， 

则在 B ((1 - §) 均上 - h )^0. 由极大值原理， 

0 < w < / i , 在 ^6 ( (1 — 互) i ?) 中* 
由刚刚证明过的引理6.2， 


( 2 . 6 . 10 ) 


sup u 2 ( sup h 2 ^ CiT — C2 、 1+y ^ R 、 

B((l-r)R) B{{1 -t)R) o 




h 2 , 


下面估计 // l 2 . 


h 2 




乂 ((i 


r)R) 


(h — u + u ) 


2 


^ 2 / + 2 / {h — tx ) 2 , 


( 2 . 6 . 11 ) 


( 2 . 6 . 12 ) 


但 /i 一以 e C 2 (B ((1 — I) i?)) ， " 一 以 I 紐 ((p j ) 丑 ）= 0, 通过引用引理 6.1 ， 


/ 獅 /“) 2 “w 


B((l—f) 丑 ) 




2 


彡 2 R 2 e c ^ R 


b (( i - 5 ) k ) 


[ I ▽叫 2 + I ▽以 I 2 ] 


< 4 R 2 e c ^ R 


b (( i -剌 


W ， 


式中用到 / | V / i | 2 < / 1 ▽喇 2 是由于 Dirichlet 极小 原则. 再由引理 6.3 


丑 ((1 一 f) 丑 ) 




2. C 


VW 


f U ' 

JB(R) 


因此 


5((1 — f)H) 


{h — u ) 2 < 


^_ p c 3 V~kr 

71^ 


f U 2 , 

Jb(r) 
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代入 (2.6.12) ， 





h 2 ^{^e c ^ R + 2 

T Z 


) Ib(R) 


u 


2 




sup vr 《 


2. ❻ - 邮伽 ） D 域 R 、f 一 2 


VolB((l — T *) 丑） + 


/ Jb ( R ) 


u 


< C lT - c ^^ R ) e c ^ R i u 

B(R) 



2 


Vo \ B ( R ) 


VolB((l — r ) i ?) 


因为 r e (0,1) ， t - 1 > 2, t - 2 彡 e , 所以 


sup u 


2 < Cir~ Ce(1+v ^ H) 



u 


2 


Vol B ( R ) 


B(R) 


Vol 5((1- r )^)* 


V~K 


(2.6.13) 


根据第一章的命题43，当 Ric ( M )>- K 时，即有⑻是丑 
的递降函数，因而 


R - n e ^^ R Vo \ B ( R ) ^ (1 — 7*)- n iT n e - Y (1 - T ) H Vol 5((1 - r ) i ?)， 




VolB ( R ) 


Vo \ B (( l - r ) R ) 


代入 (2.6.13) 并忆及 e 彡 T - 2 , 即得 


< (1 - 了) 


n e ^rR 


r 


sup u 2 < u 2 . 

B((1-t)R) J B(R) 


定理 证毕. 

系如果 Ric ( M ) 彡 一 K , M 彡0, Aw 彡0,则 

A 

u 2 {xq) < Cie° 2y/r ^f u 2 (x). (2.6.14) 

J B(R) 


证明在 (2.6.7) 中取 T = e - 1 即可. 

由此可得：设 M 为完备的 Riemann 流形， Ric ( M ) > 0,则 M 上任何有界 
调和函数皆为常数. 

这一结论在第一章中已用梯度估计证过，下面用次中值公式重证如 下：因 
为△从= 0,所以△问彡0,因此根据 （2.6.14) ， 有 

A 

| Vu | 2 ( x 0 ) < cj I ▽从 I 2 ⑻， 

J B(R) 
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但由引理6.3, 


|Vu| 2 (x 0 ) ^ §/ 以 2 ⑷ 

B{2R) 

^常数 

、 R 2 • 


令 R — oo , | V ^( xo )| == 0, 证毕. 

定理 6.3 设 M 为完备 Riemann 流形， u 为正的次调和函数，即 Au 彡 0, 
同时以€ P ( M)，p > 1,则以必为 常数. 

证明 设 p = 1 + A , A > 0. 任取 # € CS °( B (2 R )), ^| b ( h ) 三 1，使 I ▽糾 彡餐, 


则 


0< [ ip 2 u x Au = - / ▽ 乜 •▽(pV). 

Jm J m 


所以 


A / 以一 V 2 | Vu | 2 (2 u x tp\Vu - Vip 

JB(2R) JB(2R) 


<21/ \Vu\ 2 u 2a (p 2 

\Jb(2R) 


2 . 26 


B(2R) 


S/(f\ u 


其中 a ，& 满足 a + b = \ 2 b 


+ A . 因此， 


A / u x ^ l (p 2 \Vu\ 2 < 4 / |V^| 2 ^ 1+A 

JB(2R) Jb(2R) 

《警 : Im UP . 

令 i ? — 00,只能 I V ^ x | = 0. 定理 证毕. 

注 定理 6.3 当 p = 1 时不 正确. 存在完备的 Riemann 流形及 u>0,Au = 

0 ,ue Z^M )， 但 U 不是常数.关于这方面的进一步的工作请参考 P. Li 和 R 
Schoen 的文章： Acta Math. ， 153(1984) ， 279-301. 


附录 整体 Green 函数的存在性 

设 M 是非紧、完备的72维 Riemann 流形. 我们讨论 M 上整体 Green 函 
数的存 在性. 所谓整体 Green 函数是 M x M \diag (M x M ) 上的光滑函数（这 
里 diag (M x M ) = {( x , x ) e M x M : x e M }), 满足 
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1° G ( x ， y ) = G ( y , x ), 且在 y 固定时，有 A x G ( x , y ) = 0,\/ x^y ； 

2° G ( x , y ) > 0 ； 

3°固定 y ， 则当 r — y 时有 

G(x y ) = [ + 如几 >2, 

’ V \ - log Py(x) - (1 + o ( l )), 如 n = 2. 

其中 Py ⑷表示 $ 到 2/ 点的距离.令 O 为 M 上的一定点，丑 > 0,记 B ( R ) 
为以0 为中心 ，丑 为半径的测地开球.我们知道存在 B ( R ) 上的 Green 函数 
G R ( x , y \ 它在 B { R)x B(Rj \ diag ( B [ E ) x B { B )) 上定义，满足上述 1° 〜3°,并 
且还满足 Dirichlet 条件： 

I 固定， 

c 

! 如丑2 彡历 ，贝 ! j 

t 

L 

I 

t Gr 2 { x , y ) > G Rl ( x , y ), \fx e B ( R ) \ { y }. ( A . l ) 

f 

!； 

[ 事实上，由2°，4。可知，任取 e >0 在紐(拓）上总有 

I 

< 

• (1 + e ) G R 2 { x , y ) ^ G Rl ( x , y ). ( A .2) 

: \ 

I： 

又由3°可知，存在充分小的 r > 0使得以上不等式对 z e dB ( r ) 也成立.因 
: 此，由极大值原理， （ A .2) 在 B ⑽\ B ( r ) 上成立.但 r 可以任意小，故 ( A .2) 

| 在 B ⑻\{2/}上成立.令 e — 0,即得 （ A .1). 

| ( A .1) 说明如果对于 x # y , G R ( x , y ) 上方有界，则可以定义 G ( x , y ) = 

:并验证 G ( x , y ) 即是整体 Green 函数.以下定理指出在相当一 

iTS 条件下 （ 即只要存在在无穷远处趋于0的正值上调和函数)，这确实是可行 
的 .. 

定理 A .1 设 M 为非紧、完备 Riemann 流形.如果存在 p € C 2 ( M ) 满 
足： (f > 0, A(f ^ 0 以及 ip { x ) — > 0当 p ( or ) 4 OO , 则 M 上存在整体 Green 函 

! 既 

证明令 G R ( x , y ) 如上所述，固定?/ € M , 将证: 对每个 r > 0,存在 C ( r ) > 0, 

使得 

I Jim G R { x , y ) ^ C ( p y ( x )), \/x e M . ( A .3) 
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设不然，则存在某个 r G 〉0,使得 

m R = mdix { GR ( x , y ) : x G dB y ( r 0 )} + 00 ， 

当丑 — 00 •令收 = 则 max v R = 8, 且由极大值原理 

9B y (r 0 ) 

0 ^ V R ( x ) < S , Wx e B ( R ) \ By ( r 0 )• 

取 5 〉 0 充分小，使得 v R ( x ) < ( p ( x),\/x e dBy(r 0 ). 注意在 dB(R) 上收 = 0 < #• 
因此由极大值原理 


vr(x) < Wx e B ( R )\ By ( r Q ). ( A .4) 


另一方面，取定丑 > 0, 使 B y ( r 0 ) C B ( R ), 以及任取 e > 0. 用证明 ( A . l ) 的同 
样方法可证：当 Sm ^ 1 < s B 寸，有 

vr(x) ^5 + eG^{x,y), \/x e B y (r 0 ) \ {y}. ( A .5) 

( A .2) 和 ( A .5) 一起给出了 的一个不依赖于丑的上界估计.因此，由于 Awi = 
0 ,利用椭圆方程的内估计以及抽取对角线子列的办法（参见第一章定理 4.2 的 
证明 ） 可知存在私 — oo , 使得在 M \{ y } 的每个紧致区域上 C 2 收敛于某个 
函数 U € C 2 ( M \{ y }), 满足 A 万= 0•由 ( A .4) 推出 U (: r ) < ( p ( x),\/x € M \ B y ( ro ), 

因此 

v(x) 一 > 0，当 p{x) oc . ( A .6) 

又由 （ A . 5 ) 推出 U ㈤ 彡 S + 但 e 可任意小，所以 


v { x ) < 5, \/x G B y ( r 0 ) \ { y }. ( A .7) 


又注意 max vr = 5 , 因此 max v = S . 

dB y (ro) dB y (ro) 


由 （ A .6) 和 ( A .7) 可知 iJ 在 M \ { y } 


的内部某点吻 e dB y ( r 0 ) 达到极大值 (5 •但是调和函数，由极大值原理推出 
万三6 > 0,这显然与 ( A .6) 矛盾.这个矛盾证明了 ( A .3). 

任取0 < n <私，满足 n — 0和怂 — oo . 利用极大值原理和 ( A .3) 即可得 
到估计： 


G R ( x , y ) < 1 + max ( C ( n )， C ( i ^))， 

^ xeBiR ^ XBin ), 当丑充分大时 • 
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从这个估计出发，仍利用椭圆方程的内估计和抽对角线子列的办法，可以推出 
G [ x ， y ) = \\ m ^ G R ( x , y ) 存在并满足 △ a ; G ( a :, y ) - 0 ,x € M \{ y }. 最后，不难利 

用验证 G ( x , y ) 满足1° 〜 3°，因而是所求的整体 Green 函数. 
详细证明请读者自己补出. 

在以上定理中，如果把上调和函数 < p ( x ) 在无穷远处为零的条件改成可积性 
条件，则可以 得出： 

定理 A .2 设 M 为非紧、完备 Riemann 流形，其体积 


Vol ( M ) = oo. 

如果存在 w e C 2 ( M ) 满足 ： w > 0, < 0以及 f M ^dV < 00,其中 p > 1， 

则 M 具有整体 Green 函数. 

证明和定理 A .1 的证明完全一样，只是 （ A .6) 这时为： 

/ ^<00. 

JM 

又注意 ( A .7) 保证 U 是 M 上的整体调和函数 （ 即奇点 y 可去)，因而由定理 6.3 

可知丑三6 >0. 于是/从护，=妒¥01(尬）= 00，与/从护(^<00矛盾 • 

定理 A .3 设 M 为非紧、完备 Riemann 流形. 如果 Ai ( M ) > 0，则 M 具 
有整体 Green 函数 • 

证明证明方法仍仿照定理 A . I . 注意我们有 

0彡 vr{x) < 5, Wx e B(R)\ By(r 0 )- ( A ，8) 

我们的目的是利用 Xi ( M )>0 证明：如果 B y ( r 0 ) C B ( R 0 )， 这里 0 < ^ < 

则 

f v 2 R dV ^ C , \/ R >2 R 0j ( A .9) 

JB(R)\B(Ro) 

其中 C 是不依赖于 i ? 的常数.假定 ( A .9) 成立，则由于”拓在 M \ {?/} 的每一 
紧区域上一致收敛于％利用 Fatou 引理可推出 

[ V 2 dV ^ C . 

结合 （ A .7) 即有 ! M v 2 dV < 00 . 再由定理 6.3 知丑 E 6 > 0. 于是 Vol ( M ) = 
S ^ 2 J M v 2 dV < oo . 定义 Lipschitz 函数灿使在 B ( R ) 上灿三 1，在 M \ B ( R +1) 





第二章负曲率流形上的调和函数 


上仙三0,在其余处0彡袖< 1，并且I▽灿I < C 几乎处处成立•由 MM) 的 

定义有 


Ai(M) ^ / \Vu R \ 2 dV / u\dV 

JM / J M 


< C 


2 Vol {B(R + 1)\B(R)) 


Yol (B(R)) 


由于 Vol(M) < oo, 上式右端 — 0 当丑 


，因此 Ai(M) = 0,这与原设矛盾 


这个矛盾证明了 （A.3). 以下的证明与定理 A.1 相同. 

为了完成定理 A.3 的证明，我们只需证明 （A.9). 令7/为一 Lipschitz 截断 

函数，满足： 7/三0在 B (丑 0) 中，7?三1在 M\B (2 丑 0) 中，0彡以及 
|Vr/| ^ 则有 （ 注意 v R \dB(R) =0) 


B(R)\B(R 0 ) 


tj 2 v r Av r dV 


L 


Vv R - V{r} 2 v R )dV 


B(R)\B(R 0 ) 


▽(物 )|2 ，. 


又由 AdM) 之定义，有 


Ai(M) 


B(R)\B(2R 0 ) 


v 2 R dV < Ai(M) [ ( V v R ) 2 dV 

JB(R)\B(Ro) 




J 

JB{R 


)\B(Ro) 


\^(vvn)\ 2 dV 


B(2Ro)\B(R 0 ) 


\^v\ 2 v 2 R dV 




C 2 


B{2Ro)\B(R 0 ) 


v 2 R dV 




C 2 S 2 

c f . 


Vo\(B(2R 0 )\B(Ro)) 


由于 A X (M) > 0，(A.9) 因而 得证. 定理 A.3 至此 证毕. 



第三章特征值问题 


3.1 特征值的基本性质 

设 M 是 n 维紧 Riemann 流形具有边界 ( 可能= 0 )，其度量在局 
部坐标 ,x n ) 下的表示为心 2 = E gij dxi dx j ，其 Laplace 算子 

^=^ 1 ( 9 ^ 1 ), 

其中 （ f ) = (5 ij) _1 ,P = det ( gij ). 

为了研究 Laplace 算子的谱问题，我们首先引述若干熟知事实.设# € 

<7°°(从)，令 

\Mi=( 々 + f 时， 

J M JM 

对 II • || i 而言的完备化 Hilbert 空间是熟知的 Sobolev 空间，记作 F ?( M )， 如 
果 p € CS °( M ), 其完备化的 Hilbert 空间记为街 ( M ). Sobolev 空间的基本理论 
指出，当 M 是完备 Riemann 流形时，所 ( M ) = 街 ( M ). 

另一熟知的事 实是： 

Hl { M ) 3屮妗 p 具有一阶 L 2 广义导数. 

当= 0时， △ 是作用在 HUM ) 上的二阶椭圆型自共轭算子.根据自 
共轭算子的谱理论，它具有离散的特征值： {0 = A 0 < A !< A 2 及相应 
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的特征函数{^}， 

△也 = — 4 >i 幸 0 ， ( j)i G (7°°(M), 

并且 {也} 组成 Hilbert 空间 Hl { M ) 的一组正交基 • 

当 3 M 一 0 时，为了保证△是自共轭的，我们必须加上一定的边界条件， 

通常是两类 条件： 

(A) Dirichlet 边界 条件： 此时 

Dom A =Hf(M), 

其相应的特征值和特征函数为 0 < \ < A 2 彡 A 3 彡…(注意 Ai 的重数为 1) ， 
及{和}: 

△ 也 =— \i(f)i^ (j>i Qj^f = 0, (j)i G C°° (-A^f). 

R} 组成街 (M) 的一组正交基. 

(B) Neumann 边界 条件： 此时 

Dom A = 用 ( M )， 

相应的特征值和特征函数为 0 = Ao < 心< A 2 彡…，及{和}: 

師 i = 一 ^^\dM = 0, (f>i e C°°(M). 

m 组成 mm 的一组正交基，其中 " 表示 aM 的外法线方向. 

在△的特征值理论中，以下的极小极大原理有基本的作用. 

极小极大 原理： 

为了简便起见，我们记空间丑为 

(1) 8M = 0, 

H = {feH 2 1 (M)\ [ / = 0}, 

J M 

(2) 条件 

(3) 条件 

H = 



3.1 特征值的基本性质 


则我们可以找到一组可数正交基 { fi},Afi = 一 Xifi，fie C°°(M),0 < Ai ^ A 2 ^ 


• # • 


，使 


Ai 


inf 


/jv/1 

~fW 




Xi 


feH ^ ffj==0 ' pi, … ，卜 i 


(3.1.1) 


特别地，如心是第一非零特征值，则当且仅当时， 


( IV/I 2 ^ C / |/! 2 ? V/ 6 H , 

M Jm 


(3丄2) 


即最小特征值等于满足以上类型不等式中最大正数这种不等式称为 Poincare 
不等式. PoincaM 不等式为微分方程理论中基本不等式之一，另一个基本不等 
式是 Sobolev 不等式. 

Sobolev 不等式： 如 M 是紧致具有边界的 Riemann 流形，则存在常数 


C， 使 


C 


M 


< / IV/I ， 

Jm 


(3.1.3) 


对一切 feH , 并且满足 f\ dM = 0( 条件)，或者 / M / == 0.( 后一条件称为 

Neumann 条件； 当然在不同条件下常数 C 也不同 .） 

当 M 不是紧致的，而是一般的 Riemnan 流形时， Sobolev 不等式不一定 

成立.它的成立与等周不等式的成立相等价. 

等周不等式 设 d 是 m 中的区域，则存在常数 <7 (不依赖于 
仍，使 


C(Vol ⑼ ): 

% 

由（ 3 丄 3 )今 (3.1.4) ,只要取函数 


< Vol { dQ ) 


(3.1.4) 


x € f 2， d ( x , dfT ) 彡 s . 


f £ ( x ) = < ， x e Q ^ d { x ^ dQ ) < e, 


其他. 


对 /e 利用 Sobolev 不等式，再令 e 4 0 便可得出等周不等式 • 现在我们证明 
(3.1.4)=^ (3.1.3). 首先我们需要下面的 
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为了研究第一特征值的几何意义， Cheeger 引进了两个等周常数，它们和 
第一特征值有密切的 关系： 

定义 ( Cheeger ) 设 M 是紧 Riemann 流形，定义常数 
当时， h D ( M ) = inf 


Voi ( dn ) 

^voujry 


f2 ccM 


当 = 0 时， 


/ iat ( M ) = inf 


Vol ( M ) 

min { Vol ( Mi ), Vol ( M 2 j } 


F 是 M 中超曲面，它将 
M 分成两部分 M ^ Ms ， 
KdMi = dM 2 = H . 


定理 ( Cheeger ) 对 Dirichlet 边界条件而言， 

Ai ^ \ h 2 D ( M ). 

对 Neumann 边界条件而言， 

Ai ^ \ h 2 N ( M ). 

证明 对 Dirichlet 边界条件.设 / 是对应 A ； l 的特征函数，熟知， f ( x )> 

0^ X G f\dM = 0* 

( i ) 如果存在常数 / i 〉0,使 


cp ? \/cp g ^p\dM = 0 ? 


Wl Xi ^ |/ x 2 . 这是因为，考虑 / 2 , v / 2 = 2/ V /. 




/ 2 彡 2 


/ IIV / K 2 






因此 

即 
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⑼根据 Co-Area 公式 indexCo-Area 公式， Co-Area formula ， 有 


| v ^! 


M 




da 



Area {ip = a) da 



OO 


^ inf 


彡 inf 


Area {^p = a) 
Vol ((p > a) 

Area ((p = a) 
Vol (ip > a) 

Area (ip = a) 
Vol {ip ^ a*) 


Vol {ip ^ a) da 



Vol (cp ^ a) da 



M ， 


但 


h D {M) 




inf Area (⑽) <inf f Area (ip = a) 
nccM Vol(i?) 、 cr \ Vol (cp > a) 


故由 （ i ) 知， A ! 彡 -h 2 D {M). 

对 Neumann 条件. 如所知（见 I . Chavel，Eigenvalues in Riemannian Ge ¬ 
ometry , Academic Press . Inc ., 1984 )， 特征函数 / 恰好有二个结点区域和 
M 一， 在其上/分别为正和负•设 M + 的体积较小，于是 h D {M+) > 因 

为/在 A 4 上不变号，且 /| aM + = 0,故/是 Dirichlet 边界条件下对应于特征 
值 入 1 的特征函数.根据上述 Dirichlet 条件，即得 A ! > \h 2 D {M + ) > \h 2 N {M). 
证毕. 

利用 Co - Area 公式和等周 ( isoperemetric ) 不等式，还可以证明以下的 Rayleigh 


猜想 • 


定理 ( Faber - Kmhn ) i ^ f 2 cR n 是一域， B ⑻是中以原点为中心， 

R 为半径的球体 ， Vd (⑺= Vol 则对 Dirichlet 边界条件的第一特征值 

而言， 


证明 取对 D 而言的第一特征函数/,满足 


A / = - A 1 ( f 2)/, 

/I 如=0，/>0,在 内. 


3.1 特征值的基本性质 


此处 


△ = E 


d 2 


r dx i 


现在利用/,通过“对称化”来构造 B(R) 中的函数 g : B ( i ?) — R +， 使得 


对于任意常数 C 有 


Vol (/ > C ) = Vol ( 5 ^ C ), 


并且5只是径向函数 ，沒 Or ) = 因此， VC ， 点集切彡 C } =球， 

g(R) - 0.( 不难看到， g 被这些条件惟一确定 •） 根据 P 的定义显然有 



/ 2 


Vol (/ 2 > C) dC 


0 


Vol (g 2 ^ C) 


0 




并且因为夕仅依赖于 r ， 所以在5 = C 上， | V ^| = jg(r) =常数，因而 


1/2 


^= c) =U-yU^LcW\ 


但由，中的等周不等式 （ 同体积的区域以球的表面积为最小)， 


f=c 


|v/| 



C 


m 




f=c 


[Area (/ = C)] 


> [Area (g = C)] 


Uc |V5l X=clW ， 


但由 Co-Area 公式， 


dVo\ (/ ^ C) 


dC 

(Nol (g > C) 

dC 



cWTy 


9—C 




而 


6 No\ (/ ^ C) 


dC 


dVo\ (g ^ C) 
dC 
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所以 


再用 Co-Area 公式 




由极小极大原理 


Ai (/2) 




Im |V/I 2 > /b ( h) 
Im \f\ 2 


▽沒 


2 


Ib(R) 9 


2 




注由上述证明可见，若等号成立，即 = X^BiR)), 则经过，的适 
当平移，就有 = 


3.2 Riemann 流形的热核 

设 M 是一般的 Riemann 流形，令 


^(d) = {/GC-(M)| ll/ll! <+cx)} ? 


其中 ll/ll? = If 2 +I M/I 2 , 按 IHk 的完备化是 Sobolev 空间 H 1 (M) < L\M). 算 
子 d 在 H\M) 中的闭包记作 不令 d c 为 d 在 C 0 °°( M ) 的限制，如的闭包如的 
定义域是 珣 ( M ) 是 CHM ) 按 Hi 的完备化.显然 ^( M ) c H 1 (M). 
Sobolev 空间理论指出，如果 M 是完备的 Riemann 流形，则用 (M)= :丑 X (M) 

算子 6 = - * d *， 满足〈 # ， w 〉 =〈 / ，如〉，其中 * 是 Hodge-Star 算子， it ； 是 
c °° i - 形式，/，《；只要二者之一具有紧支集.令 

^{6 )={we c °° i - 形式 y 1 ih 2 + y * i ^ i 2 < + oo }. 

根据 Gaffney 的一个引理 （ Ann. of Math., 60, 1954, 458-466 )， 
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其 Laplace 算子（具有 Dirichlet 和 Neumann 边界条件）为 


Aj) = S dc, Aiv = 5cd, 


当 M 具有光滑边界，则 △ = △ 〜 = 通常的 Laplace 算子 . 假设 M 是完备的 
( 此时 Hi (M) = H\M) ), 则因为 3 C = d,S c =昃有 Gaffney 证明了 (Ann. of 
Math” 60, 1954, 140-145 )， 


A = Ad = An = S d. 


熟知， △ 是自共轭的，因此 e- 〜组成有界自共轭算子的半群，根据自共 
轭算子的谱理论，如果是 △ 的谱测度，则 


At 


d Xt dE\^ t > 0, 


c 


并且对于 t>0，e 


-At . 


: L 2 (M) — C C°°(M ). 当 / e L 2 (M) 时， 


A\e^ At f) 





OO 


\ i e^ xt dE x {f) 


这里 f)Zi D ( Ai ) C C^{M) 是基于椭圆型算子的理论 （ Weyl 理 论 ). 

下面我们来叙述并证明本节的基本事实 . 

定理 2.1 设 M 是完备 Riemann 流形，则存在热核 H(x ， y ， t) eC°°(Mx 
M x R+), 使 (e- At f)(x) = f M H(x ， y ， t)f(y)，Vfe L\M), 满足： 


f)(^) = f M H(x ， y ， t)f(y)，€ L 2 (M), 满足 : 


(1) H(x ， y ， t) = H(y ， x ， t )， 

( 2 ) hm^H(x,y,t) =S x {y), 

⑶（△—备）丑 = 0， 

(4) H(x ， y ， t) = f H(x,z,t — s)H(z ， y,s)dz. 

证明 

(A) 首先证明， V/eL 2 (M), e -* A /eC°°(MxR+) • 为此先证，在广义 

导数意义下 (weak sense) 


dt 


e — tA f ) = 



Xe- xt dE x (f). 
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事实上 


dt 


(e 


tA 


f) 


=lim — 

s —>0 E 



e -入 (咖 ） dEx ^ f) 



一 At 


dE x (f) 


lim 

£~►O 



A e_ Ae 


M 


dE x (f) 


+ 



P 一入 S — 1 ' 

-^— Xe ^ dExif ) 



Ae 一入喊⑺+ <9(也 


At 


ll / ID , 


最后项是由于 （ e - - l )/: r 在 [0, oo ) 上一致有界，而极限是在 L 2 意义下取的. 


为证明 m ( e ~ tA f ) 





Ae -乂 d ^ A (/)( 弱） • 需证 Vp e C 0 °°(M x M +) 应 


有 



dtp 

dt 


tA 


f) = 一！ p 




^ Xe - Xt dE x ( f ) 


令 /o 


-tA 


/，则由 


/ 鉍 


tA 


f) 


lim 

€►O 



+ e) — ip(t) 


fo 


lim 

£—^0 



冰) 


fo(t + s) — fo(t) 



p ( t ) 



\e^ xt dE x (f) + 0(Ae 


— At 


ll / ll ) 


再令 A 4 + OC ， 即得 



dip 

dt 


fo 




-I 





OO 


— Xe — M dE x ( f ) 


类似地推理，可得 （ 在广义意义下) 


△ + 


^2) (e- tA f) = /I 入 + 入 2 ” 一 dE x (f), 


而厶 = 么+备是 MxR+ 的 Laplace 算子. 椭圆算子理论指出 0^(^) C C' 
因此 e— tA fe C°°(Mx R+). 如果 fi(x ， t) = e- tA /, 则 


dt 


h 



Xe— M dE x (f) = -A(e— At f) 




A/i 
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所以 



= 0 , 


因为 A (A 0是光滑的，导数已是通常意义下的. 

(B) 证明 e~ tA f = J M H(x ， y, t)f(y)dy. 

根据单位分解，我们不妨假定/ e C 0 °°( M ), 并且 supp/ 是足够小.考虑算子 
□ == △+ 悬的拟基本解 (parametrix) —— 见本定理后的附注 —— P(x ， y ， t) ， P(x, 
y,t) e C°°(M x M x R+), 








并且对任何 N >0, \imD x P(x,y,t) = 0(t N ), 而且当 d(x ， y) 足够小时 ， f — +0, 

t — 0 

有渐近展开 


p (工 ,〜 


exp(-d(x,y) 2 /4t) 

(4irt) n / 2 


^2ai(x,y)t\ 

% 


其中 n = dim M,d($ ， y) =a:，y 的 Riemann 距离. a(x,y) e C°°(M x M ), a 0 (x , y) 
1 ， 又士 于 0<e<s<t — s ， 


e 


A 


e P{x, y，t 一 e) - e~ A{t ~ £) P(x,y,e) 



t 一 6 


d 


£ 


ds 


(e— A ( t-s )P(x ， y,sy)ds 



t 一 £ 


£ 


dP 


△e 一 △(b)P(x, y, s) + e - 厶 ㈣ ( x , y ， s ) 


ds 


ds 



t 一 E 


e~ A ^~ s>) n x P(x^ y, s) ds. 


£ 


用尤代替 t — e ， 再令 e — O , 


\ime^ At P(x,y,€) = P(x ， y ， t) 一 e^ A{t ^ s) D x P(x,y,s)ds 

JO 


t 


def 
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iB F{x,y,s) = 口工 /^ ，沒， 5 ), 则 


t 


A * 


o 


e - A ( t- 8 ) F 〈 x ， y ， s ) ds 


t 


0 JO 

rt poo 


dE x {F{x,y,s))ds 


sq JO 


A i e - 冲 - dE x(F(x ， y ， s))ds 


so 


+ 


0 Jo 


dE x {F{x,y,s))ds 


t 


so ^0 


A i e -A(*- S) dEx (F{x,y,s))ds + J^ S ° 0 (s N ) ds 


这是由于 F{x,y,s) = 0 {s N ), ^ 5 
H(x，y,t)e C°°(M x M x R +). 因为 


> 


0 时，因此 H{x，y，t) e 切 (△《)， 所以 


e - △ d ) CU ^， p )|=：0(^ v )， 


所以 77(2：， y ， t ) 和 P(x ， y ， t) 具有相同的渐近展开•由 H(x ， y ， t) = lime~ At P(x^ 

6 一 ►O 

y，e) 得 Vf(y) e CS°(M )， 都有 



H(x ， y ， t)f(y)dy 


lira 

e —>0 


At 


p (x ， y ， 8)f(y)dy 


At 


lim 

e —0 


P(x ， y ， 8)f(y)dy 


-At 


/ ⑷， 


最后的等号成立是由于 p ( x ， y , 幻的5性质. 


同时，由 F (: r ， y ， t ) 的定义可验证，当 y 固定， t 〉0 时， H{x,y,t)eL 2 {M), 


因此 


-At 


/⑷ 





H(x ， y,t)f(y) 


(** 


对一切/ e L 2 (M) 成立. H(x,y,t) 是 e_ At 的核 函数. 至于性质 （1) ， 
H ( x ， y ， t) =H[y ， x ， t )， 是由于 △ 是自共辄的，性质 （2) 即 （**) 式. 

性质⑶的证明：由定义 


H(x,y ， t) = lin ^ e — A ^ P ( a :， y ，0, 对任何 e > 0, 

£ —►() 
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e- At P(x,y ， t) 均满足热方程 (A — 羞 ） tx = 0 ,因而也有 （ A：c + 是） ff(x ， y ， t) = 0. 
性质⑷的证明：由 e -& e -Ad) = e -At 及 （**) 即得 

H(x ， y ， t) = H(x ， z，t — s)H(z ， y ， s)dz. 

Jm 

注对于有界边界的流形，也可证明 Dirichlet 或 Neumann 边界条件的热核 

存在 ' 性 ( 参考 I. Chavel, Eigenvalues in Riemannian Geometry, Academic Press ， 
1984 )• 

附： 关于热方程的拟基本解. 

熟知，对 R n 而言，热方程 （A - 羞 ） w = 0 的基本解是 exp (- 旬 /(47ri)f. 
对一般的 Riemann 流形 M ， 我们希望找到具有以下形式的热方程基本解 

U{x ， y,t) 〜 (Airt)~^e~ d2{x ' y)/4t < ^ , y)f i , 

I i>0 I 


其中 d(x, y) M M 上两点的 Riemann 距离 . 

取围绕 a: 的法坐标系 〆 (i = 1 ， … ， n)，r = d(x ， y) = 连接:的测地线距 
离 . 熟知对于仅依赖于 r 的函数 0(r),<^(r) 


令 



A (^) = c ^ A^p + ^ Acf ) + 2 


dcf) dxj; 
dr dr 


^ = ( 4 ?rt) 一晉 e 一姿 

0 = 00 + (f>lt H - + 4>Nt N , 


及 

则 


un = i^(f> = (47rt ) 一晉 exp 






100 


第三章特征值问题 


由 


d^jj 

dr 


dlogyfg dijj 
dr dr’ 


2t 




可得 


A 


d\ ni 4 A La ( 1 , r d\og^/g\ d(j) k 

dt ) UN ^ l ^ 卜 - 1 一 

rC—U 


dr 


dr 


化为解方程 


d ( j>k 



， r d\o 
k+ 2 — 


^ Vg \ 

dr ) 


4>k = △#-1， k = 0, …， N ， 


此式即 


dr 


r k gHk) = r^g^Acpk-!, fc > 1, 


d(j> 0 dlog^g 




( 令沴一 l 三 0 )• 


由此解得 


</>o = g— z , 


( f > k [ x ， y ) 




rr(x y y) 

( y)r r ^ ij ^ k - i ^ dr . 

Jo 


这样定义的 Mk = 0,…， N ), 显然是 C °° 的，而 

(△ 一 备 ) u N = (47Tty^e~^A(j) N -t N 


取截断函数使 


❹ i r ) 




h M 彡 i 

0, | r | > 1 


令 


P N (x ， y ， t) = G(r(x ， y))u N (x ， y ， t), 


P N [x ， y ， t) 显然满足： P N [x ， y ， t) e C°°(M x M x IR +)， 且 


\im PNix.y.s) = 6 x (y), 〈 A - 瓦） P N = 0(t N ), 
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即 PN(x ， y ， t) 是热方程的拟基本解 . 
从热方程初值问题 



的解对初值及 G 得依赖性可知，如果 G 在 t = 0 时有足够高阶零点，则其解也 
如此.因此上面构造的 PAT ( X ,2/, t ), 可以逼近到热方程严格解至任意阶. 

下面讨论热核 H ( x , y , t ) 的性质. 

引理 2.1 


H ( x ， y ， t ) >0 ， Vt > 0. 

证明由 Sobolev 空间理论可知，如 tx e ^( M ) (或却 ( M ) )，则卜 I e 
H \ M ) (或用 ( M )). 因此 


4( 乜 -卜|) 


du 、w 彡0, 
0 ， w > 0, 


固定 y ， 由 H [ x ， y ， t ) 的渐近展开，知当 M 充分小时， H ( x ， y ， t )> - K N t N , 只 
要 d ( x , y )<£, t <6. B £ { y ) 为以 y 为中心， e 为半径的球，考虑 

Rs，t = M x [0, t ] \ B € ( y ) x [0,5], 


则 


0 ^ 



dH ■ d (^(H - 

/—J ㈣ 即邊 



式中利用了 Stokes 公式及边界 条件. 注意当6 — 0时，上式的第二项 — 0,这 
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是因为一丑< H N t N ( K n 5 n . 而第一项 




釦•如-间) 




/ 

JB e (y)x[0,S} 



同理当 J — 0时，后一项4 0. 因此，丑 一 |丑|三0,即 H 彡 o . 但由热算子的极 
小值原理，只能有 F 〉0. 

引理 2 . 2 设 M 是常曲率的完备 Riemann 流形空间形式 (space form ) 中 
的测地球茂 r , 熟知其热核 仅为 r = d ( x ， y ) 的函数 F ( r ， t ), 则 ^ <0. 

or 

证明 其思路同上一 引理. 当 0< r ， f < s 时，由的渐近展开 


dH 

dr 


e 




( Ant ) 71 / 2 


r 

2 t 


)( a 0 ( r ) + ai ( r)t + --*) 


e 


€ 



(4 丌艺) n / 


2 


洳 0(r)+ ^+ 


dr 


dr 


Qn - 

<r) e C°°(M), 此时 f = 0(r). 同时 a 0 (O) = 1, 因此在 rj 很小时，首项 
[ e -^/(47 rf )-/ 2 ] x [~r / (2t)]a 0 (r) 起主要 作用. 所以此时 ^( r , t )<0, 并且对任 

何 N 都有醫 = 0( t N ) .令 r 


Rs,t = M x [0, t ] \ B £ x [0,8], 

= [(^y,t)eR d}t \^->oy 
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则 


0 < 



1 fdH 

2 V 


2 



2 


(Vi?, VH) 



d 2 H dH 


dsdf dr 


dH 



/7 

Jo Jmf \ B e 


W 


d 2 H dH 

dsdr' dr 


+ i / 

2 JB e nmt V 

当 e ，6 0 时，梟后项0,而 

d fdH\ dH 


2 


d dH dH 


ds \ dr / ^ dr 


dr ds 5 dr 


〈▽ 


dH 

ds 


,Vi?) = <VAF,VF). 


当 s e (( M ) 时，因为孖仅依赖于 r ， 故 ant 由一些闭环组成，其边界 dm 
由边界条件再用 Stokes 公式 


Sr 



d 2 H dH 

dsdr’ dr 





〈 ▽△F, VH) 





网 


2 


类似地，当 se ( o ,5) 时， 


/ 

Jmf\B e 


d 2 H dH 

§ 

^ S y^dsdr y dr 





mf\B e x{s} 


m \ 


2 



AH * dH 


mt\B £ x{s} 


上式的最后一项― ^ 0 (当 e ， 


― > 


0). 由此得到 刃^ = 0， 即 


dH 

dr 


彡0,因为 


d 2 H f 、dH dH A 

一 m(r )— —— h -TT- = 0 


dr 2 


dr 


dt 


d 2 


d 


dr 2 V dr 


H 


m(r) 


d_ fdH_ 
dr V dr 


\ ;/ 、dH d fdH 

)~ m ^ + 


dt \ dr 


0, 


由抛物方程的极大值原理可得 


dl£ 

dr 


< 0 . 


在完备的 Riemann 流形中，以:为中心， ro 为半径的测地球记作 B ( x 0 , r 0 ) ； 
记为 n 维单连通常曲率 A : 的空间形式中的半径为％的测地球. 
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^ n ( fe , r 0 ) 中的热核为 S { x , y , t ) = S { r { x , y ), t ) 可看作 B ( x Q ， r Q ) 上的函数•此 
函数在 B ( x 0 i r 0 )\C 上光滑，其中 C 是吻 的割迹. 

定理 2.2 ( 热核函数的比较定理， Cheeger-Yau ) .设 M 是完备 Riemann 

流形，其 Ricci 曲率 彡 （n - l)fc ， 任意固定$ e M ， r 0 > 0, 则 B ( x , ro ) 的热核 
H ( x , y , t ) 和空间形式中的测地球 V ( k , r 0 ) 的热核 ^( r ( x , y ), t ) 满足不等式 

<^{ r { x , y ), t ) < H ( x ， y ， t ) 

( 核函数的边界条件为 Dirichlet 或 Neumann 条件). 

证明 由热核函数的5性质 





d 


ds 


[<^{x^ z，t 一 s)H[z,y ， s)]dzds 


B(x,r 0 ) 


d 

ds 


S{r{x^ 2：), t — s) 


H(z ， y ， s) dzds 


+ 



d 


S{r{x^z)^t — s)+H[z ， y ， s)dzds 

B(x,r 0 ) ds 


A<^(r(x ， z)，t — s)H(z ， y ， s) dzds 


+ 



《 (r(x ， z)，t 一 s)AH(Zj y ? s) dz ds 


B(x,r 0 ) 


其中△和 A 分别为 Af 上及空间形式上的 Laplace 算子•由 Green 公式，无论 
是 Dirichlet 还是 Neumann 边界条件，都有 

廳 

/ ^(r(x, z), t s)AH(z^y^ s) dz 

JB(x,r 0 ) 

=f A^(r(x,z),t- s)H(z,y,s) dz, 

J B{x,r 0 ) 


因为 H(z,y,s)> 0 , 所以剩下只需证明 


A 沒 (r(x,z)，t — s) A^(r(o:, 2：),t — s). 
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用在: r 的法坐标 （ r ，《)， 其中《€ S n ^\ 

A = 

A = 

因为 M 的 Ricci 曲率 > (n - l ) fc , 由体积的比较定理可知 

0 

m ( r，0 《 m ( r )， 


d 2 f 、 d 

^ +m{r) d~r d 

S +m(r 乂) I ：， 


m(r) 




m(r ， C) 


dlogy^g 
dr ’ 

: rfI °gy^ 

dr 


所以 


这里用到 # < 0,因此 


-吨濃 < - m(r) dS> 


dr 


dr 


A(o (r, t — s) ^ A 茗 (r，t 一 s). 

注以上的证明未考虑到割迹.如测地球在割迹内，则自然 通过； 如计及割 
迹，那么采取一定的极限手续，按着证明的同一思路也可通过，请见 Cheeger-Yau: 
Comm Pure and Applied Math” Vol. 34(1981). 

关于热方程的基本解，以下定理是熟知的，其证明 可见： M. Berger, P. 
Gauduchon, E. Mazet, Le spectre d’une variete riemannienne, Lecture Notes in 

Math., 194, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1971. 

定理 设 M 是紧 Riemann 流形， /i 是 M 上的特征函数的一组正交基， 

\ 是其对应的特征值，那么热方程的基本解 (heat kernel) 可写成 

H{x,y,t) = [e _Ai Vi ⑻ / 办)， 

特别地， 

e~ Xit — / H(x,y,t)dx, 

^ JM 

当艺 一 > +0时， 


H(x ， y ， t) r\j (4 丌亡广晉 e 


d 2 (x y y) 

4t 




•106 - 第三章特征值问题 


3.3 第一特征值上界估计 


设 M 是紧致 Riemann 流形 （ 可有边界)，本节的目的是在 M 的曲率的一 
定假设下，给出的尽可能精确的上界估计. 

上界估计的基本结果是 S . Y . Cheng ( Math , Z . 5 143, 289-297 (1975)) 的工 

作.在该文中 Cheng 建立了对第一特征值的比较定理.在前文中我们已经有了 
关于热核函数的比较定理， Cheng 的特征值比较定理就很容易导出了： 

定理 3.1 ( S . Y . Cheng ) 设 M 是完备的 Riemann 流形，其 Ricci 曲率彡 

(n — l ) fc，n = dimM . 以 S ( t 0 , r ) 表示 M 中以: r 0 为中心， r 为半径的测 地球； 

再以 V ( k , r ) 表示单连通的 n 维具常曲率的空间形式中半径为 r 的测地球， 
则对 Dirichlet 边界条件而言 


Ai ( B ( x 0? r )) ^ Ai ( F ( fc , r )). 

证明分别记 B ( x 0 , R ) 的热核函数为 H ( x , y , t ), V ( k ,, r ) 的热核函数为 

按热核的谱展开 


由热核比较定理， 
即 


纛 

^(0, t ) = 贫 (0). 


e~ Xlt [ip\{x) + e-( A2 - Al )V 知 )+ … j 

^ e -叫贫⑼+ 6-(^)货(0) +•••]• 


所以 


W(:r) + e- (A2 - Al )V ! ⑷ + … 

^ e ~ (Xl ~ Al)< [谢 0)+ e - ( H ) 货⑼十…] . 

由于外⑼和 ( pi { x ) 都是第一特征函数， ( pi ( x ) > 0, ip ( x ) > 0. 而且 A m > Ai(m ^ 
2) •令 f —^ 00，得 

入 1 彡入 1 . 
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系 在定理的同样假设下，若 M 紧致，则 Ai ( M ) ^ W ^ d / 2 )). 其中 


d = M 的 直径. 

证明 根据 Ai 的单调性，由上述定理直接得证. 

定理 3.2 (S. Y. Cheng) 设 M 是 n 维紧 Riemann 流形， 

(n — l)fc ， 则 



Ricci ( M ) 彡 


其中 d = M 的直径. 


V ( k , 表示 n 维截面曲率为 fc 的空间形式中半径为 


忐的球 • 

证明 可以找到 A ， … ， m +1 e M , 使 B { xi ^) 两两不相交，设 W 是 
v { k ,£) 上的第一特征函数，熟知它只与径向有关.设仍 (i = l , …， m + l ) 是 
B 关于 Dirichlet 边界条件的第一特征函数，则由上述定理 3.1 



2m ) 


|V ^| 2 = Ax 



d 


2 m 



2m ) 


9 i | 


2 


彡入 1 



d 


2 m 







2 


将❸零扩充到 S (私忐）以外，显然存在以，…， a m+1 (常数）使柳幸 

丄{咖，… ， U △办= 一 由此根据极小极大原理， 




入饥 ㈣ ）彡入1 



S. Y. Cheng 具体估计了空间形式中球的第一特征值： 

(1) 如果 Ricci ( M ) > 0,则 A ! < 其中 CW 可取 2 n(n + 4). 

rynr^ 

(2) 如果 Ricci ( M ) 彡 n - 1，则 Ai 彡 

⑶如果 Ricci (M) 彡 （n - 1)( 一 fc )， > 0,则 


X ^4 k + 


Cn 
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3.4 第一特征值下界估计 


给出特征值的精确下界估计通常较估计上界更为困难 • 

对于单连通的完备、非紧 Riemann 流形，一个重要的问题是，在何种条件 
下 lim &(5(吻，丑))存在？明显的表达式是什么？这方面我们有下述的 Mckean 

rC — ►OC 

定理： 

定理 ( Mckean ) 如果 M 是完备的非紧致的单连通 Riemann 流形，其截面 
曲率< -C < 0,那么\有正的下界，且该下界仅依赖于常数 a 
证明 根据第一特征值与 Cheeger 的等周常数的关系，有 


X 1 (B(x 0 ,R)) ^ -h 2 D (B(x 0 ,R)), 


因此，只要证丑 )）> 正常数 即可. 

任取 D CC M , x 0 G ]?，令 r ($) = dist ( x , x 0 ). 因为 M 是单连通的，且曲率 
为负，故 r 是可微分函数 （ 除点吻外)， 



其中不等号是因为|咖| = 1^ 

式參 


< 1，7?是 Si ? 的外法线方向.最后式是 Stokes 公 


但熟知，当截曲率<— C 时， 


Ar ^ 


_ 1 


r 


+ C a >, 


c a >0, 


因而， 

Area {8Q) ^ C a f l = C a Vol(/2 )， 

Jq 

所以， 

^ \ c i - 

下面来研究紧致流形的 情况. 对于 R n 中带边界的域 （ domain ) ，其第一特 
征值的估计是一个历史悠久的问题.其中代表工作有 Faber - Krahn , Polya - Szego , 
Payne , Weinberger 对于一般的无边界紧致 Riemann 流形，在一定的曲率假 

设下给出第一特征值的下界估计，这一方面第一个重要工作属于 Lichnerowicz . 
1958年他首先建立了下述 定理： 
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定理 (Lichnerowicz) 如 M 是紧致无边的 n 维 Riemann 流形，其 

Ricci(M) 彡 （n — l)fc 〉 0 ， 


则第一特征值满足 


Ai ^ nk . 

1962年 Obata 证明，如果上式等号成立，则 M 等距于常曲率 A : 的球面 5 T 
1970年， Cheeger 给出了 \的下界估计，其中涉及到他所定义的某些等 
周常数.在此基础上， Yau 给岀了用更便于计算的几何量，例如直径、体积、 
Ricci 曲率下界，来估计 Ai 下界的方法.从1979年开始， Li 与 Yau 发展了对 
第一特征函数进行梯度估计来求得 At 的下界的有效方法（当 Ricci > 0时， Li 
在他的论文中得出此结果）.1980年他们证明了以下 结果： 

⑴设 M 是紧致 Riemann 流形 ， dM = 0, Ricci 彡0,则 

丌 2 

Al> 硕’ 


其中 d 为 M 的直径. 

(2) 设 M 是紧致 Riemann 流形 ， dM = 0, Ricci > -(n - 1) K{K > 0), 则 


入1 > 


exp {- [l + (l + 2C r2 d 2 i^) 1 / 2 ]} 

— 


其中 C 为仅依赖于 n 的常数， d 为 M 的直径. 

(3) 8 M = 0， Ricci 彡 0, dM 是凸的（即 9 M 的第二基本形式是非负的)，则 
对 Neumann 边界条件而言，其第一特征值 r/i 满足 

丌 2 


其中 d 为 M 的直径. 

现在我们来讨论用梯度估计以求得第一特征值下界的 P . Li - Yau 方法. 

设 M 是紧致的不带边界的 Riemann 流形，其 Ricci 曲率 Ricci > 0•设 w 是 
对应于\的第一特征函数，因为 / M W + / M Aw = 0,所以不妨设 

1 = sup > inf u = —fc 彡一1， 1^ k > 0. 
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引理 4 .1 如果 Ric ( M ) 彡0,则 


Vu 彡 


2 / 2入1 


1 + k 


(1 一 u)(k + u ) 


证明令 


则 


u 


U 


1 -fc 

~ 2 ~ 


1 + k 5 


2 


Au = — Xi(u + a ), 


k 


a 


maxu = 1, 


mm 乜 


1 


1 + fc， 


> a ^ 0, 


取 s 充分小 ， r 


u 


l + € 


，则 


At ;= 一入 i ( r + a e )， a s 


a 


1 + e ， 


max 汐 


1 + e ， 


mmv 


l +€ 


考虑函数 


F(x) 




I ▽叫 2 

1 — v 2 


对 F ( x ) 应用极大值原理•设 F ( x ) 在吻 e M 处达到极大值，则 ▽ P 0 r o ) 
0， AF ( x 0 ) 彡0•由 VF { x 0 ) = 0, % 






I 




3 


1 


V 


(3.4.1) 


又 


0 彡 AF ( x 0 ) 





2 Yljj V ij + 2 Z) V i V jii 4 E VjVjiVi 

(1 - V 2 ) 2 

\Vv\ a {-2v) 

一 (1 一 l ; 2 ) 3 


(1 — V 2 ) 


(一 2幻 


\Vv\ 4 (-2) + \Vv\ 2 (-2v)Av 

(1 - v 2 ) 2 


2 


+ 2 


(3.4.2) 
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(3.4.1) 代入 （3 A 2) ,得在吻点， 


0 彡 + 2Y^ViVju 


_ # 
^3 


• 攀 


+ \Vv\ 2 (-2v)Av 
1 — v 2 


由 Ricci 等式， 


ViV J 


it 


〉 v V j V iji ^ v j v iij + ^ v v j v kRkiji 


ijk 




Yl v ^ Av )j + Ric ( Vv ^ Vv ) 


> - Ai | Vt ; j 2 . 


在 x 0 取坐标架，使巧 = 0 (j 一 1)， 由 (3.4.1) , 




2 问〜 2 


11 


(1 — V 2 ) 


2 


( 此式在 V ^ O 时推得，如外== 0,则％ = 0,此式更无问题 •） 将以上结果综 
合起来，得 


4..2 


2\ Vv\ A v 
( 1-#) 2 

\ S / v \ 2 v 2 

1 — V 2 


2入 i | ▽叫 2 < 


—2| Vt ;| 4 — 2 vAv\Vv 


2 


1 —V 


2 


Ai(1 v^) ^ 一 |V2；| 2 + + a e )， 


I ▽祠 


2 


1 — V 2 


{ xo ) ^ Ai (1 + a e v ) ^ A (1 + a e ), 


(3.4.3) 


因此， VxeM ， 都有 


\ Vv \ 2 ^ \ ± (1 + a e )(l - v 2 ) 


以 t ； 


u 




1 一 1 


2 


2 


1 + fc 1 + £ 


代入，再令 e 4 0,即得 


Vu < 


2 / 2 入 1 


1 + fc 


(1 — u)(u + k ). 


定理 4.1 ( Li - Yau ) 设 M 为紧致的 Riemann 流形 ， dM = 0, Ric ( M ) 彡 0 


又 d 表示 M 的直径，则 


Ai ^ G) 


2 
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证明取第一特征函数％根据上述引理我们有梯度估计 

| Vu | 2 <^( l - u)( W + fe ), 


其中 


1 = snpu > inf ^ = —k > —1. 

M Xi , x 2 € M ， 使 u ( xi ) = sup ^ = l , u ( x 2 ) = inf XX = - k . 用极小测地线尸连接 

別，吻，则 



du 


Y (1 — w )( A : + u ) 



/2 AT 

ViTfc 



ds ^ 


2Ai 
1 + k 


d . 


即 

、 .1 + k /7T\ 2 1 7T 2 

Al ^ ~2 - (d) > 2d?' 

在以上方法的基础上，上世纪80年代中钟家庆与杨洪苍将定理改进为 A ]_ 彡 
得到了这一问题的最佳估计. 

设 M 为紧致 Riemann 流形，= 0 ， Ric ( M ) > 0,仍设 w 为第一特征函 

数. 

—k = iniu < snpu = 1, 1 ^ k > 0. 


令 




1 + k 
— 2 


(1 +幻 



1 一 fc 
1 + k " 


M V 满足 



= — Ai(r + a e ), 


l + s 
inf v = —— —. 

l + s 


= 


a 


令一沒，则—心 sink 士，而 


闷 2 

1 — V 2 


= | W | 2 . 
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定义函数 F {6) = max \ V6\ 2 = max 2 ，显然 F ⑻是 — ;+ S ,~ - S M 

x£M xeM 丄一 Z Z J 

9(x)=9 0(x) = 9 

的连续函数，其中 J 满足 sin (|-<5) = 并且 

F {~ l +6 ) = F il ~ 6 ) =0 - 

采用这种术语，引理 4.1,( 特别是 （3.4.3) 式）可以改述为 
弓 | 理 4.2 F { d ) < Ai(l + a e ),a e = ^^， a= YTjTp 

2 

从 Li-Yau 定理的证明可见，如== 1,即 a = 0,那么 Ai 彡的结果已 
有.因此，我们下面假定 l〉a>0. 

下一步是求出关于，⑹较引理 4.2 更为精确的估计，为此，设 


F {0) = Ai(l + a e ( fi ( 6 )), 


其中是 
有 


- — 狀的连续 函数. 因为 F 在区间两端为零，因此 



而引理 4.1 此时可叙述成 


州 ） 彡 1. 

定义 C 2 类函数岭⑹称为_在00 € — <5)的闸函数 (barrier 

function) ， 如果 

^>(0) < 1^(0), V6>, 

州 0) = 娜 Q )， 

^( e 0 ) > 0, 

于是，我们有下述两个 引理： 

弓 I 理 4.3 如果2/⑻是 (^) 在％的闸函数，则有 

W (沒 0) 彡 sin % — sin cos 60 ^( 60 ) + ^ cos 2 0 oy ff (0 o )- (3.4.4) 



引理 4.4 定义函数4⑹为 


娜)= 



^(0 + cos 6 sin 6 ) — 2 sin 6 

cos 2 6 




(3.4.5) 
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m m 满足劑 > o , 并且 

矽 一 sin 0 + sin 0 cos 叹’ 一 ; cos 2 #’’ = ()• ( 3 . 4 . 6 ) 

Jmi 

弓 I 理 4.4 的证明是直接验证，引理 4.3 的证明我们留待后面.现在我们从这 
些引理出发讨论本节的主要 结果： 

定理 4 . 2 (钟家庆-杨洪苍）设 M 为无边的紧 Riemann 流形， Ric ( M ) ^ 0 , 
则 

A >兀 2 

证明记 F {6) = A !( l + a e ^)), 同时记岭⑹为公式 (3.4.5) 中的函数，则 
我们有以下断定： 


咖）< 娜） • 


7T 


4使 


6 > 0 . 


这是因为，如果（ 3 . 4 .7)不成立，那么因为 #(- ^ + 6 
^{0) ^ 0 , ip (9) > 岭(- 3 ) = - 1 ,所以存在沒 0 € (—吾 + 占， 

_o) - ^{Oo) = max (^(6») - ^{6)) 

技 Gl —百+心互一 dj 

因此，岭⑼+ 6 是在办的闸函数.根据引理4.3,有 

^ p (0 q ) ^ sin 9 0 - sin cos <9 0 (# + 6 )’ + ^ cos 2 6^ + b) n 

jL 

=sin 9 0 - sin^o cos 0 o ^ ; ( O o ) + ^ cos 2 0 qO ) 




州 o ). 


(3.4.7) 
< — 1 ，而 


(3.4.8) 


最后一步是根据引理 4 . 4 得岀的，这与 （3.48) 矛盾. 因而断言 (3.4.7) 成立•这 
样我们就有 

F(0) < Ai(l + a e cp(6)) ^ Ai(l + a e ip{6)), 

即 

在 M 上取〜抑，使 6( Xl ) = | - 5, e ( x 2 ) = + 用极小测地线 7 连接 

$ 1 和$ 2 ,有 


\\ /2 d ^ A ； / 2 L ( 7 ) 





A 1//2 ds ^ 


7 



f 一占 


d 6 


f +<5 yl + a e 咕 (0) 
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由引理 4.4 ，易见 0(0) = 0^(—6 ) = 一咕[0)，\^^(6)\ < 1. 因此 


\\ /2 d ^ 



f 一占 


d6 


f+(S y/l + a € xl)(6) 



f 一 5 


0 


1 


1 



y/l + a e ^(6) y/1 - a € ^(0)^ 


de 



-8 



0 



1 x 3 x . • • x (4fe - 1) u 


/c=l 


2 x 4 x ••• x (4fc) 


ar^P 


d6 


彡 7T — 28 


令 e — 0,因而 (5 4 0,即有 v ^> ^ 定理证毕. 

现在剩下的惟一问题是验证引理 4.3. 证明引理 4.3 的方法是再一次应用极 
大值原理. 

弓 I 理 4.3 之证明根据题设 2/(0) 

数•即 < y ( e )^( e o )= y (0 o ), y , ( Oo )> O . 考虑函数 


是 9(0) 在 € ^― — + 5, — — ^ 的闹函 



-Ai(l + a e y){6{x)) ^ cos 2 6{x), 


(3.4.9) 


因为 2/(0 是4句的闸函数，因而 

G{x) < 0, G(xo) = 0, 0o = 0(x o ), 

即 G ( x ) 在: r 0 达到极大值，由极大值原理， 

VG(rro) = 0, AG(x 0 ) ^ 0. (3.4.10) 

注意 r = sin 0 •有 


Vj = cos 9 - 6 j 


Ae 


Av 


sin 沒 



cos 6 cos 2 


Vv - V 6 


Ai(sin0 + a e ) sin^ 



|W| 2 , 


A cos 2 6 




cos 6 ， cos 2 0 

2 (sin 2 6 — cos 2 6)\V0\ 2 — 2 sin 0 cos 6A6 


• (3.4.11) 


2 入 i sin0(sin0 + a £ ) — 2 | ▽沒 | 2 cos^ 6 . 


2 
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(3.4.10) 可写成 


^y^ v j v ij = Ai[(l + a £ y) (-2 sin 0 cos 6) + ay f cos 2 O]0i^ 

2 V ^i + 2 X] ViVi 33 = ^l a e{y n \^0\ 2 + y f A9) cos 2 0 

一 。入…以乂一 2sin0cos0)|\70| 2 — Xt^l + a £ y)A cos 2 0 
^ 0 . 


将 (3.4.11) 诸式代入上两式，并应用 



及 


可得在: To 点， 


y^] v i v ijj = -Xi\Wv \ 2 + Ric (V^, Vv) 

> — 〜| ▽叫 2 = — Aicos 2 沒 |W| 2 , 


^Xl[(l + a £ y)(-2 sin6) +a e y f cos6] 2 - 2\\ cos 2 ^(l + a e y) 
-Afa e (l + a e y)y n cos 2 6 - Xja £ [- cos0(sin6 + a £ ) 


+ sin 沒 cos 0(1 + a e y)]y f + \\a e - 4 cos 0 sin 0(1 + a e y)y f 

- 叫 (1 + a e y)[sin^(sin^ + a e ) - (1 + a e y) cos 2 6] 

< 0 , 


消去 Afa e , 由上式得到 

*2(1 + a e y)[l + a e y — (1 + sin 6)] 

+|a e cos 2 6y ,2 + cos 0 sin 0(1 + a e y)y f 

+ cos 0(sin 0 + a e )y f — (1 + a e y)y n cos 2 9 

< 0. 


因此在： ro 点， 


y — sin ^ ^ 




cos 6 I y 


/ 


+ 參 COS 2 %' 
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因为 |y| ^ 1,0 < a e < 1,1 ^ y sin 0, l + a £ y > 0, 


a e + sin 沒 
1 + 




a e y sin 6 + sin 没 
l + a £ y 


彡 sin0 ， 


所以 


咖 o) = y ( ❹ o) ( sin 9o - cos 0 O sin0 o y’(0 o ) + ; cos 2 &oy”(&o) 


引理证毕 . 

定理 4.3 (Li-Yau) 设 M 是带边界的紧致 Riemann 流形， Ric(M) ^0,dM^ 
0. 设是凸的 （ 即它对外法线方向而言的第二基本形是正的），则 Neumann 
条件的第一特征值仍满足 

7T 2 

” 1 彡硕， 


其中 d 为 M 的直径 • 

证明 如同上面一样，取规格化的第一特征函数％ 

Au = —TfiU, 

\^L 一 0 
diy dM ， 

1 = supu > iniu = —k> —1. 


考虑函数 

咖 = _ ^!! _ 

W — (i + e -u)(k + e + uy 

GOr) 是光滑到边界的函数，对 G(aO 应用极大值原理 . 设 G^ Q ) = SU pG0r ). 那 
么 x 0 可有两种 情况 . 如果吻 e M - ，那么和定理（关于 A；l ) 的证明完全 
一样，可得（令 e — 0) 


|Vw| 2 ^ ^^(1 一 u)(u + fc )， 


再逐字重复定理证明，即有 


Vi ^ 


7T 


2 


2d 2 9 


因此剩下的问题是排除邱 € 的可能性 • 设吻 € 3M 达到 G(x ) 的极大 
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值•取邱附近的局部坐标架（句，… ， e n )， 使 I ； = e n ， 则因为 G ( x 0 ) 极大 


8G 

dv 


(1 + s — u) {k + £ + u) 

| V ^| 2 (1 一 k 一 2 u ) u n 
(1 + e — u){k + e + u ) 2 


> 0, 


即 

n — 1 

> : ^ 0* 
i=l 

由 Hession 及第二基本形的定义， 

Uij = Uji = ^(e^e^)^) = eieju(y ei ej)u, 

^Hn = _ (▽ei^n ) 从 二 一 (▽eiQ ) 以 

=-(V ei e n ) T ^ 

n —1 

= - 

J=1 


3 ) e 3 


U 


Uj ^ 


所以 


n —1 


n—l 


> : ^HUin = - ^ : hijllilLj ^ 0. 


% 


■ • 
h3 


这和 ( hij ) > 0 相矛盾 • 除非叫 = 0,Vi ， 但此时 G ( x 0 ) = 0, 因而 G( ： r) 三 0, 即 
Vw = o . 这是不可能的，定理证毕. 

下面将去掉 Ric ( M ) ^ 0的条件，用梯度估计的得到的一个结果是 
定理 4.4 ( Li - Yau ) 设 M 是紧 Riemann 流形，= 0 ， Ric ( M ) 彡 -(n - 
1) K(K > 0)，则 


入1彡 


exp {- [1 + (1 + 4 (n — \) 2 d 2 K ) 1 / 2 ]} 

(n — 1 )(P 


其中 d = 直径. 


证明取正规化的第一特征函数设 swpu = 1,取/?〉1，考虑 


G ⑷ 




I ▽以 I 


2 


W - uf - 
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取极大点吻€ M ， 则 WG ( x 0 ) = 0, AG ( x 0 ) < 0•由 

G ( x )( p - u ) 2 = |Vu| 2 , 


得 

AG • - u) 2 + 2VG • V(/? - u) 2 + GA(P - u) 2 = A|Vu| 2 , 

所以在:点有 

0 > △|Vu| 2 -G △(冷 一 u) 2 

= 2j^ u， ij + 2 ^ UjUjjj 一 2G[(/3 - u)(-Au) + \Vu\ 2 ] 

= 2 ^2 u lj + 2 X] u i(^ u )i + 2Ric (V^, Vu) 

- u) + \Vu\% 


即 

K — Ai|Vn| 2 — (n — l)K\Vu\ 2 - G[\iu{^ — 乜） + |Vn| 2 ] < 0. 

在 选取局部坐标架，使叫= 0 (i = 2, …， n)，w = | Vu |， 贝!1 w 一 0 ( 否贝! j 
I ▽从| = 0,则 G ( x ) = G ( x 0 ) = 0, 这是不可能的)•由 VG ( x 0 ) = 0,有 



(3.4.12) 


注意到 


所以 


71 


71 


u % ^ H Uii 彡 

i j=2 i=2 




= — ^― (Au-^n) 2 
n — 1 





^—j(Au + u n ) 2 
^ii 1 

2(n 一 1) n — 1 



A 2 , 


(X 2 u 2 + 2\uu\\ + u\ x ) 


(3.4.13) 


J2 u l - ( A 1 + ( n — lW|Vtx| 2 - XiGu((3 -u) + u 2 n - G|V^| 2 < 0. 

i ， j>2 
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以 （3.4.12) ， (3.4.13) 代入上式，得 


1 [Vnl 4 
2(n — 1) (/3 — u) 2 


\ 2 u 2 


|V?x| 2 ix 


T — (Ai + (n — l)i^)|V| — Ai— - ^ 0. 

1 p — u 


(3.4.14) 


如令 a 


fi — U 


，则 




(3.4.14) 式可写成 


1 入 2 

— —tG 2 (^o) ~ ~—— (Ai + (n - 1)K)G(xq) — XiG(xq)cx ^ 0. 


2(n — 1) 


将上式看成关于 G(x 0 ) 的二次式，易知 


G(xq) ^ 4(n 一 1) A + (n — 1)K + 


曰一 






4(n —1) [-^i+(ri^l)K 


因此， 


4(n-l) + 1/2 (/? - u\ 


其中# > snpu = 1 •在 M 上以极小测地线 7 连接和別， u{xi) = 0,u(x 2 ) 
snpu = 1 ,那么 




log 為 < 乂黑 < [ 4(n - ” (|=1 + (n - l)K 


1/2 


d. 


所以 


Ai 彡 




(3 


4(n - l)d? ( l0g ~^~l) ~ {U ~ l)K 


取 A )， 使 


~r 


4(n — l)d 2 


log 




(3 


一 （n — l)K 


极大，即得定理的证明. 


3.5 高阶特征值的估计 


• 121 • 


3.5 高阶特征值的估计 


现在我们转向高阶特征值的研究.从中有界域的 Dirichlet 问题 开始 . 
设 i? 是 M n 中的有界域，考虑 Dirichlet 边界条件的特征值问题 

J A 0 = -冰 
沴⑽= 0. 


利用热核函数和 Tauber 定理， H. Weyl 于 1912 年首先证明了渐近式 


Xk 


〜 C n 




其中 CVi = (2 tt) 2 / ( 
在此基础上， 


^) 2/n 5 u; n - 1 =Area(5^ 1 ). 

Polya(1960) 提出了著名的猜想：对于任意馭 

/ k\ 2/n 

Xk>C n l-\ ， V = Vol(Q). 


Polya 本人在 n = 2 时，证明了对一些特殊的平面区域猜想成立 • 1980 年， E. 

/ I \ 2 /n 

Lieb 证明存在较 为小的常数 C n ,A^C n (-J . 关于这一问题的最新结 

果是 

定理 5.1 (Li-Yau) 对于任何 fc ， 有 

k 
V 




系因为 Ai 彡 A2 彡 … 彡 A/c ， 所以 


入 k > 



为了证明定理，首先需要以下引理： 

引理 5.1 如满足 

1° 0</<M l9 

2° / ， /(^^| 办 < 从 2 ，此处紙，竭为两个正常数，则 
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证明 选择说，使心= M 2 •令 


9(^) 




Mi , \ z \ < R 0 , 
0， \ z \ ^ R 0 , 


自然有 / Rn \ A 2 9{^) dz = M 2 . 同时 


所以 


(kl 2 - 棉 )(/ ⑷- 5⑷) 

f _ 2 -珣)(/(4-恥）>0, kl < R 0 , 

I (kl 2 - 用 )/(:)> 0, kl 彡丑 0, 


f (/( 匀一 9 { z )) ^ / \ z \ 2 ( f - g ) 

R n JR n 




[\ z \ 2 f- f \A 2 9 

JR n . JR n 


\ z \ 2 f — M*2 


< 0, 


所以 


即 


由 





R n 


R 2 o [ 


， 9 = Mi^Vol ( B ( R 0 )) = — itg ' 

Rn Tl 


Mi 




把+ 2 ‘— 


f f ( z ) dz ^ — R ^ Un ^ i . 

R n 几 


M2 = / \ z \ 2 g = Miuj , 

jR n 



Ro 


n+1 dr 


决定办，解得 


Rq 


M2 n + 2\^ 

Mi u n ^i ) 


代入上式即得引理的证明. 


现在回到 Li-Yau 定理的证明. 
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设 {0i}il 是相应于 {M 的正交特征函数•令 


k 


y ) = 


记 y) 对于 : r 的 Fourier 变换为 #(z ， y )， 即 


#(:， y) 


2tt 



y)e lx z dx 


由 Planchel 公式 

所以， 一 方面， 


dz. 




另一方面， 



\^{z,y)\ 2 dy = I (2tt) 

R n JQ 


(2tt) 


n 



y)e %x z dx 


2 


dy 



Q 



4>{x^y)e lx ' z dx 


Q 


2 


dy. 


因为 f — Tf = fj(x ， y)fdx, 是 L 2 {Q) ^ L 2 {Q) 中由 { 扣， … ，也 } 张成的子 
空间的投影变换，所以 

\\f\\ 2 >\\Tf\\\ 


即 




e ixz \ 2 dzdy 


= (27T)— n K 
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同时，由 Fourier 变换熟知性质 



(z,y) = ZjS(z,y), 


由 Planchel 公式 



z \ 2 \4\ 2 ( z , y)dydz = 



f [ \ V x ^\ 2 { x , y)dydx 

JR n JQ 


/ / y ) A x ^( x , y)dydx 

JQ JQ 



将引理 5.1 应用于 

F ( X )= f I 杏 ( W )| 2 办， 

JQ 

k 

其中腿 = {2 ixy n V , 而 M 2 = 即得 定理. 

i=l 

在第 2 节及第 3 节中我们看到热核函数与 Laplace 算子的特征值和特征函 
数有着密切的关系.下面我们将给出 Cheng-Li 利用热核来估计流形上高阶特征 
值下界的方法. 

设{仍}是由特征函数构成的一组正交基.相应的特征值为 { AJ , 那么我们 
知道热核 H ( x ， y ， t ) 可以表示成 


H{x,y,t) = Ee - Xit (pi[x)ipi(y). 

參 

% 

根据热核的半群性质，有 

H{x y y ， t、= I H(x ， z ， s)H{z ， y，t 一 s) dz, 0 < s <t. 

jm 

因此 

H(x,x,2t)= f H(x ， z ， t) 2 dz. 


另一方面， 
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J H ( x ， z , t ) 2 dz = 2 / H ( x , z , t ) AH [ x , z ， t ) dz 

Hm Jm 



一 2 / \\/ z H ( x ^ z ^ t )\ 2 dz 




—2 C \ H ( x , dz 


n —2 
n 


其中最后一式是 Sobolev 不等式， C 为 M 的 Sobolev 常数 
因为 V 0 <t 有 J H ( x , z , t)dz ^ 1,所以 



2ti 

dz 


n — 2 

n 


2+n 




M 



H ( x , z ， t ) 2 dz 


n 


注意到 \ imH ( x , x , t ) = oc , 根据以上几式我们得到 


H { x ^ x ^2 t ) ^ ( —Ct 

n 


n 

1 


将上式积分，注意\ < Afc , 当 i < 时，得到 


ke^ 2Xkt ^ Y e ^ 2Xit Vol ( M ) 


4 


n 

2 


n 


令 = g ， 上式成为 


n 


fee -晉 ‘[ C 

n \k 


n 

2 ^ 


■ ■ _ "n 豢 


Vol ( M )， 


于是 


(j 

A/e ^ 一 

e 


k 


Vol ( M)J 


2 . 

n 


3.6 结点集与特征值的重数 

在特征值的研 究中， 极小极大原理有着基本的重要性.在前面我们已经看 
到它对估计特征值的意义.本节将展示它的另一应用.这就是 Courant 结点域 
定理与关于 Riemann 曲面特征值重数估计的 S . Y . Cheng 定理. 
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设 M 是紧致带边界的 Riemann 流形（可能= 0 )• 我们将讨论两类特 
征值问题： 

1° 8 M = 0 5 此时特征值0 = A G < Ai 彡 A 2 彡…， 

2 0 dM 羊 0、 边界条件为 Dirichlet 条件，0 < Ai < A 2 彡…. 

定义 设/是 M 上某一椭圆型方程的解，/- 1 (0) CM 称为/的结点集. 
开集 M \ /-!(0)的任一连通分支称为/的一个结点域 • 

如果/是 Laplace 算子的特征函数，那么因为在每个结点域中/具有相同 
的符号，所以/对任一结点域而言是满足 Dirichlet 边界条件的第一特征函数. 
这样就可能将涉及第 i 个特征值的问题化为第一特征值问题讨论. 

结点集的整体结构一般十分复杂，还有待人们去研究.而研究其内部结构的 
根据是 L . Bers 关于线性椭圆方程解的局部性状的结果 （ Comm . Pure and Appl . 
Math .，8(1955) 473-496). 

定理 (Lipman Bers ) 设 

^ 9 cj){x) = 0 
^ 洳 i …洳 n n 

是在原点 IT 1 ) 附近的系数的椭圆型方程.火 ㈡ 是它的解.0在原点的 
零点重数为 iv ， 则在原点附近 

♦( x )= 仏⑻ + 0(|<杆)，0<£<1, 


其中仏(4是阶为 iV 的齐次多 项式. 满足 



…％ 


⑼ 


d m P N (x) 
dxl 1 --dx] 


将此结果用于 Riemann 流形特征函数的结点集•由 N . Aronszajn 关于 Rie « 
mann 流形上二阶椭圆型方程的惟一性定理.任何非零特征函数其零点均是有 
限阶的，如 P e /-'( O ), 采用 P 点的正规坐标，则在 P 点附近， / Or ) 可以表示 
成 

f{x) = P N {x) + 0{\x\ N+ % 


其中 Piv 是阶为 iV 的球调和多项式，即满足 
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的 iv 次多项式，不仅如此，尚可进一步证明，在 P 点附近，存在一个 C 1 - 微分 
同胚0，使 

f ( x ) = P N (^( x )). 

利用这些准备， S . Y . Cheng 证明了以下关于结点集的局部性状 定理： 

定理 6.1 ( S . Y . Cheng ) 设 M 是 n 维 C °°Riemann 流形，如 / € C °°( M ), 

满足 (A + h ( x))f = 0 ,he 则除去一低维 (dim < n — 1) 闭集外， /^( O ) 

组成 n — 1维流形. 

证明 用归纳法 ， n = 1是明显的.设定理对 n - 1维正确，现在考虑 n 维 
情况，由上已知就局部而言 /— HO ) 〜 P ^( O ), 其中“〜”表示 C 1 - 微分同胚.如 
果 iV = l , Pr \0) 显然是 n - 1维流形. 

如果 iV > l , 则由的齐次性 

P ^ 1 ^) = {tx : t >0 ,xE = 0}. 

但熟知 PatUw 是 W 1 的特征函数，当# > 1时，乃 v 非5- 1 的第一特征函 
数，它在 W - 1 上必有零点，因此 i ^(0) 以原点为奇点，根据归纳法， P ^(0) 
除去一低维闭集 A(dimA < n — 1) 处是光滑的，即 f ~ l (0) \ 旷 1 ㈤ = M 0 是 
n - imC 1 - 流形 （ 其中少是上文所述的(7 1 -微分同胚).下证 M 0 是的. 

设如€ M 0 , 则 f ( y 0 ) = 0,^( y )^ A , 利用上述同样的论证于如的局部，则 
在2/0的附近，/ ㈤ 〜 iV ⑷，其中 iV 是 iV ' 次球调和函数. 

下证 AT = L 如果，〉1,那么前面已经证明，0是巧 1 ⑼的奇点，而在 
2/附近 Mo 与枚,(0)是 C 1 - 微分同胚，因而2/也是媽的奇点，导致矛盾. 

因此，=1，但因/ ㈤ 〜 iVOr )， 所以， df\ yo # 0, M o 在如的局部是 C °° 
的，证毕. 

系 6.1 如 M 是紧致的 Riemann 曲面，/是任一特征函数，则/的结点 
集具有以下性质： 

1。结点集由有限条 C 2 -immersed circles 组成 （ 所谓 C 2 -immersed circle 指 

咐 1 )，其中 S 1 — M 是浸入). 

2°结点线上的临界点是孤立的. 

3°当结点线相交时，它们是周角的分角线. 

证明 只要注意到，当结点线相交时，在交点附近与 R 2 中球调和多项式的结 
点集是 C 1 - 微分同胚.如果 2/) 是舻上的球调和多项式，令 Z = x + V ^ y , 
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则 Piv ㈤ 是 Re / 和 Im / 的实线性组合，则 PnIs 1 上是 cosN0 与 siniV 0 的 
线性 组合. 其零点将 S 1 2 iV 等分•而 P ^(0) = { tx\x > 0, P N \ S i ( x ) = 0}. 因此 
P ^( o ) 由通过0点的 2 iV 条等分周角的直线组成.在指数映射下，这些直线映 
成等角的基点出发的测地线. 

最后，因为 R 2 中球调和式的结点线是一组过原点的直线，所以1°必成立. 
下面证明 Courant 的结点域定理. 

定理 6.2 设 M 是紧致的流形，人表示其第 i 个特征值，则 
1°如果一 0，则人的结点域的个数< i . 

2°如果= 0， 则；^ 的结点域的个数 ^i + 1. 

证明 只考虑 8 M ^ 0 的情况，而= 0的情况完全类似.设扣是 M 
的第 i 个特征函数，又设仏 ，认 ，…，仏 +1 ，…是扣的结点域，定义 （jO 


允= 


扣，在 巧中， 
0,在 A 外. 


因 dim {(^, …， #•} 〉 dirndl ,*-. 可以找到不全为零的实数 aim 

满足 

n 

彡 = E 〜火丄 {如，…，也一 i }， 


根据极小极大原理，有 

、 / /陶 2 刚 2 

_ 入、/> 2 

— ~~W 2 — W 

根据前面的定理，除去一低维点集外，也的结点集由 n - 1维流形组成. 
因此由 Stokes 公式 
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因此，4是 的. 并且满足△々+ = ()• 如果结点域多于 i 个，则因 

01仏 +1 = 0,可得0 E 0在 M 上，得到 矛盾. 

系 6.2 1。当一 0时，第一特征函数在 M 中不改变符号，即扣的 
结点域的个数=1;而扣丄也 ，扣在 M 中必改变符号.所以扣的结点数= 2 . 

2°当 3 M = 0时，因 / M 扣= 0,如必改变符号，因此扣的结点域的个 
数= 2. 

因为对 Riemann 面而言，其结点集的结构相对比较简单，根据 Courant 结 
点域定理，可以获得关于特征值重数的信息，为此，我们首先需要以下拓扑引 

理： 

弓 I 理设 M 是紧致 Riemann 曲面，其亏格为 } 七：沪 — M (1 ^ j ^ 
2夕+ M > 1) 是似上的 C 1 闭 曲线. 并且 MS 1 ) 门 ( j > k { S l ), i ^ k , 仅由有限个点 

组成，则 M \ MS 1 ) U … U hg + tiS 1 ) 至少是 t + 1连通的 • 

证明 从以下的证明过程可见，只需证 i = 1的情况即可，即要证 M \ 
01 ( aS 1 ) U … U ( f ^ g + liS 1 ) 不是单连通的 • 

M 的亏格数为仏熟知 dim H 1 ( M , Z ) = 2 g , 因此存在不全为零的化 e = 

1,... ,2 p + l ) 使 E 〜 [60 S 1 )] = 0,其中 fe (5 1 )] 表示由 ^( S 1 ) 代表的同调类. 
无妨假定叫# 0 ,根据假定，存在 : ro e MS 1 ) 使扣在 e s 1 的局部 
是 c 1 - 微分 同胚. 同时 吻多 MS 1 ) u . •. U “ +1 (#) •在 M 上作过邱与扣 
相垂直（在; r 0 ) 的，同时与 MS 1 ) U … U hg +^ S 1 ) 不相交的 C 1 曲线 a ， 即 
a : (-1,1)4 M ， 使 

a |(- i ， i ) n (01(5” U ... U 020+1 (5 1 )) = WO )} = { xo }. 

如果是单连通的，那么可以找到 C 1 曲线: [-1,1]^ 
M \ <^> i ( S ，1 ) U ... U i ^+ ip 1 )， 使 0(—1) = 。(―|)， 0(1) = a ( l ). 连接 a l [- i /2， i /2] U 
/?![-!,!] 就得到一条在吻与 MS 1 ) 正交，除吻外全在 . - Uhg + liS 1 ) 
内的闭曲线.在曲线扣 0 S 1 ) 点邱的邻域都如法炮制.这样我们就得到一个单 

c 1 映射 

矽：（一 1， 1) X 5 1 — » M \ 02(^ 1 ) U • • • U ( hg + liS 1 、， 

Image (^) C ^(^^上吻的某邻域. 

取非负函数/ e CH (- 1 ， 1))，使/二/⑷也=1•则切=/⑷汾是(-1， 1) x 
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#上的闭形式 • 矽是单、（7 1 映射，是 M 上闭 形式. 因为 為〜 0, 
所以= 0. 但是 

n j<h] =^i f f(t) dt ^ 0 , 


得到矛盾. 

现在我们已经可以证明本节主要结果. 

定理 6.3 ( S . Y . Cheng , Comm . Math . Helv ., 51(1976)，43-55). 设 M 是 
紧致的 Riemann 曲面，亏格 数为仏 则第 i 个特征值\的重数叫满足 

爪 i ( ~(2 p + i + 1)(2^ + z + 2). 

证明 任取一个固定的相应于 \ 的特征函数和 .设吻 e 也的结点集，则 
我们断言扣在吻的零阶数 < 2 p + i . 

由关于结点集的结构知，如吻的零阶数 = &的话，则从吻出发有条结 
点线. 因此，如果 fc 〉2 p + i ， 则由引理，从\^^0)至少是€ + 1连通的，再 
由 Courant 定理 ， M \ ^'(0) 至多是 i 连通的，此为矛盾. 

下面证明定理.为简明起见，看 i = 1的情形.其他的 i 的证明完全一样. 
任取 P e M •令 M 在 P 点的正规坐标为: r ， y ， 令 M 的特征空间为 R = 
W \^ = 一切 }• 令 iV = Wg + 3)(25+ 2). 考虑映射 T : V !^ R N 如下： 

( d vi+V2 (p \ 

#—[••• ， dx^dx^ ⑼， ••」， 0 ^ + ^2 ^ 2p + 2. 

如果 dirndl = mi > N 的话，则 kerT ^ 0 5 即存在 p e kerT , 使 p 在 P 点的零 
阶数〉％ + 1，因而与前面断言 矛盾. 因此叫< iV = i (2 5 + 2)(2^ +3). 定理 
证毕 • 

注 （1) 在以上的研究中，如果注意到特征函数的满足 Ap = - A ^, 因而 

P ( P )， 楚⑻，發⑻并非独立，而是有一线性关系.因此， 

(... j : ， ⑹…) 

V ' dx^dy^ KPh ) 

仅落在的低维子空间中，根据这一观察， G . Resson 将 mi 的估计改进为 


mi ^4g + 2i + l. 
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( Ann , Inst . Fourier Grenoble , 30(1980).) 

(2) 如果分 = 0,即 M 同胚于 S 2 , 则 rm 彡 3 . 对于炉的标准度量 ， Cheng 
的估计正好达到. 


3.7 相邻两特征值之空隙 


高阶特征值估计的一个侧面是给出相邻两特征值之空隙的尽可能精确的 
估计.这一方面我们将限于提及两个结果， 一 是早在1956年由 Payne - Polya - 
Weinberger 给出的上界，一是新近由 B . Wang 及 S . T . Yau 给出的 下界. 

定理 7.1 ( Payne - Polya - Weinberger ) 设 i ? 是 IR # 中有界区域 ， Afc 是 的 
第 fc 个特征值 （ Dirichlet 条件)，则下述估计成立 • 


入 fc+i 一、 义 


4EtiAi 

Nk 


证明 根据极小极大原理，如果叫是相应于\的满足 Dirichlet 边界条件 


的特征函数，则 


A / c+i 


inf 

I ^i =0 

i=l, …， fc 
㈧ ⑽ =0 


In 陶 2 

’ 


不失一般性，我们可以假定仰是正交规格化的，即 



UiUj == S{j . 




现在我们来选取适当的试测函数 P 任意固定 A ：), 取一待定函数 


5,令 


k 


^Pi 


9 从 i — 〉: aijUj ， 


显然 ^Pi\dQ = 0 . 条件 f (fiiUe = 0给出 



gUiU e - I UjU 




QUlV^e — ^ie 
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所 I e = ( Zd ， 





Q 



Q 



guiipi - [ ^ aijUjipi 




° j 






I 則 


2 



外 △ 外， 


因为 


△(^ = Agm + 2Vg - Vui + gAui - ^ (HjCiijAuj 


3 


^9 u i + 2V-9 - S7ui ― \%gui + XjdijUj, 


3 


所以 


J I ▽灼 I 2 =- 




^g^PiUi — 2 / ▽ 分 . Vui • + Ai / guiifii, 



其中 


一 2 



( fiiS/g - Vui = ~2 


l 



9^9 - UiVu 


l 


% 


參 # 

3^ 



+2 > : dij j UjWiLi - \/g 



l 



% 


-\ J ▽/ .▽# 

^ ^9 — > : ^ij ( UjMj 么 g, 


Yl ai i / V (^) V 5 

ij 


^3 


(3.7.1) 


所以 



I 


2 


E - 


% 


l 



^ Pi^i 



+ 


• E / ' 2 △沒 2 


Yl ai i J u i u A9 + Y1 X 


% 



i I 



% 



^9^9 + J2 ^ij 1 H - 2 ^ : f ^9 

ii i 


2 


- ai i j u i u i^9 + J 9 u i^Pi 

ij i 
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u 


2 i\^g\ 2 + Yl Xi / 






2 


+入 fc 


E 八! 


因为 Vi ， A fc+1 / |V ^| 2 , 所以 


入 /c+1 — 入 fc 


EMM 


N 


取 P = 9a{x) = di = 1 ，则夕满足 


A^ = 0, \Vg 


于是 


2 


入 /c+1 —入 fc 彡 


k 


EiM _ 


其中外 a 二 — ^ djjUj ) 由 （ 3.7.1 ) 式 



= & = — 2 > : I ^Pia(^9 * ▽%) 
f? , Jn 


2 



^Pia 


Q 




j 


duj 

dxj 


对 a = (a u … ,a N ) e S N 一 1 进行平均 . 取规格化的积分 J S N^ da = 1 ? 则由 


Schwarz 不等式 



公砟 < (J 


1/2 


(/^ 



1/2 


得到 
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利用熟知的事实 




所以 


^警 

因为 w e -\ ㈧ +1 — 4) K j>L o , 所以 




所以 




Aj k 
N ( A^i — A / c ) 


即 Afc +1 - Xk (表 Ylh Xi . 

现在考虑两特征根之差的下界. 

定理 7. 2 设 O 是 IT 中 2 有界光滑凸域， A l5 A 2 为 Dirichlet 问题的第一和 

第二特征值，则 A 2 - A ! 彡 g ， 其中 d 为12的 直径. 

首先证明引理. 


引理设 ^ i , u 2 为对应的第一和第二特征函数，则…⑷〉 0 ，Vx e P ， g 光 


滑到边界. 


证明 Ui ( x ) > 0, Vt e 是 Courant 定理的结果 • 

在充分小的开集 t / 上，选择局部坐标 ( Xl ,x 2 ,... ,x n ), 使得 undo 
K = 0}, 由于在 P 内 w > 0, 而在 a /2 上 W 三 0 •由 Hopf 引理，有 du 


=un 

. < o , 

在 上，冬 ui 光滑到上，所以它是 U \J Q 上的光滑函数•由 Malgrange 

#0,我们有 

idf? 

u\ = 5i^i 


定理和 


dx\ 
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在局部成立 • 其中51在万 Ut / 上光滑且仍# 0. 
另外，在 3 D 上 U2 = 0,由 Malgrange 定理 


U 2 = 92工如， 

其中％ 一 0,且在 C/nTJ 上奶和 / i 2 为光滑的.显然 

乜2 一 92^2 

ui gi 


必在万 nc / 光滑. 

现在证明定理.令^ 通过简单计算我们有 

Ul 

Av = —Xv — 2 (Vv - Vlog ^ i ), 
其中入=入2 -入1〉0•令 C ? : i 7 — ^ M 为 


G = |▽叫 2 + AQu — v ) 2 , /i > sup 幻， 

则 G 是万上的光滑函数.因此必在卻 e 万取到其极大值，断言 

G < sup A(/x — v ). 
n 


(3.7.2) 


事实上，设吻 e ⑽. 我们选取 nr 中的局部正交标架认，…， U ， 使得 h 

为外法线，并记为 G ⑽=备. 


QQ 

Q^~( x o) = 2 v i v il - 2Al；i(/i - v) 

1 i=l 

n 

= 2viVn +2y^ ViVu - 2Xv 1 (f! - v) 

i=2 

^ 0. 


考虑 M = — Ar — 2 (Vv • viogw )， 其中心和 r 都光滑到边界 • 因而在 
上取有限值，所以 


(▽ 1 ? • Vlogt ^ i ) = 


丄 

^1 


外 ( 以 1 ) 1 + X] 叫 ㈣ i 
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取有限值.而在 3/2 上屯三 0, 所以 ( u^i = 0(2 < i ^ n ) (在 上）. 因此 

有限•由 Hopf 引理@ # 0, 而 坩| ⑽三 0, 所以 外| ⑽三 0. 因此 


8G 

dxi 


w W 

( xq ) ― 2 〉: ViV ^ ^ 0. 


i=2 


由 R " 中超曲面的第二基本形的定义 


Vil 


m ^ 

— > : hijVj ， 2 ^ j 《 Tl ， 


j =2 


其中 （/ H ；) 为 ar ? 的第二基本张量.所以 


0< 


8G 

dxi 


w 

( xq ) ~ - 2 > : Vi hij Vj . 


U =2 


因为 D 是凸的，所以糾 


Xq 


0,2 < i < n ， 即 Vi;(ar 0 ) = 0. 因此 


G{x) < G(x 0 ) = I ▽川 


2 


Xq 


+ A(/i - v) 


2 


< sup A(" — v) 2 . 


其次设勒 e 则我们有 


即 


^ G \xo = 0 ? AG| Xo < 0, 


0 = Gi 


Xq 




w w 

一 2A(/x — v)vi 



0 彡 AG = Y^Gi 


l 


2 J2 v l + Y, 2v i v i 


ll 






酽 ^ w 

+2 入 y^^vf - 2A(/x -v)^2 


^ii 
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将^满足的方程代入 

71 

0 > AG = {2 vfj + 2X 2 v(fi - v)} 

ij=l 

+{4A(/i — v)(Vv • Vlogui)} 

—{4(\7 十 [▽(▽!； •▽logw )]}， 

若 Vv(xo) = 0, m (3.7.2) 成立，若 V^(rro) ^ 0, 我们可取局部正交标架，使得 
^i(^o) 7 ^ 0, Vi ( x 0 ) = 0,2 彡 i 彡 n, 则 

(^o) = X(fi-v), 

(*^o) = 0， 2 ^ ^ Tl. 


因此 


n 


0 > AG = 2 ^ vfj + 2A(/i — v)v — 4i;f (log^i)n. 


im 


根据 Brascamp 和 Liep 的结果， logiii 是凹函数，因而 （ logt ^ i ) ii ( To ) < 0,因此 


n 


E 啗 + 入 2 (" - V ) 


V 


» _ 


< 0 , 


Xo 


或 


{vh + \ 2 v(fi-v)}\ Xo < 0. 


将外1(吻）的表达式代入，得 


一 v(xo)) ^ 0 (Vv(x 0 ) v(x 0 ) < supv) 

Q 


这是不可能的，所以 ▽<$(>) = 0,即 


G(or ) 彡 sup 入 ("— I；) 2 , 

xEf2 


即 

▽叫 2 彡 A{sup(/x - v) 2 一 （"一 ^) 2 }, 

Q 
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特别地， 

| Vt ;| 2 < A { (sup v — inf v ) 2 — (sup v — v ) 2 }, 

因此 

1 ▽叫 2 . 

yj (sup v — infr ) 2 — (sup v — v ) 2 

在中找两点奶和奶，使 v ( q 2 ) = Mv , v ( qi ) = supv . 直线连接 qi , q 2 , 则此 

线段落在万中，沿此线积分得 ^ 



7T 

2 


^ V~Xd, 


其中 d 为直径，则•证毕. 

3-8 与曲面有关的特征值问题 


本节将集中讨论与曲面有关得特征值问题.特征值问题的总目标是通过尽 
可能明确的几何量，例如流形的体积 Vol ( M ), 直径 diam ( M ), 以及有关的曲率 
量来给出特征值的上界和下界的估计.从 Polya 猜想可以看出，就1^中情况， 
结论似乎应为 

A C 

1 〜 (Vol(M)) 2 /n* 

在曲面的情况下 （n = 2 )， A ! 〜 最， 其中 A { M ) = Area ( M ). 

历史上第一次给出这方面肯定结果的是 Szeg6 ， 他证明，如果是 
一单连通的有界域，则对满足 Neumann 边界条件的第一特征值 / ii 有估计 


"1 彡 


C 

MDY 


其中 C 是与 Bessel 函数第一个零点有关的常数，并且等号成立当且仅当 D = 
圆盘 • 

Szego 的上述结果，1965年由 Weinberger ( J . Math , and Mech .，1965) 推广 
到高维的情形：如果 D g 3 T 是一单连通的有界域，则 P 的 Neumann 边界条 
件的第一特征值具有上界 

芦 1 、 （Vol ⑼) 2 >， 
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其中等号当且仅当 O 为球时成立， C 由球的体积值决定 • 

将 Szeg 6 的方法推广到2维紧致曲面 S 2 的是 Her S ch ( C . 凡儿心 270(1974)). 

定理 (Hersch) 对炉的任何度量，其第一特征值有估计 


入1彡 


87T 


其中 A ( S 2 ) 是对所给度量而言的 面积. 

如果将 S 2 在标准度量下的面积记作 AoGS 2 )， 则 A 0 ( S 2 )= 4 n , 熟知此时炉 

的第一特征值为2,上式也可以写作 

Ai^4(5 2 ) < A 1 (standard Ao( 5 2 )). 

Urakawa(J. Math. Soc. Japan., 31(1979), 209-226) 指出， Hersch 的结果直 

接推广到紧致高维流形是不成立的，即不能指望 

AiVol { M) 2/n < C, 


而其中常数 C 仅依赖于 n . 它必须依赖于流形 M 的其他几何量 （ 参加前节中 

Cheng 的定理). 

S 2 是亏格 p = 0的 Riemann 曲面，对于亏格^>0的紧致 Riemann 曲面 

Ug , 相应于 Hersch 定理的结果由 P . Yang - S . T . Yau 给出： 

定理 （R Yang - S . T . Yau ) [ Ann . Scuola . Norm , Sup . Pisa . 7(1980)]. 设 

S 9 是亏格为 p 的紧致 Riemann 曲面，则对 & 的任何度量而言，都有 


Ai ^ 


87r(l + g ) 

稱厂， 


其中 A { E g ) 是对给定度量而言. 

为了研究这些问题， PLi-S.T. Yau 提出了共形体积的概念，下文将表明， 
这一概念不仅与第一特征值的估计有关，还与关于超曲面的 Willmore 猜想及极 
小曲面等有关. 

本节将顺序讨论 Szego-Weinberger 定理， Hersch 定理， P. Yang-S. T. Yau 

定理以及共形体积等有关问题. 

为了叙述并证明 Szego 定理，我们首先回顾一下 R 2 中单位 圆盘乃 ={|爿< 
1} 的特征值问题 （ Neumann 条件).对 IR 2 而言，其 Laplace 算子 △ =备+备. 
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如果用极坐标 （ r ，0) 表达则为 




U 1 d 2 

dr 2 + r dr + r 2 d 0 2 


欲求△的第一特征值和特征函数，通常采用分离变量法，令 tx = i ?( r ) COS 0 或 
u = Rir ) sin 0 为第一特征函数，特征值为 Ai ， 则由 Au = -\ iu 而得 


d 2 R 

dr 2 


1 dR 

+ r ^ + 



h) 



经过变量替换， R ( r / VX ) 满足的方程是 Bessel 方程 


d 2 Id 

- 1 - 

dr 2 r dr 



R{r / y /~ X \) = 0. 


因此， = Ji ( r ), i ?( r )=々( V ^ r )， 其中 Ji ( r ) 为通常的 Bessel 函数. 
如果我们要求的是满足 Neumann 条件的第一特征函数，则条件|^ =1 = 0等 
价于 = 0 ,即= 0,因此 vOT 是 A ( r ) 的第一个 i 点.根据 
Bessel 函数&理论，它的数值 （ 以下记为€丄 1.8412. 总之，对 D 的第一特 
征值问题而言 （ Neumann 条件)，我们可以找到两个独立的特征 函数： 


^ i (\/^ i r ) cos 0, Ji { y /~ Xir ) sin 0 . 


而第一特征值 

Ai = C 2 - (1.8412) 2 . 

下述定理见 G . Szego , J . Rat . Math . Anal ” 3(1954)，343-356. 

定理 S.l ( Szego ) 设 I ? 是 R 2 中单连通有界区域，则它的第一特 征值糾 
( Neumann 条件）满足 

其中 € 士 1.8412, A ( j ?) = Area ( i 7). 

注当 d =单位圆盘时，这一估计是最佳的. 

证明由极小极大原理 


"1 


= inf 


Lf = 0 


L iv/l 2 
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因此我们欲寻求尽可能接近第一特征函数的检测函数，以给出 Ml 的上界•令 
fir ) = 则由前所述 cos 0, g 2 = /( r ) sin 6 是单位圆盘乃的第一 

特征函数 （ Neumann 条件)，因此，满足 

f |V ^| 2 =^ 2 [ gl i = 

Jd jd 


% 

dr 


= 0 蕴含 / D 仍 = 0. 

^据 Riemann 映照定理，存在 一一 的全纯映照 F •• — JD , df 2 — dD , 令 

^= gi oF , < P 2 = 92 0 F . 因映照是共形的， 3 D 的法线方向变成 3 D 的法线方 

= 0,所以 = 0 = f n ( p2 , 但熟知的 Dirichlet 积分是共形 

肉 df ? 


向.因为 


不变的.因而 



(iv^i 2 + iv^ 2 n 


2 





| V 5 i | 2 + | V 52 | 


2 


D 




e ( 9 l + 9 l = e f f \ r ) 
Jd Jd 


另一方面 





^1+^2 = 


f 2 



{gx o F ) 2 + ( g 2 o F ) 


2 


Q 



/V) 


D 


dw 

dz 


2 


rdO dr 



1 p27T 

f 2 ( r)r 

0 JO 



dw 

dz 


2 


d 6 dr 


其中 w = w ( z ) 是全纯映射 F " 1 : D — j ?， 令 


G ( r ) 



2 tt 


0 


dw 

dz 


2 


d 6 


i^w(z)=Zo^n'Z n ,m 
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由此可得 G ( r ) 是增 函数. 于是，当 r 彡1时， 



r / *1 pi 

G(t)tdt = r 2 G(xr)xdx ^ r 2 / tG ⑷ dt 

o Jo Jo 


因此， 



f 2 (r)rG(r)dr 


o 


(/ 2 ( r)d ( f 

0 \Jo 


r 


tG(t) dt 




f 2 (l) f 1 tG(t) dt - / 1 [/ 2 ( r )] V 2 f 1 tG{t) dt 
Jo Jo Jo 





1 


tG(t) dt / 2 ⑴ -/ r 2 [f(r)} f dr 

o L 


[tG(t) dt • f 2/ 2 ( r)r dr 

Jo Jo 




1 pi p2i7T 

2 I f 2 (r) dr - 

0 JO JQ 

1 

2 f f 2 (r)r dr - Area (Q) 
o 


dw 

dz 


2 


r dr dO 



K/d /2 ) 


Am 



Mi ^ 


L \^ l \ 2 + \^ 2\ 2 

L ^1 + ^2 

ef D f 2 (r) ^ ^tt 

i (f D m) A(f?) ^ A(f?) • 


式中用到 f(r) >0( 当 0< r < l 时）这是因为 r = 1是 f(r) 的第一个正零 
点. 

注1利用同样的方法可以推广这个定理到具非正曲率的带边的紧致曲面 

上，即有：对单连通的紧致曲面（带有边界） M , 如果其曲率非正，则其第一特 
征值 （ Neumann 条件）满足 


Mi < 


丌 


Area (M ) 5 


其中《《 1.8 4 1 2 为 J ； (r) 的第一个零点•（见 P Li-Yau 的文章 •） 
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注2对于 R 2 中有界单连通区域 O 的高阶特征值，有 Polya 猜测： 

对 Dirichlet 条件而言， 

47T2 

1 ^ Area ( i ?) ’ 

对 Neumann 条件而言， 

Ani 

、 Area ( i ?) ’ 

其中特征值重数计算在内，见第七章问题集，问题 70. 

在往下讨论以前，我们首先叙述中单位球的特征值问 

题 （ Neumann 条件)，我们要找的特征函数具的形式，由 

r 

~/ii(p(r)y = A (p(r) 孕） 

= A(p - — + 2 V(p - V — + , 

r r r 

经过直接验算 




A 


r 

r 


= 0， 


得 


所以, 



即 

(d 2 ip Ndip ( N — 1 、 A 

l 〆 ⑴ = 0 (Neumann 条件) • 

将它正规化，考虑 Bessel 型方程 


d 2 cp 


U 字 + 




(p = 0 



*144 - 第三章特征值问题 


的解 J ( r ) •设，的第一个正零点为 A 则 J ( Pr ) 满足方程 



于是 { jm ^} 组成 {!>? < 1} 的第一特征函数 （ Neumann 条件)，其特征 
值为沪 . r 

如果球 B ( O , R 0 ) 的半径是 4 那么经过一个简单的变换，即有 { J (^ r ) 
7 } 组成 { E ^ 2 <^ o 2 } 的第一特征函数，特征值为 

P 2 /R 2 0 = 常数 /[ VolCB (0, 丑。 ))] 2 〜. 


下面证明 Weinberger 对 Szego 定理的高维推广. 

定理 8.2 ( Weinberger ) 设 i ? 是中有界域，则满足 Neumann 条件的 

特征值有如下估计 

Ml 、 ( V0l ⑼)_， 

其中等号仅当 O = B ( x 0 , Ro ) 时成立，即中心在某点勒€ R ' 半径为 R 0 >0 
的球. 

证明由极小极大原理， 


Mi 


inf 

fs 7 


L iwi 2 


我们必须构造适当的检验函数，以给出 w 的上界.取以原点为球心的球 s ( o ， P0 )， 
使 Vol ( B ( 0 , po )) = Vol (/?), 其中 B ( O , p 0 ) 的半径为 A )， 根据前面的说明，我们 
有 B ( O ， P0 ) 的满足 Neumann 条件的第一特征函数 { p ( r )^} ? 其中 p 满足 



因为 A ) 是 〆 的第一个正零点， p 在[ 0 ，如]上是递增的. 


作辅助函数 



g(r), r<po, 

9(Po )， r 彡 ㈧ ， 
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对任何/ e con { Q ) ( P 的凸壳），考虑向量 V { x °) 


V ( x °) 




x^Gjrjx.x 0 )) 

r ( x ^ x °) 


dx - 


dxi 


这样就定义了 con ( Q ) 上的一个连续向量场，当# e a ( C on (/2)) 时， V ( x °) ^ 
方向指向 3 (con (⑺）的外侧，与 3 (con ⑷ )） 横截 （ transversal ) 相交，在这种情 
况下，关于向量场奇点的 Hopf 定趣成立，因而至少存在一个点# e con (⑺， 
使 V ( x °) = 0,将坐标原点移到 x Q ， 即无妨认为/ = 0,令= G ( r ) f(i = 
1,2,…， iV ), 则我们有兄力= 0,因而 



及 


Mi 




E 剛 


2 




2 


% 


W ▼ 

h3 


G f 


r 



2 


_ t - 2^2 ^2 _ 

E^ + lE 〜 


h 3 




+2 


G 


r \ r 


a e 如 


^*2 j i, ."—r t 

hj 


ru2 _ ri2 _ _ 


% 


% 



G ,2 + S ( iV - l )， 




Yj 卜 G 2 , 


% 


所以 


" l 彡 


Sn G ^ + { N - l )^ 


考虑分子中被积函数 G ' 2 + (iV —1) 答，由定义，当时， G { r ) = g ( r ), 
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此时 






gY + (w — l ) 






，/ iV-l , … N — 

9 ( 一 — —9 一 Mi (丑) P+ 一 ^ 


+ (iV — 1) 




2卜⑼卯'-^1(，—亨 

^^gg'-^-irg'-gf 


< 0 . 

n 

这里用到 P 彡0， 〆 彡0•当 r > p 0 时， 


dr 


( G ,2 


N 



r 2 


g 2 ) 


(N^l)g 2 (p 0 ) 


dr 




<0 


记 o 


f2n B ( 0 , po ), 则当 : r e i ?\ 时， r ( a :) 彡 p 0 , 因此 


L i G，2 



iV - 1 

r 2 


g 2 ) 


G 


/2 


N 



f 2 i 


r 2 


G 


+ 


G 


/2 


N 





r 2 


G 


^ L [ 9 


N 



r 2 



G， 2 + ^1 g 2 


r 2 


Yol(Q\Q 1 ) 




O 2 + 々 



/ 

Jb(o 


t 2 



po)\^i 


^(0^0) 


N 



r 2 


9 2 )- 


而 


G 2 


Q 


f 2\ 


9 2 + 9 2 (po)Vo\ (Q \ ^) 




9 2 + 9 2 (po)yo\(B(0,p 0 )\f2 1 ) 


^ U , P0) 9 



因此 
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Ml 彡 


LG ， 2 



N-1q2 


f ^ 2 

^i(B(O,p 0 )) 







JV 2 + 令 V 

B(O fP0 ) g2 

c 

( Vol ( B (0, po )))^ 


c 


(Vol ( Q)) 2 / N 


以下讨论中，有关的共形变换群的下述事实是经常用到的 • 

设沪的共形变换群为则 G 中包含一个和 B^ 1 = {xe E^ +1 ||a:| < 1} 
同胚的子群 Go :令 r e B n +\ 定义 


一 （1 一 |0 — (1 一 2a • x + \x\ 2 )a 

I -2a - x+ |a| 2 |x| 2 


a 


2 


< 1 , 


(3.8.1) 


由 Schwarz 不等式，当|工| 2 < 1 时， 


1 — 2a • x + |a| 2 |x| 2 = (1 — a • or) 2 + |a| 2 |a:| 2 — (a - x) 2 > 0, 

因此可以定义 

不难验证 

g a : 5 n+1 — B n+ \ S n -^S n , 

B n ^ l = H | x | 2 < l }, 这是因为通过计算， 

1 一 = (工 一 l a l 2 )(i — \ x \ 2 ) 

1 一 2a • x + |a| 2 |a:| 2 5 

不仅如此，办作为 B n+i — B n + 1 ， 沪-还是共形的，因为有 

\dy\ 2 = \dx\ 2 

另外，由 (3.8.1) 还可以看出，当 a € ( 即 M 2 = 1 ) 时，则任何 xes n \ { a }, 

都有 

—2a(l — a • x) 

沒 = _■ 沿： 7: 百一 = — a ， 


即：此时如将 W\{4 — {—a}. 
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以上共形变换群也可以通过球极投影来 得到： 对于任何 a e 通过球极 

投影（以命为极点）将$ e 沪 — ^⑻ e M n ， 对任何实数 t , A ^ eR n ^ t ^ ew 1 
定义了 上的一个单参数共形变换群 g a ( t ), 这一单参数变换群定义了 5-上一 
个共形向量场 

V a ( x ) - &在 ％5-上的投影. 

| a | 

g a { t ) 中存在惟一的映射将 O — a ， 直观上也看得很清楚.当 a 4 时（即 

t > oc )， S n \ {— a } { a }. 

现在我们来证明 Hersch 定理. 

定理 8.3 ( Hersch ) 对于炉的任何度量，其第一特征值有估计 


入1 < 


87T 

1(52)* 


证明 对于炉的任何度量叔，考虑共形映射 （ 这样的共形映射总是存在 
的，因为炉上只有一个共形结构）^ { S ^ ds 2 ) -> (5 2 , ds §) dsl M 指通常的 
球面度量.根据极小极大原理， 

入 1= inf #1禁5， 

/ s2 /=o J S 2 P dv 


而是对说而 言的. 现在取 Q 2 , d #) 上的坐标函数= 1,2,3) (熟知它是 
(5 2 , dsl ) 上的第一特征函数 I )，则 d 。#是 （ S 2 , 说）上的函数. 

1°因为 P 是共形映射，而在曲面情况下，函数的 Dirichlet 积分是共形不 
变的，即 Vi 


f | V (? 0 (/ p )| 2 dv = 

Js 2 








x l Ax l = 2 




8tt 

y 


2。人咖（沪）=] 52 1.而：=1：] 52 (/ 0 ^) 2 ，因此， 至少有一 i ， 有 



{x l O cp ) 2 彡 


Area ( S 2 ) 


s 2 


3 


因而，如果 w 选择可使那么 

f s2 \ V ( x i Q ( p ) l 2 dv 8 tt 
1 ^ f \ x l o ( p \ 2 dv 、 Area (* S 2 ). 
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因此问题归结为找 W 使/# ^0^=0,任意固定共形映射仰： （ s 2 , 说） — 
( S 2 , ds 2 0 ), 再考虑本节开始所述的（沪，办 §) 4 (沪，心 §) 的共形变换群 G 。， 取 
义 e G 。， 令^ 它自然是（5 12 ,说） — （沪， ㈣ ）的共形变换. 

定义映射丑： B n+1 B n+1 

災心 ) / og a oip ( B ) , i = 1,2,3. 

当 a e S 2 时，如前所述，炉上所有的点 （ 除去 - a 外）都映成 a ， 此时 W 0 
g a o ^ = a i , a =( a 1 , a 2 , a 3 ) eS 2 , 因而丑可连续延拓到沪上，并且在上是 

恒同映射，根据初等拓扑知识，此时丑必是满的，因而存在 aeB " +1 使 

F ⑷=(0,0,0)， 


即 

J x l og a o ip = 0, 

定理证毕. 

S 2 是亏格 p = 0的 Riemann 面，对亏格 g > Q 的闭 Riemann 曲面相 
应于 Hersch 定理的结果是 P . Yang 与 S . T . Yau 的下述定理： 

定理 8.4 ( P . Yang - S . T . Yau ) 对匕的任何度量其第一特征值满足 


Ai ^ 


8 丌 (1 +g) 

A ^(Eg) 


这一定理可以考虑共形分支映射 ip : E g — S 2 , 再利用类似 Hersch 定理的 
证明方法而得到.由 Riemann-Roch 定理，上存在非常数的亚纯函数，具 
有惟一的重数不超过 P + 1的零点.因此& 一 定是炉的阶数不超过9 + 1的 
分支覆盖.这样的 P 是一定存在的.但是利用下文将讨论的共形体积概念，这 
一定理还可以更简单地证明 • 

设 ( M , ds 2 ) 是一紧致的 Riemann 面 ， (/> : M S A 是一共形映射 （ 浸入）， 
设心 g 是的标准度量，则 


0* dsQ = a ( x ) ds 2 ， 

其中 a ⑷是定义于 M 上的非退化 C 00 正 函数. 
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令 G 为 W 的共形变换群， \ JgeG ) g ocf >： M ^ S n 仍是共形的，记6%为 
M 上对应于& 。州柯 的体积元素 • 

定义 相应于 多 的 M 的共形体积 y c ( n ， 妁为 

V c (n,(j)) = sup / d/Vg ， 

geGJM 


而 M 的共形体积则定义为 


Vc ( n , M ) = inf Vc ( n ,0), 

♦ 

其中4取遍所有 M ~^ S n 的非退化共形映射 （ 浸入). 

下述定理表明共形体积与第一特征值有着密切的关系，同时该定理也表明 
Vb ( n » 的定义是非平凡的. 

定理 8 . 5 ( P . Li - S . T . Yau ) 设 M 是紧致 Riemann 面，如果存在 M 5 n 
的共形映射的话 （ 此时 Vc ( n , M ) 可定义)，则 

X 1 V { M )^2 V c ( n , M ), 

等号成立时 M 是 W 的极小曲面，并且浸入 M ^ S n 由第一特征函数的子空 
间给出. 

证明 如同 Hersch 定理证明一样，设= 1,2, …， n + 1) 是 R ra+1 的坐 
标，则对任何从 M 到 5- 的共形变换也存在 p e G 使 

/ ? o 分。彡= 0， Vi , 

J M 

于是 

入〈 / M l V (^ Q g Q < ^) l 2 

我们注意，对于任何等距浸入曲面 iV — S ^ cR n+1 ， 有 

n+1 

J^|V^| 2 = 2. (3.8.2) 

事实上，对于任一点 P G iV C 斤,通过 R n +1 的正交变换可使 P = (0, …，0, 1) 
是俨的北极.于是 { x \-^ X n } 给出了沪的一个局部坐标系，使得沪的标 



3.8 与曲面有关的特征值问題 • 151 • 


准度量张 量阳在 P 点为 9 ij ( p ) = %*不妨设 T P N = span{ggr ,备}.因为# 
的度量是从诱导而得，故易得 


\ S / x l \ 2 { p ) = \ Vx z \ z ( p ) = 
\ Vx l \ 2 ( p ) = 0， V 3 < i 彡 n + 1. 


2i2 


因此， 


n+1 


^| V ^| 2 ( p ) = 2. 




既然点 peiV 是任意的，故得 （3.8.2) 
因为 



\V(x l ogo<f >)\ 2 = I \Vx l \ 2 = I (go(f)y(\Vx l \' z dv), 

M Jgo())(M) JM 


i \2 


i \2 


所以由 （3.8.2) 得 


n+1 



o 夕0沴)| 


2 


M 



M 


(go^y^lVx^dv) 



2/ { go 4 >y dv < 2 V c { n ,4>) 

M 


另一方面， 


n+1 



YJ (^ogo<p ) 2 =： I l = Vol(M )， 

M JM 


所以 


AiVol ( M )<2 Vb ( n ^) 


因为 V c ( n , M )= infVb ( n ^), 自然有 


\ l V { M )^2 V c { n , M ) 


现在证明定理的后一断言，设 \ V { M ) = 2 Vb ( n ， M ), 通过对度量作一伸缩 
变换，无妨设& = 2,此时有 V ( M ) = V c ( n , M ). 

取一串共形映射 ( h : M — S n ， 使 

lim Vc ( n ，( f ) h ) = Vc ( n , M ), 



•152 - 第三章特征值问题 


同时满足 



X 1 o cj) h = 0, Vi , h . 


M 


适当改变坐标顺序，无妨设 


/l~>OC 



lim / { x l o cj ) h ) 


2 


> 0 ， i = 1，2,…， iV ， 


M 


0， i = iV + l 5 


，n + 1. 


由 


n +1 



2 V c ( n ^ h ) ^ > / Io < j) h 

M 


2 


i=l 


n+1 


> 2 



( x l ocf > h ) 2 = 2 V ( M ), 


l 


M 


第二 式是因为假定 V 
F c ( n ， 均=寧)，得 


，第三式是因为 E =1，令 /i — oo , 注意假设 


n+1 


2 V c ( n , M ) 




lim 

h—oo 



I Vx" o (f) h 


2 


i 


M 


n+1 

lim V 2 


h—oo 


0 

l 



( x z ocj > h ) 2 = 2 V ( M ), 


M 


因而对任意固定的 i ， 是 Sobolev 空间 Hl { M ) 中的有界集，因而无妨假设 
它是弱收 敛的. 再根据 Sobolev 空间的理论， Hl { M ) ^ L 2 ( M ) 是紧算子，无妨设 
它在 L 2 ( M ) 中强收敛到也，显然 J 2 i=i = 1 a . e ., ipi = 0 (z = iV +1， … ， n + l ). 
由于 Vi 




|V^o ^| 2 




n+1 『 

lim 5 Z / (心如) 2 , 

i=i 


因此， Vi 都有 
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同时因为 X 1 O (j) h —啦 (弱） ， lim/ |Va^ 。知| 2 彡 / |▽洳| 2 ,因而 

lim / |Vd 。(^| 2 = / | ▽也 | 2 ， 

JM J 

即在 Hl { M ) 中实际上 x ^ ch 是强收敛到*,并且2 J 喊=/ | ▽也| 2 ,即负是 M 
的第一特征函数并且是的 .rr — (也⑷，… Xx )) 定义了 M — SN - 1 
的共形映射，由 E 4 = l ， 得 


|V^i| 2 = = 2 = Ai, 

因此（也，…，# ) 实为等距 ( isometry ) ，因而 M 是，- 1 的一个极小子流形. 
定理 8.6 设 M 2 是由浸入‘ M 2 — 沪给出的 W 中的紧致极小曲面，则 


V { M ) = V c ( n ,( f >). 


证明设 tt : W ，为球极投影，则 tt 是 W ，的共形映射，对每一 
个 7 TO 0( M ) 在，中的法向量#，令{辦，沾}是相应的主曲率，熟知 



2 


是共形不 变量. 因此，对于任何 pe C onf ( V ) 都有 

/ ~ ^2 ) 2 = / 两-两) 2 . 


但是由 Gauss - Bonnet 公式（如 M 是 iV 的曲面，则 R M ( X , Y ) ^ R N ( X , Y ) = 

得 

4 f H 2 - K = 4 [ H 2 -{ K - 1) 

J 7 ro ( f >( M ) inR n J go < j >{ M )\ nS n 

= 4 /互 2 -K + W { goci ){ M )). 

再由 Gauss-Codazzi 公式 f K = fK = 27 rx ( M ), 因此有 

f H 2 = f H 2 + V ( god >( M )). 

J 7 ro 0( M ) J gocf )( M ) 

由于 ct > m 是 s n 中极小曲面，因此 

V {^( M )) = [ H 2 = [ H 2 + V(g o 0( M ))， 

J TTO ( j ){ M ) J go < j ){ M ) 
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所以 

V ^ V {g o < t >{ M )) , \ fg . 

由 V c { n ^) 的定义，有 

V ( cf >( M ))^ Vc ( n , cl >), 

另一方面，由定义显然有 F c ( n ,0) ^ V ( cj >( M )), 定理证毕. 

以上两个定理结合起来，可以使我们计算若干曲面的共形体积. 

系设 M 是紧致曲面，如存在一个极小浸入 cj>'M — S ' 并且坐标函数 
由第一特征函数给出，则 V c { n , M ) = V ( M ). 

这是因为，熟知此时> 1= =2,根据上面两个定理，有 


2V(M) ^ 2V c (n,M) ^ 2V c {n,(f>) = 2V(M). 


根据此系，立得 

(1) V C (S 2 ) = 4tt, 

(2) Vc ( RP 2 ) = 6 tt . 

这是因为，对 MP 2 的标准度量而言，其第一特征空间给出了 MP 2 — 妒的一 
个等距极小嵌入(文献中的这一极小嵌入称为 Veronese 曲面 ) ，而 V (Veron) = 6tt. 


(3) Fc ( T 2 ) = 2 tt 2 , 其中 T 2 是所谓方环， 在 g = l 的模空间中由向量（1，0) 
和 (0,1) 生成 • 

这是因为对具平坦度量的方环而言，可以通过第一特征值的特征函数来实 
现到炉的极小嵌入： 


OAH 3 , 而 ! 

十 ㈤ —忐)卜 

( 4 )设 M 是亏格为1的紧曲面，且共形等价于由 {( l ,0),( x , y )}(-^ x ^ 
l ， l - x 2 ^ y ^ l ) 所生成的平环面，则 2tt 2 彡 V C (M). 

定理 8.7 (P. Yang-S. T. Yau) 设匕是亏格为 9 的紧 Riemann 曲面，则 
ME g 的任何度量而言，都有 

入1义(幻 < 8丌 (1 +办 
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证明 根据定理 8.6 ， A ^( E 9 ) ^ 2 Fc (2, E 5 )- 任取共形分支覆盖映射 

♦ Ylg — 5 2 , deg (p 1 + g ( 根据 Riemann - Roch , Yl g 上存在非常数的亚纯函 

数，具有重数 + g 的零点，因此这样的4总是存在的).易见，如果# — M 
是 d 重覆盖， MiJV c (2, N )^ dV c (2, M ). 因此 

MA ( E g ) ^ 2 V c (2, S g )^ 2 V c (2, S 2 )(l + ff ) 




8 丌 (1 + p). 


注 Yang - Yau 实际上证明了如下更强的一些结果: 



3 V ( M ) 

8?r(l +5) 


与第一特征值、共形体积等密切相关的问题有 Willmore 猜想. 利用共形面 
积的概念，可以很容易地部分解决 Willmore 猜想. 

下面讨论 Willmore 猜想. 设 M 是 M n 中的紧致曲面，具有诱导度量•以 
丑表示 其平均曲率， Willmore 猜 想为： 对于任何可浸入环面 r 2 G M 3 , 有 

/ \ H \ 2 ^ 2tt 2 . 

JM 


引理 8.1 设 M 是中紧曲面（无边界)，则 

/ \ H \ 2 ^ V c ( n , M ). 

JM 

等号成立意味着在某一球极投影下， M 是 5- 中极小曲面的像. 

证明 利用球极投影的逆映射，我们得到从 M 到 5" 的共形映射也再与 
Mobius 变换复合，我们可以假设 ( KM ) 的面积就是0的共形面积 V c ( n , cf >). 

利用前面定理的讨论，我们有 

[\ H \ 2 = [ \ H \ 2 + V (4>( M )), 

JM J<f>(M) 

其中 F 是 4( M ) 在 S 71 中的平均曲率•由 V (( j )( M )) = Vc { n ,4>) 得到 

/ \ H \ 2 ^ V c ( n , d >). 

JM 


证毕. 
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由引理 8.1 及前面的定理很容易得到下面的 
引理 S .2 设 M 为 IT 中紧致曲面，则 

/ \ H \ 2 > I sup(Ai . F ( M ))， 

Jm 2 

其中 sup 是对所有与 IT 中诱导度量共形等价的度量取的. 

由引理 8.1 及前面关于共形面积的计算，我们立即可以得到下面的两个定 
理： 

定理 8 .8设 M 是 RP 2 , 则对任何浸入 M — IT ，有 

f \H \ 2 ^ 6tt. 

JM 

等号成立隐含 M 是在球极投影下沪中某一极小曲面 （ 其特征值\ = 2 ) 在] R 4 
中的像. 

定理 8 .9设 M 是中亏格为1的曲面，且共形等价于由{(1,0)，(％?/)}， 
- •彡 : r < ^ yT ^ 彡^ /彡 1所生成的环面，则 

[\ H \ 2 ^ 2 tt 2 . 

Jm 

等号成立表示 M 共形等价于方环. 

最后我们要提一下与这里讨论的问题有关的两个猜想. 

猜想1 :对于亏格为 p 的紧致 Riemann 曲面乙 9 存在一个绝对常数 C , 使 
ME g 的任何度量都有 

^ C (1 + g ) 

Yang - Yau 定理表明，当= 1时，其答案是肯定的. 

猜想 2 :设 M 是沪中的极小嵌入紧致曲面，则第一特征值\(从）= 2. 

关于猜想2 ， 最近 H . L Choi - A . N . Wang 获得了下述结果 （ J . Diff . Geom , 
18(1983)， 559-563 )• 

定理 ( Choi - Wang ) 设 M 是沪中紧致、极小嵌入曲面，则 
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注原定理较此为广，它证明如果 M 是俨+ 1 中紧致极小超曲面，则 Ai ( M ) ^ 
I . 证明方法是一样的，下面只考虑 n == 2的情形. 

证明 M 将炉分成两个连通 区域仍 和仏，使得3= 3认= M ，设/是 
M 上的第一特征函数 （ 相对于 M 在 S 3 中诱导度量而言） .在认 中解 Dirichlet 

问题： 

{ Au = 0, 

^\df 2 i = U M = f ， 

则从是光滑到的函数 ， Vx € 5 3 .取$附近的正交标架 { endQ }， 当 
a : € dQi 0 t , 令 e 3 = 的外法线方向，而 e u e 2 E T X M , 则熟知， 


3 







Ur 


n 



D 2 u 是 w 的 Hessian : 


D 2 u ( X , Y ) = X { Yu ) - 
当 ： r e 时，对于 i 笋3,因为 

▽eiG = ^7 ei G{ — ^(^25 6 ^) 63 , 

其中▽表示 M == 的协变微分，而 Zi 表示第二基本形式.因此当 xeM 

时， 

3 3 

= 〉: = U33 + △/ + ^ : 

i=l i —1 

=W 33 + △/ + 2Hus, 

其中 A 表示 M 上的 Laplace 算子，而 F 则为 M 的平均曲率，因为 M 是极小 
曲面，丑= 0，所以\^€剋， 


乜 33 


- A / - X 1 f . 


在仿中考虑 △| Vw | 2 , 易见 （ 用到 △“ = ()) 


3 


3 


A | Vtx | 


2 


u ij + 2 RijUiUj ， 


■ ■ 
hJ 


W = 1 
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所以 



△|W|2 ^4 / |Vu| 

Ql 


2 


这是因为对于5 3 ? % = 2^.另一方面，由 Stokes 公式 


但当 i / 3时， 



A|Vu| 


2 




Q 


/ 




2 




UiUis 



2 


dQ \ 


^ UiUi ^ + 2^3^33 


% 



2 / u^Xif + 2 

dQ \ 




UiUis . 


所以 


但是 


因此 



叫 3 = D 2 u(ei,es) = ei(e 3 u) - (V ei e 3 )u 


2 




e i(^3) — hijUj, 


3 


A|Vw| 2 = 2Ai [ u s f + 2 [ ▽/ • Vu z 

Qi JdQx Jdfh 


2 / 〉: hijUj/Uj 

Jd ^ 


f 


2Ai / u 3 f - 2 f u 3 Af-2 f h{Vu, Vu) 

Jdf2 1 Jdfh JdQx 



= 4Ai / u 3 f — 2 h(Vu,Vu). 

dfh JdQ ! 



f 2± 


IV^I 2 = — uAu + / uus 

JQx Jdfh 



从 3 /， 





A|Vu| 2 = 4Ai [ |Vu{ 2 + 2 [ h(Vu,Vu), 

«T?i J 17i J df2\ 


所以 
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无妨设彡 0 ,否则我们可用仏代替仏 • 两者的法方向正好相 
反，且 ▽‘◦ = ▽/. 因此 



这样，就证明了 M 彡 1. 

系 如果 M 是炉中亏格为 g 的紧的极小嵌入曲面，则 

Area ( M ) 彡8兀(1 + p ). 


这由 Yang - Yau 定理及上述 Ai ^ 1的结果直接可见. 

最后我们要提 一 下有关负曲率的一般 Riemann 曲面的特征值的 结果. A . 
Selberg 证明，如果 

^ g = H / r,H = { z \ lmz >0}, 

而厂是 SL (2, z ), 则 A !( E 9 ) ^ 3/16,人们猜测最好的下界可能是1/4，但至 
今尚未证明 • （ AMS . Symposium on Numba Theory , California Inst , of Tech ., 

Pasadena (1965).) 

又，关于 Riemann 曲面上特征值的下界估计， R . Schoen , S . Wolpert , S . T . 
Yau 证明： Mg e Z +, 存在一系列 Riemann 曲面具有相同的结构，使得 
相应的 A ^， …， A 23 _ 3 iri 趋于 0. 但是， A 2g _ 2 具有与的保形结构无关而只 

与 g 有关的 下界. 详见 Proceedings of the Symposia in Pure Math ., 36(1980)， 


279-285. 
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4.1 热方程的梯度估计 

本节假定 M 是 n 维完备 Riemann 流形可能具有边界 （ 允许 3 M = 0 ). 我 
们的主要任务是给出热方程 


( A — 备) = 0 (4.1.1) 

的正解的导数的估计 （ 梯度估计).这种估计一般而言是一种局部估计，但今后 
我们将看到在某些情况下它也能导致整体的估计. 

如果 u 是 (4.1.1) 的解， u > 0,令/ = logu ， 则/满足 

( A _|)/ = HV /| 2 . (4.1.2) 

此处 ▽/ 表示对变量 xeM 的梯度 • 

我们从下面的引理出发，它是导岀梯度估计的基础. 

引理 4 .1 设 Ric ( M ) 彡 - K ， u ( x , t ) 是定义在 M x [0, oc ) 上的光滑函数， 
u ( x , t )>0, 满足（4.1.1)， 令 f = logu ， 对任何固定的常数 a 彡1，令 


F(x,t) =t(\Vf\ 2 - aft), 


( 4 . 1 . 3 ) 
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则有 


△ 


li) F ^ -2V/.VF + f(|V/P-/ t ) 

-(|V/| 2 -a/t)-2^|V/| 2 . 


(4.1.4) 


证明取 ： r e M 的局部正规标架 {ej 


i = l ，2, … 


， n. 函数附以下标 


n) 表示该函数对 ej 方向的协变导数，对 F = t(|V/| 


af t ) 作协变微分，得 


Fi 


W 

2 fjfji ~ a fti ? 


J =1 




ffj + 2 油议一 a (w 


% 




▼響 

h3 


(4.1.5) 


根据熟知的不等式和 Ricci 公式 


(△/) 


2 




(^2 fii ) 2 = ^2 fii + 2 ^2 


的 


^ [ fi + y^Xfii + ffj ) < n 




m m 

*，J 


fjfjn 


E fof ^ + E Rnfifj = ^ f - ▽(△/) 




h3 


+Ric(V/ ， ▽/) 彡 ▽/ • ▽(△/) — X|V/| 2 , 


于是 (4.1.5) 成为 


AF^t f^(A/) 2 + 2V/. ▽(△/)- 2 K \ Vf \ 2 - a ( Af ) t ), 


以 △/ = A — |V/| 2 代入，得 


AF^ d |V/| 2 ) 2 + 2V/. V ( f t - |V/n 

n 

~2X|V/| 2 -a(/ t -|V/| 2 )t). 


另一方面 


F t = (t(|V/| 2 - af t ))t = I V/| 2 - aft + t(|V/| 2 - af t ) u 
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所以有 

(△- 基 ) F > fd V /i 2 -/t) 2 - 2tVf- V(|V/| 2 -/,) 

-2 邱 V/| 2 + at(|V/| 2 — /仏一 t(|V/| 2 一 af t ) t 

Of 

- (IWI 2 - 吣） =(|V/|2 — 幻 2 — (|W|2 — aft)t 

f l 

一 2i^|\7/| 2 — 2tV/. V(|V/| 2 -/,) + (a — l) t |V/| t 2 

9 / 

- -(|V/| 2 -/t) 2 - (IV/I 2 - a/ t ) - 2Kt\Vf\ 2 

fb 

一 2tV/.V(|V/| 2 - a/ t ) 

2f 

= -2V/ • VF + — (|V/| 2 — A) 2 — (|V/| 2 - 呦） 一 2Kt\Vf\\ 

Tt 

证毕 . 

定理 4 .1 设 M 是可能具边界的紧致 Riemann 流形 ， Ric (M) > 0, 

是 M 上热方程的非负解 


△ 


d 

dt 


u(x^ t) = 0. 


(4.1.6) 


当 # 0 时，假定是凸的，即的第二基本形 II 彡 0, 此时 u(x,t) m 
足 Neumann 边界条件 


du 

dv 


0，在 8 Mx (0, 00)， 


其中臺表示的外法线方向，则在 M x (0, oo) 上 tx 满足下列梯度估计 : 


问 2 

u 2 


n 

u ^ 2t 


( 4 . 1 . 7 ) 


证明用 ^ $ 代替％无妨设 u > 0, 令 / = log w ， e 是任意小的小数•在 


引理 4.1 中取 a = 1 ，即 F(x,t) = t(\Vf\ 


2 


ft ), 


[Vtij 

u 2 


2 


Ut 

U 


n 




iwi 2 -力 


Ft 


因此，证明定理相当于证明下面分两种情况 : 


1° 8M 


n 


n 


0 ，如果 F(x,t) ^ 则定理已经 证明. 否则对某 




T > 0 ? 


M max T] F>~. 设极大值在（吻， t 0 )eMx[0,T] 达到，由 F(:r ， 0) = 0 ,应用极大 
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值原理，在 (> 0 ，t 0 ) 有 


AF(x 0 ,t 0 ) < 0, T 彡 〉 0, 
VF(x 0 ,t 0 ) = 0, 

— F ( xo J to ) ^ 0, 


最后式是因为可能 to = T. 由引理 4.1 ，在 Or 0 ，t 0 ) 点， 


0> △ 


8 

dt 




dt 0 F 2 F 


2F 


n 


1 


to nto 



n 


由此， F(xo^to) ^ f, 得到矛盾. 

2° dM ^ 0, 根据假设，凸，而且 u(x,t) dM 上满足 Neumann 条 

件. 

证明的过程同上面一样，如果吻是 M 的内点，则得到矛盾，因此只能 
xq G dM. 

在吻取局部正规标架，使以^盖，1/是外法线方向，因为 F 满足 



F ^ -2V/ - VF + 



(4.1.8) 


强极大值原理成立，因此 


8F 

dp 


(x 0 ,t 0 ) > 0 , 


dF 

dv 


=Fi=^2 fjfji - fu 

= fjfji ， 

i>i 


=^^2 fjfji - /it) 


(4.1.9) 


这是因为根据 Neumann 条件，在上， 


fi 


— (log u) = — 


dv 


u 


因而在上 


0 = dfi = > : fij w ^ + 〉: fj w 


3 >l 


i>i 


fj h ^ wk 


3 >l 


j ， fc>l 
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因此 


flj = fjl = — > : fk^kj ? 

k>l 


代入（4.1.9)，在 Oro ， to ) 点， 


0 < 


8 F 


= 2to 



= -2t 0 hkjfkfj = -~2t 0 H(V/ 5 V/), 


和 II > 0 相 矛盾. 

定理 4 .2设 M 是完备的 Riemann 流形， Ric ( M ) > - fc , 以 M 中任一固 
定点 o 为中心， 2 只为半径的测地球记为•设是定义在 x [0, oo ] 
上热方程的正解 

(△- 盖 ) W) = 0 . 

取 a > 1,则在中下列梯度估计 成立： 


sup 

Br 




其中 C 为仅依赖于 n 的常数. 

证明仿前，令 / = log % F = i (| V /| 2 — aA )， 


则 



(4.1.10) 


取 cut-off 函数咕 e 0°( M ) 使 supp # G [-2,2]， 1 ^ t /; ^ 0, 并且当 0 < f < 1 B 寸 
m = l , 此外还满足 






其中 G ， C 2 为两绝对常数. 


M 中以0为基点的距离函数记作 p { x \ 再令 


ip{x) = -0 


P ㈤ 
R 


(4.1.11) 


(4 丄 12) 
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则 supp cp C 执丑，而 (p\b r = 1. 

我们将对函数应用极大值原理，因为 ) ，它在 0 的割迹 
(cut locus ) 上将失去光滑性而只是 Lipschitz 连续 • 佝正如我们在第一章已经 

解释过的那样，利用 support 函数的方法，在应用极大值原理时我们不失一般 

性地可以假定 P 在该点是可微的. 

设，在 (xoM 达到它在氏 i? X [0 ， T] 的极 大值. 显然可设 ipF(xo,to)>0 
( 否则 F ^ 0, 定理自然成立）.因此: To e B 2 r, to > 0, 根据极大值原理，在 

( 吻， 亡 0) 点有 


0 = V((pF) = FWcp + 9pV-F, 

(4.1.13) 


A (( pF ) ^ 0, 
d ( ipF ) ^ 

dt =(fFt>Q . 

(4.1.14) 

(4.1.15) 

以下的计算均在 （ x 0 ,t 0 ) 进行，不再 一一 注明.由 （ 4.1.13 )， VF = -F 令，再 
由 （ 4.1.14) ， 


0 彡 A (( pF ) = A(p - F + cpAF + 2V^ - WF 

= A ( p-F + cpAF 2 F l ^ . 

(4.1.16) 

由 (4.1.11), 

1 ▽ 训 2 |^| 2 |Vp| 2 _ W \ 2 ^ c 2 

cp R 2 ^ — R 2 ^ ^ R?" 

(4.1.17) 


<|Vpi 2 

^ R 2 R R 2 R H 

^ Ci .h 

^ R Ap - 

\ 

当 Ric(M) > - 

•fc 时，由 Laplace 算子比较定理 (1.1.17) , 



Ap ^ (n — l)\/fccoth(\/fep), 


得 

A(p ^ (n l^v^cotWv^i?) 2 ， 

K Hr 


1 

二 - —A(n ) A:, R )， 

(4.1.18) 
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代入 （ 4 丄 16 )， 并由引理 4.1 ， 


0 彡 A(cpF) > —A(n, R)F — 2F 


iv ^ i 2 


+ ipAF 


彡 —A(n, A:, R)F — 2F 


| V ^| 


2 


+ (p(F t - 2V/* VF 


9 b 


2 


(|v/| 


2 


aft ) — 2 kt \ Vf \ 2 ) 


但 <pF t = (^pF)t > 0, 一 • ▽/ = 2FV^p - V/, 上式变成 


0 ^ — R)F 一 2 jP 


| V ^| 


2 




+ 2 FVp • ▽/ 




n 


(| V/i 


2 


/t ) 2 -( IWi 2 - 吣 ）-2 叫 Wl 


2 


2 


0 > 一 A(n ， A :， R)ipF — 2F\V(p\ 2 + 2cpFVf - V(f 




2 


2 t 


n 


(| V/i 


2 


ft) 


2 


(|V/| 2 ~a/,)~2H|V/| 


2 


㈣ 


— A(h^ /c, -R) 一 2 




2 


Of 

+ fW [( IW | 2 -/# 一 i | V/H 

fv 


2 


+ 2 (pFVf - V(p 


2 ^ ^ pF-ip 


t 


> (⑽) 


A(n ， k ， R) - 2 

2 t 


I 2 






一 2^F|V/|| ▽刮 + nk\Vfn 


2 


2 


2 


利用 i 彡 w > o, 及（4丄17)|▽刮彡 v^irVh 得 


o > (<pF) 


—A(n^ R) 


. 2C 2 

一 I 


^F^^\Vf\ + \ 2 [{\Vf\ 2 - f t ) 2 

It Tl 


- nfc | V /|1， 

两边乘以 t ， 令 A(n ， k,R) = A(n, R) + 


2C 2 


，则 


0 ^ cpF ( — 1 — tA{ji^ jR)) — ^tFip 2 


yc 2 

~ bT 


▽/ 


2 



[MV/| 2 - ( pf t ) 2 - nk < p 2 \ Vf \ 2 ]. 


2 


n 


(4L19) 
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♦ y = 刎 V / l 2 〆 = pA ， 则 ^ 2 | V /| 2 =判 《 y ， 同时 


y 专 （y — az) = ^|V/|MV/| 2 ~ 


F 


将上述代入 （ 4.1.19) ， 得 


再由 


0 彡 <pF (—1 — tA) 


^\ C 2 i2 


{y - z ) 2 


R 


t ys { y — ⑽、 


2 




n 

2 t 2 

n 


[(y — z) 2 — nky] = cpF (— 1 一 tA(n, R)) 


{y - z) 2 - nky - 2n ^^-yl (y - az) 




1 r 、 Oi 一 1 

-(y-az) + - y 

a a 


2 


a 2 


(y — az) 2 + 


2 ' ^~ 1 -)V + 2 -^ 1 y ( y - az ), 


a 


a 


iy — z) 2 - nky - —- - 2 t/^ {y-c^z 


a 2 


(y — ⑽) 


2 



R 

a — l) 2 
a 2 


V 2 — nky 



2 (a - 1) 

a 2 


y 


2 rty/C 2 I 


(y - olz ) 


对 - nky 及 应用熟知的不等式 


a 


a 2 


2 


R 

b 2 


ax— 一 bx ^ 一 "" 一 （ a，& > 0 )， 

4a 


得 


2 


0 ^ cpF ( — 1 — tA{rt^ -R)) 


n 


1 


a 2 


(?/ 一 ㈣ 


2 


n 2 k 2 a 2 


n 2 C 2« 2 


4(a - l) 2 2i? 2 (a - 1) 

再由％ — 似） = (pt(\Vf \ 2 - aft) = (pF, 上式即 


0 ^ (^jP( 一 1 一 tA(ji^ -R)) ~f* 


[ y-otz 


2 


C 2 ha 2 


i? 2 (a — 1) 


㈣ 


not 2 
nk 2 a 2 


m 


2 


2 (a — l ) 2 


t 2 . 


(4.1.20) 
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但 


^4( n , fc , R ) 






A(f ^ u , 2 C 2 — C\ 
A ( n , fc , R ) + -^2" = ^2 

+ 呈 (n — 1) Vk coth ( VkR ) 

坌磕 + ,， 


2 C 2 


其中仅依赖于 n ，(4.1.20) 成为 


0 ^ 


not 


^F) 2 -㈣ [1 + 学 


R \R 





C 2 na 2 
B ?{ a - 1) 


nk 2 a 2 
2 { a - 1) 


t 2 ^ 


na 


(< PF ) 


^\ 1 + w(^i +R 




nk 2 a 2 

2(a-l) 2 


t 2 


将上式看作的二次三项式，则不大于该二次三项式的大根，因此 




+ R 


Vi^j 


+ 




a 2 




a — 1 


+ R 





4 fc 2 

(a — 1) 


t 2 


na 


^ 0 t C 5 / Or _ rr\ 2k UOL^ 

叫 1 + Mfi+ 叫丁 

na 2 na 2 C5 ( a 2 一 n \ na 2 k 


na 2 na 2 C5 ( a 2 _ 

-^- + ^- rA — i +r 



t + 


2(a-l) 


以上的全部计算都是在极大值点 ( x 0 ， t 0 ) G B 2R x [0 ? T ] 上进行的，因而 
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限制在上三1)，即得 


sup (| V /| 2 - aft )( x , T ) < 

xEB r 


no 2 na 2 k 

"2T + 2 (dy 

C ^ na 2 ( a 2 



而 T 是任选的，因此定理 证毕. 

系对非紧的、不具边界的完备的 Riemann 流形 M ， Ric ( M ) 彡- fc ， 如 
是 M 上热方程的正解，则下列估计成立 ： Va > 1， 


\ Vu \ 2 Ut 〆 na 2 k { no ? 


(4.1.21) 


特别地，当 Ric ( M ) 彡 0 时，有 


jV^I 一 ’ 〈 ^ 

u 2 u ^ 2 t 


(4.1.22) 


证明 在定理 4.2 中让 i ? — oc 得（4丄21)，在 Ric ( M ) > 0时，= 0,故 
可令 a 1 而得 （4.1.22). 

将定理 4.1 和定理 4.2 的证明结合起来，可得 

定理 4.3 设 M 是紧致的 Riemann 流形，具有边界 ( 可能是0 )， 
Ric ( M ) 彡- A ;， 当她 f # 0时，假定是凸的，而作为热方程正解的 u ( x , t ) 
满足 Neumann 边界条件_ = 0 ( 在 x [0, oc ) 上），则 Va > 1，下面的估计 


成立: 


| Vti | 2 aut 〆 nka 2 ' no ? 

vT ^ 2 (a - 1) + ~2 t 


(4.1.23) 


4.2 Harnack 不等式与热核的估计 

作为前节梯度估计的应用，可以方便地建立热方程解的 Harnack 不等式， 
并由此而导岀热方程基本解的上、下界的估计. 

定理 4.4 设 M 是完备的 n 维 Riemann 流形，非紧，不具 边界. Ric ( M ) 彡 
一 k ， k >0. 如果 1 /( 0 ：， t ) 是 Mx [0, 00 ) 上热方程的正解，则对任何 a > l , x u x 2 E 
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M, 0<t 1 <t 2 < +oc ， 下列不等式成立 : 


u(xi,ti) < u(x 2 ,t 2 ) 


nak 


^2 

ti 


ncx 

~T 


exp 


a 2 d 2 (xi,x 2 ) 

4(h — ti) 



2 (a — 1) 


(h — ti ) 


(4.2.1) 


证明在 M 中取连接 A 与 rr 2 的极小测地线 7 : [ 0 ，lj — M ， 使 7 ( 0 ) 

工 2 ， 7 ( 1 ) = $i ， 在 M x ( 0 , oc) 中定义曲线 " :[ 0 , 1 卜 M x ( 0 , 00 ) 




"⑷= (7 ⑷， （1 一 5)6 +吨)， 


则 ” ⑼ = (x 2 ,t 2 ), 7?(1) = (xx.h) 
令 f = logix( ： M )， 则 


- f(x 2 ,t 2 ) 





1 物⑷) 


0 


ds 


ds 





〈々 ，▽/〉— \ds 



1 


< I (l7l|V/i - {t 2 -ti)ft)ds. 
0 


如记 P = 咖1，$2)，则 Hi = P •对 / t 引用梯度估计 (4.1.21) ， 


则 



f{x x ,ti) - f{x 2 ,t 2 ) 彡 



ds . 


其中 t = (1 - 将被积项看成 |V/| 的二次三项式，其极大值为 



4( 亡 2 — 亡 1) 
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所以 


- f ( x 2 , t 2 ) 





2 


4( t 2 - h ) 
2 



亡2 




h 


B 


a 


a 



1 


ds 


o 


(1 一 5),2 + 沒乂1 


ap 


4( t 2 — h ) 



t2 — h na 2 k 


a 


2 (a — 1) 



p 2 一 h 


B 


a 


t 2 一 h 


•In 


h 

h 


ad 2 ( x \ ) X2 ) (<2 — t\)nak na 


4(6 — 亡 1) 



2 (a — 1) 



2 


In 


t 2 

tl 


再取 exp ， 即得定理. 

系如果 Ric ( M ) 彡0,在 (4.2.1) 中 fc = 0,令 a — > 1，即有 


u ( xi , ti ) < u { x 2 M ) 


^2 

tl 


n 

2 * 


exp 


d 2 ( x !, x 2 ) 

4(亡2 — 亡 1) 


系假设同定理4.4,则有以下的次中值不等式: 





A 


1 

V 


B X (R) 


u p { y , t 2 )dy 
aR 2 


t 2 

tl 


na 

~ 


nak 


exp 



4( 亡 2 — ti) 2(a — 1) 


(^2 一 h ) 


其中 p > 0, a > l , 0 <ti < t 2 < + oo , f ^ x ( R ) 表示积分平均，即 


(4.2.2) 


(4.2.3) 



A p=(Vd(S x (i?)))— 1 , g. 

B X (R) JB X {R) 


其证明是明显的. 

定理 4.4 中的 Harnack 不等式是对非紧、完备的 Riemann 流形而目的，同 
样的定理对具边界的紧致流形也成立，因为方法完全类似，我们只作叙述而不 
再重复证明. 

定理 4.5 设 M 是紧致可能带边界的 Riemann 流形，或者= 0 •，或者 
# 0，但是凸的，即的第二基本形彡 0 •又 Ric(M) 彡一 fc， 0 •设 
u ( x , t) 是 M x [0, do) 上热方程的正解（在# 0时，还要求它满足 Neumann 
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边界条件），则对任何 a > 1,下述 Harnack 不等式成立: 


咖 1,亡 1) 彡 u { x 2 M ) 


亡 2、 i (ad 2 (xi,x 2 ) 



(4.2.4) 


其中 X !, X 2 e M , 0 < t 1 < t 2 < + 0C , d ( x 1 , X 2 ) 表示: TU2 在 M 中的距离. 
同样，当 Ric ( il < f ) > 0时， （4.2.2) 成立. 

在定理 4.5 条件下， (4.2.3) 也成立： 


u{x,ti) ^ 



1 


u p [y ， t 2 )dy 




nak 


2 (a — 1) 


(亡2 — 




但是要求 B x (2R) n <9 M = 0 . 

现在我们来给出热方程基本解的上、下界的估计.在讨论中，除了上述 Har - 
nack 不等式外，下面的引理起着重要的作用. 

引理 4.2 设 M 是完备的非紧 Riemann 流形，是热方程的 P 解， 
初值为 ^ o (^) : 

[△- 幻啦 ㈣ ， (4 .2.5) 

I u(x, 0 ) = Uo(x). 

任意固定 yeM ， 记 J 5 y ⑻为以 y 为中心，只为半径的测 地球. 又设 
C ^ Mx ^ oo )), 并满足 

— | Vp| 2 + 仍 = 0， p ^ 0, (4.2.6) 

则对任何丑 > 0, r 〉0,都有 

I e h(^n u ' x , T )dx< f e^ x ^ul{x)dx. (4.2.7) 

J By {R) JM 


证明 取 weCf ( M ), 满足 



x e By(R), 
x ♦ By^R + k\ 


1^1 彡 j，0 < W 彡 1 ， 
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此处 C 为一绝对常数，取 e 〉 2, 令 i = 卩仏 
因为 snppip C + fc )， 由 Green 公式， 


0 



T f* / Q 

^p 2 ePu ( A — — ) u(x^t) dx dt 
o jm \ 说 

T r n f T - du 

(p 2 e^uAu dx dt - 2 j ip 2 / ePu — dt dx 

o jm Jm Jo 供 

T 了 

—2 / / V(<^ 2 e%) - Vu — / S du 2 dx 

Jo Jm Jm Jo 

m 

2 




A(pe 9 uVip - + 2ip e 9 uVg - Vu 


M 


+2cp 2 \Vu\ 2 ) —/ (p 2 [ePu 2 {x^ty^ dx 


JM 



+ 11 (p 2 u 2 e 9 gtdxdt. 
o Jm 


由 Schwarz 不等式， 


0 < 







e 



2 e 2 


£ — 


U \V^p 


2 


2 


4 


+ 7问 


2 


dxdt 


0 JM 

+ /" / e 〜 2 ju 2 \Wg 

Jo Jm L 4 

- 2 eP^) 2 \Vu\ 2 dx dt — 

Jo Jm 

T r rT p 

e3\V(p\ 2 u 2 dxdt + ^p 2 eP 

e — 2 」 f a ， Jo Jm 


dxdt 



(p 2 [e^u 2 



q dx + j I (p 2 e^u 2 gt dx dt 

o Jm 


2 e 



6 •— ^*2 


l 4 


^9 z +9 t 


u 


2 



<p 2 [e^ 2 ]g dx 


M 




2 e 


C 


T r fT f 

e-2 ^J Q jJ u2dxdt + U M ^ 9 


X 


e 
A 


Vg 2 + g t 


u 


2 





2 


e ^ u 2 


T 

0 


dx 


M 


而 


£ 

4 


m 2 +gt 




〆 < 


\^ g \ 2 + 9t ) = o ? 


e 、4 
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e ^ u 2 dxdt . 


mueL 2 , g^O, 上式中令 k — oo , 即得 



(p 2 [e^u 2 ]Q ^ 0 . 


再令 e — 2 , 就有 

[(p 2 eW x ， T>> u 2 (x ， T)dx < f ip 2 e^ 9 ^ x ^u(x,0)dx, 

J M J M 

因在 B y ( R ) 上#三1,在 M 上最后得 

[ e 、 g(x ， T) u ' x ， T)dx ( f e^ 9< ^ x ^uo(x)dx. 

Jb v { R ) Jm 


系 1 从上式中自然得出，如果 U (: r ,0) 三0,则 u ( x , t ) =0, Vi . 此事实表 
明，热方程 (4.2.5) 当初值 ^,0 )G L 2 ( ikf ) 时，其解是惟 一的. 

注： 当初值 e LP ( M )(1 < P < oo ) 时，热方程解的惟一性 （ 只假定 M 是完 
备的）是 Strichartz 证明的 • 

当初值为函数 （ 即有界函数）时，仅假定 M 完备已经不能保证解 
的惟一性 . P . Li 证明，如果 Ric ( M ) 最多以 - cr 2 下降的话，那么热方程的解 
仍然是惟一的.证明的方法是在引理2的基础上再作进一步的分析. 

系 2 完备 Riemann 流形 M 的热方程的基本解记为 H ( x ， y ， t )， 任取 p 〉 

0, T 1 〉0,令 

F ( y , t )= [ H { x ^ T ) H (^ y , t ) d ^ (4.2.8) 

Jm \ b x ( p ) 

则对任何 6 〉0, i ? 〉 0, 都有 

L R) F2 ” v<exv (‘) exp {w^s)f) 

• f H \ X ) ^ T ) di . (4.2.9) 

Jm \ b x { p ) 

证明 由的定义，它显然是热方程的解，而其初值，由热核的5-函 
数性质，为 

F(y Qj _ f ^{ X i y ， T、，y £ M \ B x ( p ), 

’ I 0, y G B x ( p ), 
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它在 L 2 ( M ) 之中 • 

取 （ 固定 x 和 T )， 




则它满足 


4 


▽ 夕 2 + 汛 = 0 


由引理4.2, Vt 彡 （l + 2 J ) r , 



_1 
e 2 


B X {R) 



(i+ 2 ( r)T-t F 2 (y ， t)dy < f e~^ F 2 (y 5 0) 


M 


取 t=(l + J ) T , 则 

__ 2 1 1 /) 

^ JB x { R) F2 (ydl + S ) T ) dy ^ f M e ~2 (l+ 2 i)T H 2 ( x , y , T)dy 

办 2 

+ - e - W&yr f MXBx { p ) H \ x , y , T ) dy , 

因此 （4.2.9) 得证.根据 P & r ) 的定义 （4.2.8)， 上式也可以写做 

p 2 2 

/ F 2 { y,(l + 5) T)dy < e ^~ 2 ^ 26 ^ T F ( x , T ). (4.2.10) 

JB X {R) 


如果取彳= 0,即令 

F(y ， T)= f H 2 (x ， y ， T)dx, (4.2.11) 

JM 

则对任何 6>0，： T 〉0， i ?〉0 有 

f F 2 (y, (1 + 5)T) dy ^ e 盛 F(x ， T). (4.2.12) 

Jb x {r) 


下面是本节的主要结果之一： 

定理 4.6 设 M 是完备的无边界的 Riemann 流形， Ric ( M ) ^ - k , 0. 

是热方程 

(△—!) 咖 )= 0 
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的基本解，任给 6e(o ， i), 则在 M 上下式 成立 : 


H(x ， y ， t) < C(S,n)V x ^^^t)Vi l2 (Vt) 


•exp 


j 4, + 6 )t 


+ CiSkt 


(4.2.13) 


这里 V X {R) 表示 B X (R) 的体积，即 V x (R) = Yo\(B x (R)), C(d ， n) 是仅依赖于 (5，n 
的常数（当 6 — 0 时， C(6,n)^oo) 9 C 只依赖于 n. 

证明令 

F(y ， t)= f H{x^T)H{^y,t)d^ 

J M 

则由 (4.2.12)， 对任意丑〉 0,6 〉 0, 有 

f 浐(仏 (1 + S)T) dy ( e 茹 F(x，T)， (4.2.14) 

Jb x {r) 


F(y ， t) 显然就是热方程的正解，因此它满足 Harnack 不等式（ 4 . 2 .3)( 取 h 
T, t 2 = (l + 5)T\ 


F 2 (x,T) < V-\R) 


f F\ Vj (1 + 6)T) 


J B x ( R ) 


(1 + 8) na exp 


aR 2 


nak 



28T a — 1 


ST ), 


其中 a 〉 1 ，再由 (4.2.14 ) 即得 


F(x,T) < V-^R^l+S^exp 


(1 + a ) R 2 
~ 2 ST 


+ 与 Tl. 

a — 1 


取丑 2 = 2 T 1 , 得 


F ( x , T ) 





H 2 (x ， y ， T)dy 《 V^\V2T)(1 + S) na 


. exp( ^ exp ^ 5 T 


6 


a — 1 


C(n ， 5, a)V^ 1 (y/2T) exp 


ank 
a — 1 


則, 


(4.2.15) 
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其中 （7( n ， 5, a ) = (1 + 6 ) na exp 


1 + a 


. 根据热方程解的惟一性导出热核的半 


群性质： V 0 < 5 < H ( x , y ， t ) = f M H ( x , z ， s ). H ( z ， y , t - s ) dz , 再令 s = - % 







H [ x , z ,- H z , y , 


dz 


M 





M 


H 2 [ ) dz 


2 



H 2 




M 


2 





彡 C ( h ， S , a ) Vx ^{ VI)Vy 1 ( Vt ) exp ( Cik 6 t ), 


(4.2.16) 


其中0 


an 


Of — 1 


. 比较定理的结论，易见当 


r 2 ( x , y ) ^ At 


时， (4.2.16) 已经蕴涵结论: 


exp ( CikSt ) < e - exp 




r 2 {x,y) 


9 


因此只要看 4 t < r 2 ( x , y ) 时的情况 
设 r 2 (: r ，2/) 〉釭，令 


F p ( y ， t )= [ H ( x 上 T ) H ( i ， y ， t ) 氓， 

Jm\b x (p) 


(4.2.17) 


贝 lj 由 （4.2.9) 



B X {R) 


F 2 p ( y,(l + 6) T)dy 


< exp 


R 


2 


P 


2 


窗 2(1 + 26 )TJ J M \ Bx{p) 



H 2 [ x ， y ， T)dy 


R 2 


exp 


P 


2 


28 T 2(1 + 26 )T 


F p (x ， T). 


(42.18) 


F p ( y ， t ) 作为热方程的正解，满足 Harnack 不等式 （4.2.3) 



⑽吻 )4 ^， (1+ 賴 .㈣ 


na 


aR 2 


ank 


•exp 



26 T a -1 


5 T 
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与 (4.2.18) 结合起来，得 


F p (x^T) < (l + S^V^i^exp 


(l + a ) R 2 

~ 2 ST ~ 


ank … 

+ ^ i 5T 


P 


2 


2(1 + 25) T ) 5 


(4.2.19) 


取 i ?2 = (1 + 0- ir ， 得 


F p (x ，T)< C{5,a)V-\^/{l + 5)^T) 


ank … 

•exp I - -ST - 

a — 1 


P 


2 


2(1 + 2 S)T 


取以 2 /为中心，咖, y )- p (0< p < r ( x , y )) 为半径的球馬 (r - p), 则 (r-p) C 
M \ ^( p ), 由 Harnack 不等式，并且取 T ={1 + S ) t , 


H ( x ， y ， t ) < 



A 


2 


H\x,^T)di 


T 


noc 

~T 


B y {r-p) 


• exp 


a(r — p) 

4 (T - t ) 


2 


ank 



2 (a — 1) 


(r 一 o 


< Vy 2 (r - p)(l + d ) 13 ^ exp 


a{r — p) 

4 M 


2 


ank 



2 (a — 1) 


St 



1 

2 


H 2 {x^T)di 


M\B x (p) 


Vy 2 (r - p)(l + exp 


a(r — p) 
ASt 


2 


ank 



2 (a — 1) 


St)F p (x,T) l 2 


1 


^ C(6,a)V x 2 (Vt) - Vy 2 {r - p) 

^ . ank(2 + 5)5^ ( air — p) 2 

exp I — — — t + 


P 


2 


2 (a - 1) 




4(1 + 25)(1 + S)t 
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最后一步由 (4.2.19) 得出.取 P ， 使 r - p = 则 


H ( x , y , t ) < C ( S , a ) V x ~ ^ ( V ^)Vy ^ ( Vt ) 


fa 


•exp ^uiSkt 


P 


2 


4(1 + 2(5)(! + 8)t 


彡 C ( S , a ) V ~^( y / t ) V y ~ H ^ i ) 


fci 


• exp ^^- 4(1 + 2 ^+^ 


最后一步用到 Schwarz 不等式 


2 


fT = {r 一 \ ft ) 2 ^ 


r 2 (x,y) 

T+T 


S 


定理证毕. 

对可能具边界的紧致 Riemann 流形，其热核有相同类型的定理.其证明 
和定理 4.6 相似，我们仅写出其 结果： 

定理 4 .7 设 M 是可有边界的紧致 Riemann 流形， Ric(M) > -fc， > 0, 
如果# 0 ， 则假定況 kf 是凸的， M 的热核 H ( x , y ， t ) 指满足 Neumann 条件 
者，则对任何 e 6(0,1), 有 


H ( x ， y ， t ) ( C ( e , ( v ^) Cv ^) 


• exp 


r \ x , rj ) 

(4 + e)t 


+ C\skt 




(4.2.20) 


其中 Ci 仅依赖于 n，e 0 时， C ( e , n ) — oo . V x ( R ) 表示 Vo \ B x ( R ). 

关于 H ( x ， y ， t ) 的下界， 我们 有以下 结果： 

定理 4.8 设 M 是完备的无边界的 Riemann 流形， Ric ( M ) ^ 0,则热方程 
的基本解 H ( x ， y ， t ) 满足 


H ( x ， y ， t )> C ^ e . r ^ V - 1 ^) exp 



(4.2.21) 


及 


H { x , y , t ) > C ( e , n)Vx ^ (y/t)Vy~ ^ ( Vt ) exp 



证明 


在 Harnack 不等式 （4.2.1) 中， 


u { xi , ti ) ^ u { x 2 M ) 




(4.2.22) 
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由此得: 



H ( z , y ,( l - e ) t)dz 


B X (R) 


< V x ( R ) H ( x , y , t)(l - e ) 一晉 exp 


Aet 


(4.2.23) 


取 p = ip ( r ( x , t )) e C ^°( ikr )， 使 


^P{r{x,z)) 


1, Z E £ i ?), 

0, z ^ B X ( R ), 


并且 0 彡 p < 1, < 0,令 



F [ y ， t )= I ( p ( r ( x ， z )) H ( z ， y ， t ) dz , 

M 


它显然是热方程的正解，其初值为 F ( y ,0) = ip ( r ( x ， y )). 



F ( y , t ) = / ( p ( r ( x ， z )) H ( z ， y ， t)dz 

M 


/ ( p [ r [ x ， z )) H ( z ， y , t)dz 
Jb x {r) 



< / H ( z ， y ， t 、 dz . 

B X (R) 


由 (4.2.23) 可见，欲估计 F 0 r ， y ，*) 的下界，只要估计 F ( y ，(1 一印） 即可. 估计 
F ( y , t ) 下界的方法采用 Cheeger - Yau 关于热核函数比较定理的证法（第三章， 
第2节，定理2. 2 ) •将 Ric ^ O 的流形 M 和 IT 相比较，记 R n 中以 w ( r ) 为初 
值的热方程的解为 F ( y ， t ) 即 



(△- !)_卜 0 , 
F{y,0) = (p(\y\), 


y e M n , 


则熟知 


F ( y ， t ) = (47Tt) 一晉 



y-z 



dz . 



4 t 
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易见， F ( y ， 勹对 y 是球对称的：如 〆 = yA , Ae 从 )( n ), 则 




(47ft) 


n 

2 



^(kl)exp 


y f - z 


2 


4t 


dz 


( Ant ) 


n 

2 



^(kl)exp 


yA 


Z 


2 




(4nt) 


n 

2 



ip(\zA f \)exp 


4 t 

y- zA f \ 

~ u ~~ 


dz 


F[y ， t). 


根据第二章第 2 节定理 2.2 的证明，只要可证 


d (2： A ’) 


OF 

dr 


( r ， t ) < 0, 


即有 


F{r(x,y),t) ^ F[y ， t) 


(4.2.24) 


当 t 〉 0 时，记之 =( 仏勿 ，…，〜) € IT ，适当选取坐标系使 y = ( r , 0, 


，0),则 


dF 

dr 


( M ) 


(47Tt) 


n 

2 



•I) 差 : ex P 

R n ar 


r 一 zi 

4t 


2 


~2 


exp 


衫 + 


_ » 鲁 


+ z 


2 

n 


4t 


dz 


(4wt) 


n 

2 



R n 


r — z\ 

At 


2 


• exp 


z 2 ^ - ^ 

-4 t 


2 

n 


dz 




(47rt) 


n 

2 



岭 (kil) ( - I exp 




(47ft) 


n 

2 



•OO 

oo 


^(\y 


r 


oo 


2t 

y 

2t 


r 一之 i 

a 


2 


dzi 


e 


4 


dy 


< 0 


其中 



^(kil)= / #(々 + •••+ 4 . ex P 

股 n-1 v 


z 2 + 


• • • 


+ 


2 


n 


At 


dz 2 


• • ♦ 


dZrfl 


注意由砮 <。可知荽 <◦_ 

至于 t = 0时， 


dF 

dr 


( r ,0) 


dip 

dr 


<0, 
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因此， （4.2.24) 得证.由此， 


' H ( z , y , (1 - e ) t ) dz > F ( y，(l 一 e ) t ) 

B X (E) 


> F ( r ( x , y),(l - e ) t ) 



dz . 


在 (4.2.23) 中取丑 2 = t ，则 





H ( x ， y，（l 一 e ) t ) 


B x {y/1) 





exp 


\ r ( x , y ) - \z 


2 


\x\^\/l — £t 


4(1 一 €^)t 


> CUHv^exp 


r 2 ( x ， y ) 
4(1 一 s)t 


dz 


至此， （4.2.21) 得证 • 至于 （4.2.22)， 由 

2H(x,y,t) ^ (7 -1 (£) exp 巧二 ) ( 匕 -1 (々 + V^^v^)) 

> 2C-\e)V-HVt)Vy-H^i) - exp 


即得. 

用类似的但更为细致的讨论可以对具边界紧致 Riemann 流形证明同样的定 
理. 其证明的细节，见 P . Li and S . T . Yau , Estimate of eigenvalues of a compact 
Riemannian manifold , Proc . Symp . Pure Math ., 36(1980), 205-240. 

定理 4.9 设 M 是可具边界的紧致 Riemann 流形， Ric ( M ) > 0.在# 0 
时，假定是凸的，贝 I ]适合 Neumann 边界条件的基本解 H ( x , y , t ) 具有以下 
估计： 


H ( x ， y ， t )> <7 _1 ⑷ 14一 Vv^exp 


^ 2 {x,y) 

(4 一 s)t 


(4.2.25) 


及 2 

H ( x , y , t ) ^ C ~ 1 ( e ) I 4 _ ^ ( V ^) V ^ exp ( (:竺着 ) . 


(4.2.26) 



4.2 Hamack 不等式与热核的估计 - 183 - 


的上界估计与下界估计结合起来，可以得到单独用 V - 1 ^) = 
Yol ^ B ^ Vt ) 来估计 H ( x , y , t ) 的上界的一个结果： 

定理 4.10 设 M 是完备的不具边界的 Riemann 流形，或者是可具边界 
的紧致 Riemann 流形，如 3 M # 0时，假定 3 M 是凸的.两种情况下都假定 
Ric ( M ) ^ 0,则满足 Neumann 条件的热方程的基本解有估计 

《 C {5) V -\^ t ) e ^ (-0^) , (4.2.27) 

其中6 e (0, 1), C ( S ) 为依赖于5及 n 的常数. 

证明由 （4.2.13) 和 (4.2.20) ,无论是完备还是紧致的情况，都有 


H ( x , y , t )^ C {£) V ~^( y / t ) V y ~ h ( Vt ) exp [- 


r z { x , y ) 

(4 + e)0 ’ 


(4.2.28) 


再由 （4.2.21) 和 （4.2.25) ， 两种情况下也有 


H ( x ， y ， t ) > exp 


r 2 ( x , y ) 

(4 一 e)t 


由此， 


C2(s)V x '^Vt)exp 


r 2 ( x , y ) 


4 -e 4 + £ 


代回 (4.2.28), 


H [ x ， y ， t ) ( (7 3 ⑷ V ； 一 Vv^exp 


r 2 { x , y ) 


2 


4 — 6 4 + 6： 


彡 C 3 ⑷ V^v^exp 


r 2 { x , y ) 1 一扣 


3 


2 


4 ~T 


< C (6) V x ^( Vt)exp 


-r 2 (x,y) 
(4 + 5 )T 


只要取 e 使 4 + 5 = (4 - ^)/(1- fs ) 即可. 

本节所讨论的结果大都可推广到有位能的热方程 


du 

dt 


Au + gu = 0 5 


(4.2.29) 
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特别是 Harnack 不等式，以及基本解的上、下界估计，读者可参考 P . Li and S . T . 

Yau，On the parabolic kernel of the Schrodinger operator . Acta Math . 156(1986), 

153-201. 在这里，我们只节录较重要的结果. 

对任意常数 a > l , x,y e M ,0 <h < t 2 , 函数 p a { x , y , t 1 , t 2 ) 定义如下: 


p a ( x , y , t 1 , t 2 ) 



+( 亡 2 — h ) 



l 


g ( j ( s ), (1 - s ) t 2 + st 1 )ds 


o 


在这里 r = {7I7 : [0 ， 1] — M,7(0) = x , j ( l ) = y }. 假定 q ( x , t ) 是对工 二 次可微 
连续，对 t 一次可微连续函数.另外，9要满足其他一些条件.下面定理 4.4' 
中， A 表示和 Ag , | Vg | 的上界以及 a 有关的常数.确定的关系，读者可参考他 
们的文章. 

定理 4.4' 设 M 是完备的 n 维、非紧的流形，没有边界， Ric(M) ^- k , k ^ 
0. 如果从 0 M ) 是 (4.2.29) 的一个正解，则对任意 a > l , x u x 2 € M ,0 < h < 
t 2 < +00,下列不等式成立： 

/ \ ^ 

uixx . h ) ^ u ( x2 , t 2 ) f exp ( A ( t 2 - ti ) 

+pa{xi,x 2 MM))- 


对 (4.2.29) 基本解也有类似的上界估计，但表示较繁.读者可参考 Li 和 Yau 

的文章、另外，对基本解的下界估计有下面的定理： 

定理 4 •义设 M 是完备的无边界 Riemann 流形， Ric(M) > O.g(x) 是 M 上 

的二次可微连续函数，且满足 Aq 认 0 是一个常数.另外假设 exp(-q) E L 2 (M), 
则 (4.2.29) 的基本解 H(x,y,t) 满足下列不 等式： 

H(x,y ， t) > ( 4 7rt) 一晉 exp 

定理 4 . 4/ 和定理 4 . 8/ 的证明可参考 Li 和 Yau 的文章(发表在 Acta Math.). 


2 


t - p [ x ， y ， t ) 


4.3 热核估计的应用 

本节将给出第1节和第2节中关于热核的整体估计和局部增长估计 （ 梯度 
估计）的若干应用.这些应用或者提供了流形热核的总体信息，或者导出流形 
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的整个谱系的估计.而关于 Green 函数的估计，则用更简单的方法改进了 N. 

Varopoulos 的结果 • 

定理 4.11 设 M 是可能具边界的紧致 Riemaim 流形， Ric(M) > 0, 如果 
dM 寺0， 则假定是凸的，则满足 Neumann 条件的热方程的基本解丑 Or ， y ， t) 

具估计 

> (47^ 广晉 • (4.3.1) 


证明应用定理 4.1 于 u = H ( x , y,t + e ) ( 看成 、 y ， t ) e M x [0, oc ) 的函 
数)， w 显然符合该定理的条件，因此有 （H = ^(: c , y，t + e )) 

㈣ 2 - (4 . 3 . 2 ) 

两边在 M 上积分，应用 Stokes 公式.无论是= 0,还是# 0而錯= 0 
( z / 是的外法线方向），都有 



HAH , 


因此 



r\ 

HAH + H 0t H 




dy 


但是由第三章定理 2.1 有 


J H 2 ( x , y，t + e)dy = H ( x , x ,2 (t + e )), 


所以 


ri Q 

— H { x , x ,2 (t + e )) ^ -— H { x , x ,2 {t + e )), 


d 

dt 


[ ln ( t ^ H ( x y x , 2 (t + s )))] ^ 0. 


令 e — 0, 并注意 H { x , x , t ) ~ ( 4 对)- t(t — 0)， 即得 


U ( x , x ， t ) > (47 rt ) 一晉. 
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定理证毕. 

根据紧致流形热核的谱 （ 对函数而言）展开式，如果我们记 M 的 Laplace 
算子对函数而言的谱集为0 =抑< w w …（当# 0时，这里指的 
是满足 Neumann 边界条件的特征值)，则 

oo 

i =0 

Vi ( x ) 组成 (/ l/e L 2 ( M)，f =ol 一组完备正交基，因此 （4.3.1) 给出 

^ oM \ 

oo 

> ㈣ -晉 Vol ( M ). (4.3.3) 

fc =0 

而著名的 Polya 猜想要求证明（对 Rn 中的有界区域） 

( 4 . 3 . 4 ) 

C ( n ) — 4 n 2 - ( ^: 1 ) ", <^ n-i = Area (5 n_1 ). 

(4.3.3) 提供了 （ 至少对凸域而言） Polya 猜想为真的一个迹象 • 

在紧致流形情况下，正如我们在第三章第4节看到的，可以用流形的直径 
来估计第一特征值的 下界. Gromov 对 8 M = 0 的紧致流形的高阶特征值给 
出 了下界的估计，见 M . Gromov ， Paul Levy’s isoperimetric inequality ， I . H . E . 

S .， preprint , 1980. 下面的定理表明，利用热核的估计可以方便地把这一估计推 
广到具凸边界紧致流形的情形 （ 无论 Dirichlet 边界条件还是 Neumann 边界条 
件皆如此). 

定理 m 设 M 是可能具有边界的紧致 Riemann 流形， Ric ( M ) ^ 0. 

当= 0时，记其 Laplace 算子的特征值为 {0 -/ i 0 < ^ ^ / i 2 < • • • 

当# 0时，假定是凸的，其 Dirichlet 特征值记作 {0 < Ai < A 2 < 

• • • } ; Neumann 条件特征值记作 {0 = / i 。 <糾 < 抑 彡 … }, 则 Vfc 彡1,有 

Ci ( n ) 2 C2 { n ) 2 

Xk > ——-- fcn ；iUfc 彡 —— . (k + 1)% 

其中 (^( nhC ^ n ) 仅依赖于 n , 而 d 为 M 的直径. 
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证明因为 Dirichlet 热核< Neumann 热核，在下面的证明中 H ( x , y , t ) M 
解为后者.由定理4.10,存在 C ( n ), 使 


令 y 


，求其迹，得 



H ( x ^ x ^ t ) dx 




M 



k =0 



^ kt < C ( n ) I 

M 


但当力彡 d 时， V x ( Vt ) = V x ( d ) = Vol ( M ). 而当力 < d 时，由体积的比较定 
理（第一章，第1节， (1.1.17)), 


v x (Vt) ^v(0,Vt) 


V x ( d ) 


V ( 0 , d ) 


奸， 


(4.3.5) 


此处 V(0, d) 表示 R n 中半径为 d 的球的 体积. 因而，如，则 


^ voi(M) (vl) ! 


所以 


d 



t^kt 


彡 C { n ) 


x/I 


\ n ^ 

),t < d 2 , 


k =0 


t ^ d 2 . 


任意固定上式左端只取前 /c + 1项，有 


(k + l )e^ kt ^ C{n) 


紅 ，… 2 , 


t ^ d 2 . 


因此， 


k + 1 < inf C(n) 


(表 ） # kt ， t < d 2 , 


Mfc 亡 


t ^ d 2 . 


^ C { n ) - min {e Mfcrf2 ，inf 


0 < t ^ d 2 








(dy/JHP) 71 ， 


易见， 
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因为 


e ^ kd 2 






C{n)^ k + 1 ^ 


忑 ln 


k + 1 

C ( n )^ 


因此若纟 0 = 命 > d 2 , 即 2 ^ > 这样的糾只能有有限个 （ 依赖于几 )• 对这 

有限个自然可找到常数 C ( n ), 使 

. 1 , k + 1 ^ C ’( n )" 2 


而对其余的 w ， 一定有 to = ^ r k ^ d \ 此时即有 





C{n) {k + l ^ 


即有 


^ C" (n) 


{k + l)n 

d 2 


对 Neumann 特征值外的情况证完•将外换成得类似的结果，定理证毕. 
注：同样的推理，如果11耐从）>一疋7^>0，则有 


\k^k ^ C[n ， k ， K ， d\ k^l. (4.3.6) 

(7(7^，反3)表仅依赖于7^，疋3的常数， d 为 M 的直径 ， n = dimM . 

最后，我们利用热核估计导出对 Green 函数的估计以结束本章. 

在完备 Riemann 流形上，可以定义 Green 函数为 

poo 

G(x,y)= / H(x ， y ， t)dt, (4.3.7) 

Jo 

如果右端积分收敛的话，因为此时可以验证， G(x,y) 〉0及 AG(x, y) = -S x (y). 
定理 4 .13设 M 是完备的 Riemann 流形， Ric ( M ) 彡0,如果 GOr ，?/) 存 

在，则下列估计式 成立： 

Ci{n) f V~ l {Vt)dt < G(x, y) 

Jr 2 (x,y) 

POO 

(C 2 (n) V-Wt)^ (4.3.8) 

Jr 2 (x,y) 



以及 
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Ci ( n ) / V x '^ { y / t)Vy ^{ y / t)dt 

Jr 2 (x,y) 

( G { x , y ) 

< C 2 { n ) V ~^{ yTt ) Vy ^{^ Tt ) dt , 

Jr 2 {x,y) 


其中 V x (^/ t ) = Vol ( B x ( Vt )), C U C 2 为仅依赖于 n 的常数 

证明记 r = r (>， y ), 贝！] 



G ( x ， y ) = I H ( x ， y ， t、dt 

o 


nr 2 poo 

/ H ( x ， y ， t ) dt + H ( x ， y ， t)dt 
J0 Jr 2 


由定理 4 . 10 , 



▼ 

H ( x ， y ， t)dt < C ( n)-j V ^ 1 ^) ^ 



因此只需证明存在 Ci ( n ) 使得 



H ( x , y , t)dt ^ Ci { n ) / V ^ iVt ) dt 


o 



即可.再用定理 4 . 10 , 


H [ x ， y ， t ) ( Ci ( n ) 14 _ 1 (\/ i)exp 


r 


2 


5 t 厂 


因而 



H ( x , y , t)dt ^ Ci { n ) / ( Vt ) exp 

0 Jo 


r 


2 


5 t 


dt . 


置 s = r 4 / 亡，则 r 2 < 8 < + oc ? 



r 


2 


0 


^ r^^exp ( 1 dt 



V - 


r 2 



s \ r 


exp 


5 r 2 


s 


4 


2 


ds . 


再用体积比较定理 （ Ric ( M ) > 0 )， 注意 t $ 彡心 


y x {^t) > v^vi) 

VxiT^)" m v^) 



r 


2 


s 


( 4 . 3 . 9 ) 
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所以、 



其中 C 2 ( n ) = sup a n+ 2 exp (一 f ) < + oc . 

a>0 


至此 (4.3.8) 的右端证完，至于左端，利用定理 4.8 中 (4.2.21), ^ r 2 


时， 


> Cs{£,n)V^\Vt)e^^^ 


因此， oo OC 

G(x ， y)> f H[x ， y ， t)dt>C 3 [n) f V^iVt)^. 

Jr 2 Jr 2 

用同样的方法可证 （4.3.9) ，至此定理全部证毕. 

注这个定理首先由 N. Varopoulos 证明，他的定理条 件是： M 是完备流 
形 ， Ric (M) > 0,且具有一极点 （pole) 使 fc(r) > 0,此处 fc(r) 表示沿由极点出 
发的测地线的径向曲率. 


第五章纯量曲率的共形形变 


设 （ M ， g ) 是一 n > 2 维的光滑 Riemann 流形.若歹 为似上 的另一 Riemann 
度量，称？共形于（又称共形或保形于)仏如果存在 M 到自身之上的微分同胚 
/以及正值函数 p € C °°( M ) 使得5 = pFg . 在 f 是恒同映射， 即 9 = 洲的 
情形，称歹逐点共形于分，又称？为9的一个共形形变 .在 h 的情形 ，即 
g = pf*g, 称/为 {M,g) 上的一个共形变换.命 

^ g = {pg\peC^(M),p>0} 

为 M 上所有逐点共形于 g 的 Riemann 度量的集合.在本章中我们研究如下的 
问题： 给定 (M,g) 以及函数 K 问是否存在 ge^ 9 使得歹的纯量曲 

率云恰等于 

为了回答上述问题，我们需要知道在度量的共形形变下，纯量曲率的相应 
变化.为此在局部坐标系下进行计算(使用对重复指标进行求和的约定).熟知， 
Ricci 曲率可表示为 


其中 


Rij 


m 確-如 ， 
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是关于9的 Christoffel 符号•用巧表示关于$ =即的 Christoffel 符号，则直 
接计算可得 




dx ^ 


dx l 


dx l 


由此求出歹的 Ricci 曲率为 


Rij = Rij - 〜 ^(logp) 刃 


n 一 


4 


( logp ) ? i ( logp ) 


，J 


77 — 2 

2 v A ( logp ) + — ^― jVlogpj 


2 


9ij 


于是由云 = R i：j = p ^ g ^ Rij 即可得 


R = p~ l R 一 （n — l ) p - 2 Ap—^(n — l)(n — 6) p — 3 | Vp | 2 . 

为了消除此式中的梯度项，我们区分以下两种 情形： 

情形 （ i ) n = 2. 令 p = e 2 ' 则況与云之间的关系化为 

R = e~ 2u (R-2Au). 

由于在二维情形纯量曲率是两倍 Gauss 曲率（记作 K 和兗)，因此得出 


Au-K + Ke 2u =0. (5.0.1) 

芒之， 如兌 GC ^( M ) 是一个给定的函数，寻找 e 2 为使$的纯量曲率等于 
K 的问题就等价于求解半线性椭圆方程 (5.0.1). 

情形 （ ii ) n ^ 3. 令 p = u 占， 经简单计算得： 

R = u~^ 卜 - 4 (: -^) △“) • 

这样我们的问题化为求解 

•4 

A 71 一 2 71 一 2 ^ n + 2 

△以一 7?-+ 77-=0 ， u > 0. (5.0.2) 

4(n — 1) 4(n — 1) v ’ 

如果 w G C ^( ikf ) 是 (5.0.2) 的一个解，则歹 = u 5 就以及为纯量曲率. 

在本章中，我们总假定 ( M , 是一个紧致、无边的光滑 Riemann 流形.从微 
分几何的角度看，最有兴趣的情形是方程 (5.0.1) 和 (5.0.2) 中 X 及及是常数的 
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情形.这意味着我们要在每个度量的共形等价类％中找一个“较好的”、使得纯 
量曲率是常数的 度量. 由复变函数论中的单值化定理 (Uniformazation Theorem) 

可知，在 n = 2的情形这件事是总能办到的.而在 n ^3 的情形，这个问题称为 
Yamabe 猜想，它经过 Yamabe( 1960 年）、 TViidinger( 1968 年）、 Aubin ( 1976 

年）等人的研究，最终被 Sch oe n ( 198 4 年）所解决 • 其答案也是肯 定的. 

Yamabe 提出他的问题原是为了解决三维情形的 Poincare 猜测•设 M 为一 
光滑流形，则 M 上的一个 Einstein 度量 g 是满足 Ric(g) = 印的 Riemann 度 
量，这里 Ric(p) 是£?的 Ricci 曲率， c 为常数 • 在三维的情形， Einstein 度 

量必具有常截 曲率. 因此，如果在任何单连通的三维紧流形上我们都能构造出 
Einstein 度量，就可以推岀这样的流形微分同胚于三维球面，从而证明 Poincare 
猜测. 如果令 I 表示 M 上 Riemann 度量的全体，可以证明 Einstein 度量对 


应于^上的泛函 


Q { g ) = 


Im ^9 ^9 



的临界点，其中 Rg 是 g 的纯量曲率，％ = / M 如是体积 ， n = dimM > 3. 
在下面第2节中我们将看到，如果把泛函 Q 限制在一个共形等价类％。上，则 
这个限制泛函的临界点是纯量曲率为常数的共形于义的度量. Yamabe 的作 

法是在共形等价 类％。 中极小化 Q ， 即令 




= inf 

9^g 0 


2⑷， 


如果存在 p e %。使 Q(g) = A(M ， g 。)， 则分具有常纯量曲率•为了获得 Einstein 
度量可以进一步定义“极小-极大值” 


A(M) = sup inf Q(g)- 

g 0 €i 9 汉 g 0 

〆 

可以证明:如果存在 5 e I ，使⑽= A ( M , g ) = A ( M )( 这时称 g 达到 A { M )\ 
则 5 是 Einstein 度量. 对任何紧致 n 维流形 M 总有 X ( M , g )^ X ( S n , 9l )( 见引 
理 2.2 )，这里仍表示上的标准度量， n > 3,因此的标准度量是达到 A 
的一个 例子. 另一个例子是环面上的标准度量由于上不存在具正纯 
量曲率的 Riemann 度量，有 X ( T n , g ) ^ A ( r ' 5 。） = 0,即^ 达到了 MT n ) = 0. 

另一种可能的例子是曲率是负常数的空间形式，尚不清楚 Z ( M ") 是 
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否被 Poincare 度量^所达到 • 如果能用上述的“极小一 极大” 步骤在一般 
紧致流形上获得 Einstein 度量显然是十分有意义的，本章将要讨论的 Yamabe 
问题只是这个方向上的第一步. 

在以下的第1节中我们讨论二维情形的方程 (5.0.1). 在第2 〜 4节中讨论 

n 彡 3 维情形的方程 (5.0.2) ,我们将限于讨论云=常数的情形，即 Yamabe 问 
题. 

应当指出，在非紧完备的 Riemann 流形的范畴内同样可以提 Yamabe 问 
题.鉴于这方面的研究还不多，本书暂不涉及这个问题. 

命 

5.1 三维情形 

本节研究二维紧致无边 Riemann 流形 ( M ， g ) 上的方程 

Au-K + Ke 2u = 0, 

其中 K 是 Riemann 度量 5 的 Gauss 曲率，兌 e C °°{ M ) 是给定的函数•由 
Gauss-Bonnet 公式有 

/ Kdfi = 27rx(M), (5.1.1) 

J M 

其中♦是的体积元， x ( M ) 是 M 的 Euler 示 性数. 因此，如 u € C °°{ M ) 
是 (5.0.1) 的一个解，在 M 上积分方程 (5.0.1 ) 即得 

/ Ke 2u dfi = 27 rx ( M ). (5.1.2) 

J M 

这正是关于 （ M ， 刃的 Gauss - Bonnet 公式，其中歹 = e 2 u g , 这是因为 p 的体积元 
djl = e 2u dfi , 而其 Gauss 曲率为免显然，在 X ( M ) 有不同符号的情形， （5.1.2) 

要求左满足不同类型的条件.因此我们的讨论将按照 x ( M ) < 0, = 0,〉0,分为 
三种情形. 

情形 I X ( M ) < 0. 

虽然方程 (5.0.1) 的可解性在这种情形尚未彻底解决，但我们对问题有较好 
的理解.在这种情形下，利用所谓“上、下解原理”来求解 (5.0.1) 看来是合理 
的.以下命题是这一原理的一种简单 情形. 


5 : 1 三维情形 
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命题 1.1 设 （ M ， p ) 是一光滑、紧致、 n 维 Riemaim 流形. 考虑其上的半 
线性椭圆方程 


Au + f ( x , u ) = 0, 


(5.1.3) 


其中/ e C °°( MxR ). 如果存在 ip^e C 2 { M ) 满足 


A ^ + f ( x , ip ) ^ 0, 

△畛 + /(%#)< 0 


(5.1.4) 


( 分别称 p 和 4 为 (5.1.3) 的下解和上解），并且# <也则 (5.1.3) 有解 u e 

证明令 A 为一常数使得 _A <屮 < 咕< A . 由 M 的紧性，总可以取 
足够大的正常数 C 使得函数 F ( x ， t ) =ct + f ( x ， t ) 对于每个固定的$ G M ， 在 
[― A 硐上是力的上升函数.定义仏 = -Aw + cu . 熟知， i 作为 C 2 〃( M ) 到 

(0,1)) 的椭圆算子，具有紧的逆算子 I - 1 •而且，由极大值原理， 

L 是正算子，即 成立： 



如则 

(5.1.5) 

现归纳地定义 

Wo = W ， 

^pk = L 1 (i^(X ， l ))，> 1; 

(5.1.6) 


啦)=也 

^/j k = L _1 ( F ( a ;,^~ i )), k^l. 

则有 

Lip ( Lipi : 

= F{x, (p) ^ F(x» = I/ih ( IaJj, 



其中两个等式由 （5.1.6) 得出，第一个和最后一个不等式由（5丄 4 )给出，而中间 
的不等式则是由于关于 t 单调 上升. 因此，利用（ 5 丄 5 )就有 


p < Pi < #1 < 必 


仿此，用归纳法可证 

^ ^Pk—l ^ ^Pk ^ ^ "0/c—l < 也 > 1* 

序列{%}和 { M 的单调有界性保证了有逐点的收敛： — M ， 如—％并且 
W 彡 M <丑 < 也现由 （5.1.6) 和{仰}及{如}的有界性，利用线性椭圆方程的 
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^ 估计 （P > n ) 我们推出这两个序列在 L \{ M ) ^ C ^ a ( M ) 中 有界. 因此，上 
面的逐点收敛实际上是收敛 • 从而我们可在 (5.1.6) 中令 — 00而取极 
限，得出 

Lv = F ( x ， v )， (5.1.7) 

其中 r M 或瓦 继之，由椭圆方程的 Schauder 估计可知，丛和丑 e C °°( M ). 
最后注意由 L 和 F 的定义， （5.1.7) 与 （5.1.3) 是等价的，命题即得证. 

现回到原来的方程 (5.0.1) ,我们有 

命题 I . 2 设 x ( M ) < 0,则 (5.0.1) 有解的一个充分条件是存在 (5.0.1) 的一 
个上解4£<7 2 (似). 

证明 由命题 1.1 ，我们只需找到 (5.0.1) 的一个下解 A 使得 v ? <岭.令 
^ = /- c , 其中 c 为正常数，/是方程 

Af ^ K-Ko 

的解，这里 Ko = S / M K 咖是尺的平均值.自 （5.1.1) 及 x { M ) < 0知瓜为负 

数- 注意上述方程可解是由于其右端的平均值为零.取 C 足够大显然可使 
成立. 又有 

△# — 仄 + Ke 2 ^ = 一 K 。 + Ke 2f - 2c > 0, 

只要 C 充分大.因此我们可找到满足的下解 p 证毕. 

作为命题 I . 2 的一个推论，有以下的结果（见 Kazdan - Warner , Ann. Math., 
99(1974)，14-47). 

定理 1.3 如 X ( M ) < 0, X < 0但兗不恒等于0,则 (5.0.1) 有解 u e C °°( M ). 

证明 由命题 I . 2 ，我们只需找 (5.0.1) 的一个上解.令岭= a / + 6,其中 
/ e C -( M ) 满足方程 

Af = K 0 - K . 

这里元 0为兌的平均值，由定理的条件元0 < 0. 取正数 a 足够大，使< 
K { x ), \/x € M . 又取 6 充分大使 e af+b - ci > 0,则有 

Ai / j-K + Ke ^ = aK 0 -K + ( e af+b - a)K < 0. 


这说明 4 是 （ 5 .0.1) 的 上解.证毕. 
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条件 (5.1.2) 说明在 X ( M ) < 0的情形，兌必须在某些地方取负值（ 5 .0.1) 

才可能有解.但在犮变号时 (5.0.1) 可能没有解，在这种情形可解性的充分必 

要条件还不清楚. 

情形 II X ( M ) = 0. 

在这种情形我们的问题获得了完全的解答 . M . S . Berger 首先得到 （5.0.1) 
可解的一个充分条件，而 Kazdan - Warner 指出这个条件也是必要的 • 

定理 1.4 设 X ( M ) = 0,则 (5.0.1) 有光滑解的充分必要条 件是: 或者⑴允三 
0,或者 ( ii ) K 变号且满足 

/ Ke 2f d[i < 0 ? (5.1.8) 


其中/是 △/ = X 的一个解. 

证明 必要性.首先注意由 （ 5.1.1) 及 X (M) = 0, 有 f M Kdfi = 0. 因此存 
在 / e C °°{ M ) m △/ = 设从是 (5.0.1) 的解， 令 r = 从 一 /， 贝 |J 

A ?; + Ke 2v+2f = 0. (5.1.9) 


因而， 



e ~ 2 v Avd/i — —2 



e ~ 2 v \ Vv \ 2 d/i < 0. 


如果这积分 = 0,则必有 ivy 三0,从而三常数，由 (5.1.9) 即可推出犮 E 0•因 
此，在兌幸0时必有 (5.1.8) 成立，且由 (5.1.2) 可知兌必须 变号. 

充分性.在兌= 0 时易见 /即是 （5.0.1) 的解，故设兌关 0. 我们用变分方 
法来求解 （5.0.1) .令 

= {ue Lj(M)\ [ udfi= [ Ke 2u ^ 2f dfi = 0}. 

Jm Jm 

由于犮变号， I 是 G ( M ) 的非空子集.我们考虑泛函 

Jin) = 1 [ \Vu\ 2 dfi 

A JM 

在 J 上的极小化 问题. 设若存在 Uo e I 使 J(u 0 ) = ini J(u), 则由 Lagrange 

乘子理论，存在常数 a ， 使得在 L \{ My 弱解的惫义下 


△ u 0 + a + pKe 2uo+2f = 0. 
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积分此方程可得 

a • V = —(3 

这是由于如€ J •这里 F = / M 咖是 M 之体积 • 因此 a = 0. 于是 




Ke 2 ^ d\i = 一 / e~ 2u °Auodfi < 0, 


条件 (5.1.8) 则保证了 P > 0. 令吻=从0 + | log /?,则吻是 (5.1.9) 的一个 L ?- 弱 
解.下面将说明，对于任何 W eL ?( M )， e w ei 7( M ), V P > l . 因此，由标准的椭 
圆正则性理论可知如€ C °°( M ), 而 w =^o + /即是 (5.0.1) 的光滑解. 

现设{叫} C e /# 是 J ( U ) 在上的一个极小化序列，即 J { Ui ) —* Co = 

由于 = 0,故 I 卜川 L ^ cJ (Ui) ( Poincar 6 不等 式). 所以 {叫} 

在 L \{ M ) 中有界，我们可设某个子序列，仍记为{叫},在 L \{ M ) 中弱收敛于 
« o . 由 J ⑷的弱下半连续性， J ( u 0 ) < c 0 . 另一方面，由后面的引理 1.6 可以推 
岀 

0 = lim [ Ke 2 ui +2 f df != [ Re 2uo+2f d 卜 

^°° Jm Jm 

由此可知坳€1(/ / ^ 0 咖= 0是明显的> 从而由 Co 的定义有 j ( tx 0 )> c 0 •这 
证明了 J(uo) = Co , 而前面已经说明这 样的灿 对应于 (5.0.1) 的一个光滑解.证 
¥. 


为了补出上述证明中一个分析事实的证明，我们需要 


引理 I . 5 ( Triidinger 不等式）设 ( M ， g ) 为一紧致、无边、二维 Riemann 


流形，则存在 AC > 0,使得对所有满足 J M ud f i = 0，/ M \ Vu \ 2 d^i < 1的以 G 


成立 



d/i ^ C . 


证明 令 R ， A ，1 < i < fc ， 为 M 的一个单位分解， 满足： 每个 Ui 都微分 

同胚于 M 2 上的单位圆盘 D,cpi e c ^°( Ui),o ( 私 （ 1， 以及 Y ! l = i 屮 i 三 1 ，令 
W = 列从，则以 = Yli=l u i - 我们先证存在常数 Co > 0,使 


\ M\p < CQy / p \\ Vui \\2, Vp > 2, (5.1.10) 

这里 IH | P 表示 LP { M ) 的范数. 
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事实上，令〃 eCMD )， 我们有熟知的等式 


v [ x )= H D yv{y) -^\^ 


因此 




把被积项写为 {\S/v\ 2 \x^y\^) 1 /^ 




• | V ^i - 2/p ， 由 Holder 不等式可得 


K 4 K 


1 



1 /P 


\Vv{y)\ 2 \x-y\^ q dy 


2i7T \ i d 

1/2 / f \ 1/2-1 /p 

\x-y\^ q dy ) ( / \Vv\ 2 dyj 



D 


D 


其中 ^=^< 2 . 注意有 


P +2 





D 


y 

— q dy = 

y 

- q dy^ / 

y 


J\x-y\<l 


^\y\<2 



Q 


dy 


2 

2 丌 / r 1 ~ q dr = 2 1 " 9 7 r(p + 2 ), 

o 



因此有 



\Vv\ p dx < ci (p + 2 ) 2 +1 

D \JD 



\ P / 2 

Vv \ 2 dx I 



i/p 


|Vt^| p dx 


< C 2 ^/P 


D 



Vv 


D 


\ 1/2 
2 dx) 


(5.1.11) 


由于 Co 1 (D) 在為 (D) 中稠，故 (5.1.11) 对所有 r d\{D) 成立 . 由于 叫在％ 中 
紧支，％微分同胚于 A 故知 （ 5.1.10) 成立. 于是 


k 


k 


imIp < ^2 ^ °oVp^2 ii v ^ii 2 




% 


( c 3v /^(||Vu|| 2 + | 卜 |j 2 ). 


但 / M 从咖 = 0, 故由 Poincare 不等式得 


Mlp 《 c 4 yp||V^||2, Vp > 2. 
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现设 || Vu || 2 < l ， 则 



N 


N 


M 



k=l 


k \ 




/ c=l 


若 足够小，则右端级数当 N ^ OO 时收敛.由单调收敛定理可知 / M d/x < 

C. 证毕. 


引理 l . 6 存在常数 C ， r ?〉0, 使得对于 WL ?( M ) 有 



e w d/i ^ Cexp ^|| Vi/||2 + — I u 




(5.1.12) 


证明 不妨设 11^^112 #0,否则 u = 常数， (5.1.12) 显然 成立. 我们有 




Uq 


2 


+ 1网⑽， 


| Vt /|| 2 


其中 Uo = u —^ J Mudfl ， p 为 Mdinger 不等式中的 常数. 对上式取指数并在 
M 上积分，即可得 （ 5.1.12) ，其中7? = 1/4 沐证毕. 

在 (5.1.12) 中以] m 代替％即可看出 P e L ^( M ), Vp ^ l . 另一方面容易证 
明形如 / M Ke u d ^ i 的泛函关于弱拓扑是连续的.事实上，设 { M 在 L \{ M ) 
中弱收敛于％则叫在 LP { M ) 中强收敛于 u(^p ^ 1), 并且 



K{e Ui - e u ) d[i 


M 




[e u ^ Ui -^)dtdfi 


Ke u+t ^ u \m 

M 


u) dfidt. 


利用 Holder 不等式， (5.1.12) 及 叫 —u 在 P ( M ) 中，可知上式趋于 0. 

情形 III. X {M) > 0. 

在这种情形， M 或是球面 S 2 ( X ( M ) = 2), 或是实投影平面 EP 2 ( X ( M ) = 1). 

我们先讨论 ( M : g ) 是具有标准度量的球面 ( S 2 , g 0 ) 的情形，这时 Gauss 曲率 
K = l , 面积为 4 tt . 方程 (5.0.1) 成为 


△乜一 1 + Ke 2u = 0 


(5.1.13) 


条件 (5.1.2) 则为 



Ke 2u dfi = 4 tt . 


(5.1.14) 


s 2 
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这条件要求 K 必须在一些地方取 正值. 但即使犮 > 0，(5丄13)也可以没 有解. 
Kazdan 和 Warner 首先注意到以下事实： 

命题 1.7 令 p € C °°{ S 2 ) 为标准球面上的一个第一特征函数 

A(f + 299 = 0. (5.1.15) 


i^ue 是 (5.1.13) 的一个解，则 

[VK • Vipe 2u dfi = 0. 

Js 2 

证明 第一特征函数 w 的二阶协变导数满足 


(5.1.16) 






(5.1.17) 


用 Vu • 乘以方程 (5.1.13) 再积分可得 



( Vu - S /( f)Au dfi — Vu - V(pdfi + / (Vu - V ( p ) Ke 2u dfi = 0, (5.1.18) 

s 2 Js 2 Js 2 


利用分部积分及 （5.1.17) 有 



(▽从 • V^p)Au dfi = — / ▽(▽!/• Wip) * Vudfi 

s 2 J s 2 



2 ^ V (| V ^| 2 ) - V(pdfi + J \ Vu\ 2 (fidfi 


2 



+ 2(p) d^i = 0 . 


s 2 


又有 



• Vipdfi 




s 2 



ipAu d/jL = j (p(Ke 2u — 1 ) dfi 

5 2 Js 2 



( pKe 2u dfi . 


5 2 


另一方面， (5.1.18) 的第三项积分等于 



s 2 



2u 


2 / KVe 2u -Aipdfi = ^ j (▽兌 • Wip ) e 2u d ^-~ Ke 2u Aipdfi 





(VK - W ( f ) e 2 u dfi + I ipKe^ u d [ i . 
S 2 Js 2 


2u 
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综合上列计算即得 (5.1.16). 证毕. 

如果取# = 1 +呼，其中 e 为充分小的常数，则 X 〉0,而 （5.1.16) 变为 



这显然是不可能的，因此对于这样的兌， (5.1.13) 不可解. 

注在标准球面 S n (n ^ 3) 上也有与命题 1.7 相似的 结果. 设 p 是上的 
第一特征函数，即 △# + np = 0 •如果 = 的纯量曲率为 J ?， 这里 p 。 是 

S n 上的标准度量，则 Kazdan 和 Warner 证明 

• V Ru 1 ^ d/iQ = Q (*) 


s n 的第一特征函数的梯度向量场 X = 是共形向量场，即 X 产生的单参 

数变换群中的每个变换都是上的共形 变换. 利用共形向量场可以导出一类 
微分方程的解必须满足的恒等式，最初是由 Pdhozaev ( Soviet Math . Doklady , 
6(1965), 1408-1411 ) 发现的，他在]上利用 X = r ~. 上世纪80年代末， 
作者之一证明了以下的一般性结果 （ R . Schoen , Existence of weak solutions with 
prescribing singular behaviour for a conformally invariant scalar equations ). 

命题设 { M ， g 、 为一具光滑边界的 n (彡 3) 维紧致 Riemann 流形， i ? 
为其纯量 曲率. 设 X 是 （ Mj ) 的一个共形向量场，则成立 




da . 


其中 Ric 为 Ricci 张量，表示 Lie 导数. 

在沪上取 X = 则 ^ X R = V (^ • VR. 又注意 g = u^g 0 的体积元 

d ^ = uhd ^ AdS n = 0, 容易看出 （*) 式是以上一般性恒等式的特例. 

Moser 在1973年给出了 (5.1.13) 可解的一个充分条件，其陈述如下. 

定理 I . 8 令 （ S 2 , 义）为 R 3 中的单位球面.设 X e C °°(5 2 ) 满足 K (- x ) = 
K(x), Va : € S 2 C R 3 , 且 maxiT > 0,则方程（5丄13)有解 u € C°°(S 2 ) 满足 

S 2 

u(—x) = u(x)^ Mx e S 2 . 

这个定理的证明依赖于不等式 (5.1.12) 以及对这个不等式中的常数 r / 的精 
确估计. Moser 证明了 
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引理 1.9 在标准球面上，不等式 (5.1.12) 中的常数7； = 1/16 tt . 如果不等 
式中的函数 W 还满足对称性条件 u{-x) = u{x\ J«!| T) 可取为 1/327 T . 

证明请见 Indiana Univ. Math. J. ， 20(1971), 1077-1092. 

现考虑 Ll ( S 2 ) 中的子空间 

^ e Ll ( S 2 )\ udfi = 0, u(—x) = u(x) a.e. x E 5 2 ^. 


由引理 1.9 可知，对于 i 成立 



2u 


2 


e— dp ( Cexp ||Vti || 2 


(5.1.19) 


令爲 


u 


e 由于 n ^ x 兗 >0 ,爲不是空集 • 定义 


J(u) = 三 |i ▽ 以 111 — 27 rlog / Ke zu /i € 爲， 

5 2 



2u 


C* 


inf{J(u)\u E */#*}， 


注意 ( 5 . 1 . 19 ) 保证了 

J{u) > i||Vw||| - 2 tt ^||Vw || 2 + logC + log(maxK)^ 

=^||Vw ||2 — ci. ( 5 . 1 . 20 ) 

因此 c* > _oo. 现令 {M C 爲为泛函 ^ / 在爲 中的一个极小化序列，即 

J (^) — c * 当 i — oo . (5.1.20) 说明 || ▽叫|丨 2 有界，由于 fg2 u i dfi = 0, {叫}在 

gw 2 ) 中有界 . 故可设某子序列，仍记为 { 叫 } ，在 G ( 炉）中弱收敛于如.由情 
形 II 中的讨论可知，泛函 J 是弱下半连续的，因此 J(uo)^c,. 又容易验证， 

以 0 e 爲，按 c* 之定义有八仰）彡 C *， 故 < 7 ( 从 0 ) = c* • 由 Lagrange 乘子理论，从 o 
满足 Euler-Lagrange 方程 （ 这里要利用 K{-x) = K{x )) 

A AirKe 2uo 、 

△ 乜 o + 7 ~~= 入， 

f S 2 Ke 2uQ dfi 

其中 A 是 Lagrange 乘子 • 在炉上积分此方程即得如 = 4 ttA ， 即 A = 1 . 再令 
w = w 0 + I log f s2 Ke 2uo 咖 ) ，则 w 是 ( 5 . 1 . 13 ) 的一个坏弱解.由正则性定 
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理 （ 参见情形 II 中的讨论 ） 可知 U 是 （5.1.13) 的光 滑解. 这完成了定理 1.8 的 
证明. 


如果把炉上的点 x 与其对径点- x 相等同，就得到实投影平面 RP2 . 任 


何兌€ C -( MF 2 ) 提 升到炉 上时，均满足 K {- x ) 




[AJitQ , 疋牲 






明：在标准度量的 MP 2 上， 一 个光滑函数是某个逐点共形于标准度量的度量的 


Gauss 曲率，必须而且只需此函数在某处取正值 • 注意必要性是由 （5.1.14) 决 

定的 • 事实上，这个结果对于非标准度量也成立（参见 T. Aubin ， J. Funct. Anal. 
32(1979)， 148-174 ). 


最后我们指出：在定理 1.8 的证明中，如果不假定对称性卜(- x ) 三 u ( x ))， 
J{u) 仍然有有限的下界.但是可以 证明： 除非 K =常数， J ( li ) 的下确界是达 
不到的.因此在兗不具有对称性的情形，问题更加困难，需要使用比较复杂的 
变分方法在一定条件下获得 J (〃） 的非极小的临 界点. 


5.2 Yamabe 问题与共形不变量 A ( M ) 


在本章开始我们已经解释过， Yamabe 问题 就是： 给定一个维数为 n 彡 3 
的紧致、无边 Riemann 流形 (M,g), 问是否存在共形度量歹= w 击分，使歹的纯 
量曲率为常数.这个问题等价于求解 


一 4lrf^l) Ru + = 0 , 

u > 0, u G C°° (M) , 

其中丑是 (M ， g) 的纯量曲率， A 是常数•记 



2 n 

n-2. 


n — 2 

a = — -- 

4 (n — 1) 


L = "- △ + ciR. 


称 L 为 (M ， g) 的共形 Laplace 算子.方程（ 5 . 2 .1)可写为 

Lu = 一 1 . 



(5.2.2) 


Yamabe 注意到， （5.2.1) 是泛函 


Qo(d) = 


Im ^9^ ^9 
(Im d^f P 
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限制在共形等价类％上的 Euler-Lagrange 方程.事实上， Qo 可以写作 Qo ( g ) = 
Qo ( u p ~ 2 g ) = a _1 Q ( w ), 其中歹= u p ~ 2 g e %. 但由 (5.0.2) ， g 的纯量曲率 
Rg = a ~ x u x ~ v Lu , 其体积元 d/xg = u p dp ， 故 


Q {U ) ^ aQo(g) = ^ 


其中 


E(u)= 


u 


2 

P 


J (|Vu | 2 + aRu 2 ) dfji^ 

Jm 

2/P 


我们称 Q ( U ) 为 ( M ， sO 的 Yamabe 商•若 ix > 0, € C °°( ik 0 是 Q 的临界点， 
即羞2卜+ #)1^。= 0，州€6^(从),则容易导出^满足方程（5.2.1)，其中常 

^X = E(u)/\\u\\p. 

现注意，由 Holder 不等式有 




因此 Q ( W 下方有界.定义 

X(M) = in^a - 1 Q 0 (g)\g e %} 

=inf{Q(w)|w € C°°{M),u > 0}. 

由上面的分析看出， A ( M ) 是由共形等 价类％ 确定的，而与基准度量 5 的选取无 
关，因此称之为 ( M , P ) 的共形不 变量. 事实上，如果另取一基准度量歹=# 一 、 
其中 p > 0# e 令 g 为关于歹的 Yamabe 商，通过直接计算即可得 

出 Q{u) = Q(— ， 因此 g 与 Q 有相同的下确界.这一事实在我们以后对 A ( M ) 
进行估计时将多次用到.另一个将要用到的事实是， A ( M ) 可以等价地定义为 

A(M) = inf{Q(w)|w G L\{M) \ {0}}. 

只要注意到 ||VM || 2 彡 ||V W || 2 ( 因此第一个定义中 w > 0的限制并不使 A(M) 
的值变大）及 (^( M ) 在 L\{M) 中稠，就不难看出两种定义是相等的. 
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共形不变量 A ( M ) 的重要性在于有以下结果： 

定理 2 .1 设 ( M ， g ) 为 n 维紧致无边 Riemann 流形.如果 A ( M ) < A (5 n ), 
则 Yamabe 问题在 ( M , g ) 上 可解.这里沪 表示具标准度量的 n 维 球面. 

在证明这个定理之前，先考察入 ( S n ) 与 R n 上的 Sobolev 不等式中的最佳 
常数 yl 的关系 • 我们有如下的 Sobolev 不等式 



Vu \ 2 dx , \ fueC ^°{ R n ). 


注意] R " 的纯量曲率为零，因此它的共形 Laplace 算子就是-- Zti 長. 
如记 QEn 为，的 Yamabe 商，则最佳常数义可定义为 


^1 = M{Q R n(u)\ue C 0 °°(M n ) \ {0}}. 

在本章的附录中将证明 yl 可以被 IT 上的一族函数 

Va , b ( x ) = ( a + 啦 | 2 ) (2 — n)/2 ,a > 0,6 > 0 (5.2.3) 

所达到，其值为 

^ = Qr 打 Opa ， b) = n(n — l)a ； J /n , 

其中^^是的体积 • 

现令 P = (0, …，0, 1) 为 W c R n +1 的 北极. 定义球极投影 7T ： S n \{ P }^ 

『为吨^…’^^^占’…’吾乂容易验证兀是共形变换，事实上，如 

记 g 0 为 s n 上的标准度量，办 2 为 Rn 上的欧氏度量，则有 

(沉- 1 )%: 『;二| 2 ) 2 ds 2 = p { xf - 2 ds 2 . 

设 w € C °°{ s n ), 令 li = p • w O 7 T - 1 e 则由 Q 的共形不变性有： 

Q 沪⑷ = ㈤ .另一方面，利用，上的截断函数容易证明（参见附录 ） u 

可以用兩€ C 0 °°( M TC ) 逼近，使得 Q K n (^) Q Rn { u ). 由此 可知： X ( S n ) > A . 但 
另一方面又有： 

引理 2 .2对任何紧致无边 Riemann 流形 [ M ， g ) 均有 A ( M ) ^ A , 因此必有 
\{ S n ) - A . 

引理 2 . 2 只是对 A ( M ) 的一个粗略估计，由于我们在第4节将对 A ( M ) 作 
细致的估计，因此这里暂不给出引理 2.2 的证明. 
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下面我们开始证明定理 2.1. 首先指出， Q ( u ) 中的分母为一 17积分， 

P = 為是 Sobolev 嵌入 L \{ M ) ^ L ^ M )(1 ( q ‘ p ) 的临界幂次 .当 l < g< P 

时这个嵌入是紧嵌入，而当 g = p 时这个嵌入只是连续的，而不是紧的.这使得 
我们无法直接对 Q ( u ) 进行极小化而获得其极小临界点. Yamabe 的办法是， 
先把幂次 P 减小为 s < P , 这时可以用极小化过程获得逼近解％,然后 考察％ 
在 s — p 时的收敛性 （ Yamabe 在这后一步中犯了一个错误， IViidinger 指出 
了这个错误).确切地说，对于 s €(2， p ] 定义泛函 


Qs{u ) = 


E(n) 

iNir 


以及 

A s = inf {Q s (u)\u e L\{M) \ {0}}. 

利用 Holder 不等式容易得到 A s 的一致下界.又注意， A s 的符号是与共形 
Laplace 算子 [ 的第一特征值的的符号一 致的. 事实上，当 m 彡0时， E(u) > 
mIMli ^ o，w e l \{M\ 因此 A s 彡 o . 而当 m < o 时，取 l 的第一特征函数 

列，则 E{ipi) = < 0,因此 < 0. 

弓 I 理 2.3 IETA s < A ( M ), 若 A s > 0, 则怂 — A ( M ) 当 s — p . 

s—^p 

证明注意 Q P = Q , 所以 A p = A ( M ). 现取叫 e L ?( M ) \ {0} 使 Q p (m) ^ 
X(M). 固定从 i ， 则有 彡 Q s {ui) Q p (ui ) 当 s — p . 由此可知 hm s -, p X s < 
KM). 在 U 0 时，如上所述 Q s (u) ^ 0，Vu， 故由 Holder 不等式 

Qp(u) = Q s (u) • 判 § < Q s (u) - y 2(1 ~^. * 

因此 = A ( M )< X s V 2 ^~f \ 说明 lim s ^ p A s > A ( M ). 引理因而得证. 

引理 2.4 设2 < s < p ， 则存在 ％ € C°°(M)，u s > 0,| K|| S = 1, 使得 
Qs(u s ) ^ 且满足方程 

Lu s = A^r 1 * (5.2.4) 

证明取一极小化序列 {M C \ {0}， 使 Q “叫卜 A s .由 Q s (\u\) ^ 

Q s (u) 我们可设叫彡 0. 又由 Q s (tu) = Q s ㈦ , V 正数 i , 我们可取 || w|| s = 1.于 
是 Qsiui) = E[ui) = || V ^||| + a f M Ruf df! A s . 因此 || V ^||| ^ c x + c 2 \\ui\\l. 
但又有 | k||i < c\\ui\\ 2 s ( Holder 不等式)，可知{叫}在 L\{M) 中有界 • 因此 
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我们可以假定{%} ( 或其子列）在 L \{ M ) 中弱收敛于某个〜作为弱极限， 
l | Vu s || 2 ^ lim “ ool | ▽叫|| 2 .由于嵌入 Lf — 17当1彡 r * < p 时是紧的，因此 

f Ru】dfi ―> f dfi ， 11 叫 11 s ~~ y I 卜 s 11 s ^ 1 •所以 ， Qs (%) < lim^oo Q s ( ui ) = • 

由入 s 的定义必有 Q s ( u s ) — X s - 于是，作为的临界点，％是 Euler-Lagrange 
方程 (5.2.4) ^ L 2 r 弱解 • u s 的正则性可以用所谓靴带法 （ Boot-strape ) # 
到.由于= A ^ r 1 e L' qi = 一^ p 由椭圆算子的炉理论可知％ e 

S — 1 

Lf . 而由 Sobolev 嵌入定理推出％ e L' Pl = — > p . 因此又有 

ns — n — 2 p 

Lu s e L ^, q 2 > Ql . 重复以上步骤可证％ € Ll^q > 1. 这样，在 g > n 时就 
有％ e C 1 ^. 利用 Schauder 理论又可把正则性提高到％ € C 2 ^ ( 注意方程右 
端入 M -1 是 Holder 连续的）.最后注意，由于叫^ 0, u s ^ 0, 从方程 (5.2.4) 
可知存在 o 0使△% - o/ s < 0,因而由极大值原理 推出： 若存在: r 0 € M 使 
〜(吻 ） = 0,则％三 ()• 这不可能，所以％ > 0. 由于当 t 〉0时函数 f - 1 光滑， 
因此可以继续把％的正则性提到％ € 证毕. 

现回到定理 2.1 的证明 • 不难看出，如果 ％ (s < p ) 有一致的上 界：％ 彡 c ， 
则 用引理 2.4 证明中的推理可以 得到％ 在 C k ^( M ) 中的一致界，为任意正 
整数，0 < a < 1. 因而存在子列{〜}，& 在 C k ( M ) 中收敛于 w € C °°( M ) 9 
而 w 满足 

Lu = Au p __1 ， Q { u ) = A , u > 0， 

其中 A = limA Si •在 A ( M ) ^ 0 的情形，引理 2.3 说明 A = A ( M ) ? 而在 A ( M ) < 0 
的情形 ， A ^ A ( M )， 从而 Q ( u ) ^ A ( M ). 但由 A ( M ) 之定义，必有 Q ( u ) = 
A ( M )， w 即为所求的 Q 的极小解. 

因此，为证定理 2.1 只 需证％ 有界.假定不存在这样的界，则存在外 — 
Pi^k = u Sk , z k e M , 使得 u k ( z k ) = mdiXUk = m k + oc . 由于 M 紧致，可设 

4 4 勿 e ilf •取勿处的一个正规坐标系，在此坐标系中 

gij ( x ) = 5 ij + 0(\ x \ 2 ), det gij { x ) = 1 + 0(\ x \ 2 ). 

设办 的坐标为 Xfc, 则办 — o 当 A : — oc.Uk 满足的方程可写为 

- 7 = y d i ( Vg( x )9 ij (^) diu k ) 一 aR { x ) u k + XkU 3 ^ 1 = 0, 
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其中 - A Sfc . 设此方程在 ㈣ < 1上 定义. 现定义 

Vk = m^UkiSkX + Xk) y 

其中4 = Sfc/2 -> 0,则叫在半径为外= (1 — \ x k \)/5 k ^ oo 的球内定义， 
并满足方程 

^ dj ( b k a ^ diV k ) ~ CkV k +- 1 = 0， （5.2.5) 

Ok 

其中 

O) = g ij (S k x + x k ) Sij, 

bk { x ) = ^ detg (5 k x + x k ) — 1, (5.2.6) 

Ck(x) = am 1 k ~ Sk R{5kX + Xk) 0 . 

这些收敛在 K ™ 的任何有界闭域上是 C 1 一致收敛.现注意，0 < 叫< v k (0) = 1. 
因此，对 (5.2.5) 的解外进行炉和 Schauder 内估计可得以下结论:对任何丑 > 0, 
存在 C ( R ) > 0和 k ( R ) > 0,使得 


||^/ c ||(72, a ( B fc ) ^ ^ k ( R ). 

取一列 — oo , 用抽对角线子序列的办法可以得到子列 {Vm}, 使 —— ^ e 
C 2 ( R n ), 这收敛在每个 B Rni 上是 C 2 - 收敛. 于是由 （5.2.5) 和 (5.2.6) 可知 t ; 是 

方程 

+ A 沪一 1 = 0 (5.2.7) 
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类似可得 



|Vt;| 2 dx < oo. 


M n 


令 ?/ € C^°(E n ) 为一截断函数 ， CK r/ 彡 1 ，在历⑼中 7 ； = 1 ，在 R n \ S 2 ⑼上 
々 = 0 . 定义 v R (x) = TJ ( 羞 ) v{x). 容易验证 



(|V(t; — 收 ）| 2 + 卜 一 dx — ^ 0, 当 i? — oc. 


R n 


(5.2.9) 


用印乘以（ 5 . 2 . 7 )并积分可得 

/ S/v - Vvudx = A / v p ~ 1 VRdx . 

JR n 

由于 (5.2.9) 我们可以在上式中令丑 — oo 而得 

I | Vi ;| 2 dx = X f v p dx , (5.2.10) 

jR n JRn 

如 A 彡0, (5.2.10) 说明 v = 常数 ，而 (5.2.8) 说明这个常数为0,这显然与 r > 0 
矛盾 • 因此 A > 0,此时 A = A ( M ). 利用（5.2.8)， (5.2.10) 以及 Sobolev 不等式我 
们得出 

A ( [ v p dx ) < [ \ Vv\ 2 dx = X ( M ) f v p dx , 

\jR n / JR n JRn 

从而 

/ f \ 2/n 

A ^ A ( M ) / v p dx ) ^ A ( M ). 

这与 A ( M ) < X ( S n ) = A 的假定相矛盾.因此，在这一假定下％必有一致上 
界. 这完成了定理 2.1 的 证明. 

定理 2 .1 把 Yamabe 问题的求解化为对 A ( M ) 的估计.事实上，只要找到某 

个函数 A 使得 Q { ip )< \{ S n ), 就有 A ( M )< \{ S n ), 因而 Yamabe 问题可解•利 

用这一点 ， Aubin ( 1976 ) 证明了 •• 如果 n 彡6,而 ( M , g ) 不是局部共形平坦的 

(即 Weyl 张量 W _ 0 )，则 A ( M ) < X ( S n ). Schoen (1984) 则解决了所有其余的 

情形，他证明：如果 ( M ， p ) 不共形等价于标准的 S n ， 则 A ( M )< A ( W ). 由于在 

( M , g ) 共形等价于 W 时问题显然有解 （ 因为这时有共形微分同胚 f ： M -^ S n , 

使 f \ =四,9 0 为 S n 的标准度量 ， P e 显然 w 是常曲率度量）， 

Yamabe 问题获得了完全解决. 
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Aubin 的证明是局部性的.假定 n 彡0,且存在 P e M 使 \ W ( P )\ # 0,这 
E . W 是共形不变的 Weyl 张量，则可以构造一个在 P 的任意小邻域内紧支的 
试验函 数❸使 Q (^) < A (5 n ). Schoen 的证明则利用了流形的整体几何性 质. 
他注意到，共形 Laplace 算子 L 的 Green 函 数与， 上达到 Sobolev 最佳常数 
的函数 (5.2.3) 可以用来构造所需的试验函数 A 而在 n = 3或 （ M , p ) 在 P 点附 
近局部共形平坦的情形， Green 函数的渐近公式中的常数 A 若大于0即可保 
证< X ( S n ). 利用广义正质量定理可以证明，当 ( M , g ) 不共形等价于 5- 
时，常数 A > 0•在 n = 4,5时， Schoen 利用对度量作精细的扰动的办法，也 

找到了适当的试验函数. 

我们下面将要给出的证明，是基于 J . Lee 和 T . Parker 最近对上述证明的 
改进.他们的主要改进是找到了所谓共形正规坐标系，并给出了 Green 函数在 
这种坐标系下的渐近 展开. 这样， Aubin 和 Schoen 的证明可以统一起来，而 
对 n = 4 ? 5 也不需要作特别的处理. 

5.3 共形正规坐标与 Green 函数的渐近展开 

我们首先证明 Lee - Parker 关于共形正规坐标系的一个结果，然后给出在这 
种坐标系下共形 Laplace 算子的 Green 函数的渐近展开公式 • 以下我们称 M 
为一 Riemann 流形，总是假定在 M 上给定了某个基准度量仍，称 g 为 M 上的 
一 个共形度量则意味着 ge %,. 

定理 3.1 设 ilf 为一 Riemann 流形 ， P G M . 对于任何 N ^ 2, 存在 M 
上的一个共形度量仏使得在 p 点处的 p 的正规坐标系中有 

det ( gij ) = l + 0( r N ), 

其中 r = |: r |， 在 iV >5 时还有 

i ? = 0( r 2 ) 和 A 丑 ( P ) = —|| W ( P )| 2 , 

这里丑和 W 分别为 P 的纯量曲率和 Weyl 张量. 

在证明这个定理之前需先证明一些引理. 

引理 3 .2 设 P e M ， T 是切空间 T P M 上的一个 （/c + 2) 阶对称张量， 
k ^ O . 存在唯一的一个+ 2) 次齐次多项式/，使得在9的正规坐标系中度量 
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9 = e 2 fg 满足 

Sym ^ Rij ^ P ) = T , (5.3.1) 

其中 Sym ㈠ 表示张量的对称化， V 和瓦 j 分别是歹的协变微分算子和 Ricd 曲 
率. 

证明令 {/} 为 P 在 P 点处的正规坐标系， r =|; r |. 用少 m 表示 z 的 m 
次齐次多项式的空间•令 F { x ) = Rij ( x ) x i x ^ 则由 Taylor 公式有 

fc +2 

作) = E F ^ m \ x )+0( r k+s ), 

m=2 

其中 

F ㈣ ⑻ = — d K R ij ( P ) x i x j x K e 

这里 K = ( k lr •- , k m - 2 ), x K = x kl = YM * 注意 ， Ricci 曲率的协 

变导数 Ri ， j ， K(P) = d K Rij (P) + 氏讲，其中％ K 是由％ 的阶数小于 | K | 的导 
数所构成的多 项式. 因此，如/ e ^ k+2 ,g = e 2 fg , 则对叫= fc 有岛货= S ijK . 
又注意， （5.3.1) 等价于 

0 = X! dK(P) - T 勿 K):r W 
\K\=k 

= fc ! F ( fc +2 )(； r ) + ^ {SijK — TijK ) x l x K . (5.3.2) 

\K\^k 

由关于齐次多项式的 Euler 公式有： x^^idjf = ( x i di ) 2 f - x l di f = (k + 2 )(k + 
1)/. 又有 A / = A 0 / + OCr ^ 1 ), 其中 A 0 为欧氏 Laplace 算子.于是由否以与 
Rij 的关系（参见本章开始部分）可以导出 

F ( fc +2 )( a :) = F ^ k +2 \ x ) + : rV[(2 - n ) 汰％ / - ( A 0 /)^-] 

= F ^ k +2 \ x ) -( n -2 )(k + 2 )(k + l ) f - r 2 A 0 /. 

下面的引理说明，算子？八 0 + (71- 2 )化+ 2)^ + 1 )在外 +2 上可逆，因此存在 
惟一的/ e 外+2使 (5.3.2) 成立.证毕 
引理 3.3 r 2 A 0 在少 m 上的特征值为 


{Aj = 2i(n - 2 + 2m - 2j) : j = 0, ••- , [m/2]}. 
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对应于\的特征函数是形如 r 2 ^ 的函数，其中4 e hi 是调和多项式 • 
证明对于 m = 0或1引理显然 成立. 现设 m > 2, / e 满足 r 2 Ao / = 
入/•由 Euler 公式， A 0 /e h 满足 

AA 0 / = A 0 (r 2 A 0 /) = A 0 (r 2 )A 0 / + 4^^ A 0 / + r 2 A§/ 

= 2nA。/ + 4(m - 2)A 0 / + r 2 Ag/. 


因此， r 2 A 0 (A 0 /) = (A - 2 n - 4 m + 8)A 0 /. 这说明，或者 A 。/ = 0, 因而 A = 0 
及 / 为调和，或者（入-271- 4 爪+ 8)是7' 2 么 0 在只 71 -2上的特征值，对应的特 
征函数为 A 0 /. 在后一种情形/可表示为/ = X -^ Aof . 由此不难用归纳法完 
成证明. 

引理 3.4 在 p 的正规坐标系中， det (仍 d 有如下的展 开式： 


det(^) 


1 - ~R i jX i x j - 


20 


Rij,kl + Rhijm-^hkl 


1 


18 


RijRki ) x l x j x h x l +0( r 5 ), 


其中系数中的曲率均取值于 P 点. 

证明令{ 〆 }为 g 在 P 的一个邻域 C / 上的正规坐标，通过这些坐标把 C / 
和]^的一个开集相等同， P 与坐标原点相等同.先回忆 Jacobi 场的定义. 
固定 e M n ， 考虑映射7 :趿 x 1 R — 定义为 7s (*) = t(r +吒)，这决定了 

一个单参数族的从原点出发的测 地线. 令 T = 7:⑷，变分向量场 X ( ls ( t )) = 
羞 7 s ( t ) =钇称为 Jacobi 场. 由于对每个 a 7 s 满足测地线方程 A t T = 0,又由 

于 0 = 7* [ 基 ， 备]= [ T , X ] = VtX — VxT , 我们有 


0 = VxV t T = V t VxT + V [ x , t ]^- R ( T ， X)T 
= V T V T X - R { T , X ) T . 

因此 X 满足 Jacobi 方程 \/ 2 t X = R t ( X ), 这里 i?T 表示曲率导出的线性映射 
R ( T r ) T . 

f ( t ) = | X (7 oW )| 2 的 Taylor 级数，可以通过用 At 反复对之微分而求出 • 
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利用 Jacobi 方程， X(0) = 0以及 V T X(0) =匕算出最初几 项为： 

Vt/(0) = 0, V|/(0) = 2(^, C)(0),V|/(0) = 0, 

V^/(0) = 8 (E T e ， O(0),V|/(0) = 20((V T i? T )e ， O(0), 

\4/ ⑼ = 36〈(▽? 札) «〉⑼ +32〈i^iU〉W. 


因此， 


mtr) = t~ 2 |X(7o(t))| 

t 2 


2 


〈⑶ + + €〈(▽ 具)⑶ 

t 4 2 f 4 

+ 20((V 2 T Rr)^O + ^(Rr^RrO+O^), 


(5.3,3) 


其中右端的内积均在原点 取值.令汁 == 嘉土 為，则由 (5.3.3) 可得 


Qpqi^) = ^pq ^RpijqX ^ "f" g Rpijq,k^^^ 

1 2 

^pijq.kl ~ 1 ~ RpijmRqklm 、+ 0 ( 7 * 5 )， 



20 


45 


(5.3.4) 


其中曲率项均取值于原点•令 ( g P q ) = exp(A pg ), 则 


Apq (^) 


1 _ 2 . 

pijq，M + RpijmRqklm 、 + 0 ( 7 * 5 ) 



20 



45 


由此可知， det ( g pq ) = exp ( trA pq ) 具有引理给出的展 开式. 证毕 • 

定理 3 .1 的证明 归纳地假定 p 满足 det(^) = 1 + 0( r N ), iV>2. 容易看 
岀，在展开式 （5.3.3) 中每一项均取如下形式： 


c^[<(v^ 2 i? r )c ? 0 + ^(e,0], 

其中 Cfc 为常数， S 是由 i ? T 的阶数小于 - 2 的导数所构成的双线性型. 
因此 det(_) 的展开式可 写为： 

det (阳）=1 + [ c N ( R ijiK - W + 0( r N ，， 

\K\=N-2 


(5.3.5) 
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其中 T ijK 为由曲率的小于 iV- 2 阶的导数构成的 T P M 上的一个对称张量了的 
分量. 

由引理 3.2 ，可取 / e ^>N,g = e 2 fg, 使得 Sym(V N - 2 Rij) = T. 注意 det (^) 
也满足 （5.3.5) ， 其中心 与 T 换为瓦 j 与 f . 但在 / 6 的情形 T = T,Wi 
由 SymiV^Rij) = f 推岀 det (^) = 1 + 0{r N+1 ). 这完成了 det ( 9ij ) 的渐近 

展开的归纳证明. 

现设 iV 彡 5, 则由 det(^) = 1 +0(r 5 ) 知引理 3.4 所给出的展开式中的系 
数为零，即在 P 点处有 


(a) 勿 • = 0, 


( b ) 


Rij,k + + Rki,j = 

Sym + ^RpijmRpklm) ^ 0 » 


由 （5.3.6 )a 知 Rijki = Wijki 以及 


(5.3.6) 


Rij，kl — Rij，lk = = 0 ? 


因此由 （5.3.6) c 推出 


2 

" i " g iy ^ pijm^^pklrn ^^ pikm^^pjlm 

++ ^^ pjkm^^plim " l - ^^ pkjm^^plim 


现缩并指标 / M ， 注意由 Weyl 张量的对称性有 


W ^ pikm^^pkjm = ^ ^^pikm {^^pkim — ^ pmjk ) = ^ ^^pikm ^^pjkm 

并利用 Bianchi 恒等式 i?，j = 2 i ^, 即得岀 


3 丑， + -^ij,kk H ~ 互灰 ^ X ^ 0, 


(5.3.7) 


再缩并 L j ， 得到 Ai ? 二丑 # = 一 • 

最后，由 (5.3.6) a , R(P) = Ru(P) = 0 •由 （5.3.6 )b 有 Rj(P) = 一2只扣，与 

Bianchi 恒等式相加即得 2Rj{P) = 0. 定理 3.1 证毕 • 
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我们称定理 3.1 给出的共形度量及其正规坐标系为共形坐标系，并且将总 
假定 det (恥 ） = 1 + 0(r N ) 中的 iV 充分大.下面讨论在 A ( M ) > 0的情形下， 

L = - A + i? 的 Green 函数在共形正规坐标系下的渐近展开.由熟知的结果， 
在丑〉 0 的情形，存在惟一的 Green 函数 G P e C°°(M\ {P}) 使得 


LGp = (5p, Gp > 0, 

其中知表示 P 点处的 Dirac 测度，并且在 P 点处的正规坐标系中有 


G P {x) 




r 2 — n (l + o ( l )). 


(n — 2) 


n— 1 


事实上，在 A ( M )〉0 的条件下，丑>0的限制可以 去掉. 这是因为，由第2节 
的结果，对于2 < s < p ， 存在％〉0满足= Aw !- 1 ， 其中 A s 〉 0. 因此度 
量 〆 = vP s - 2 g 的纯量曲率纪= a ^ ul^Lus = a ^ XsU 8 ^ > 0,所以 〆 的共形 
Laplace 算子 i / 有 Green 函数 Gk 但直接计算可得 


L { u s v ) = u ^~ 1 L , v , e C 2 ( M ). 

由此容易验证 Gp 会 u s ( P ) u s Gp 是 L 的 Green 函数. 

以下为了计算方便，令 G ( x ) = (n - 2) uj n ^ G P { x ), xeM \ { P } ? 因此 [G = 

(n - 2) uj n ^ iSp ^ 以及 G ( x ) = r 2 - n (l + o ( l )). 

定理 3.5 在共形正规坐标系下， G 有如下的渐近展 开式： 

( a ) 在 n = 3, 4 ,5或 M 在 P 的一个邻域内共形平坦的情形， 


G = r 2 ~ n + A + a(x), 


其中 A 为常数， a = 0( r )， 除 n = 4之外均有 a e C 2 ' 而在 n = 4时， 
a = P 2 (x) logr + a 0 , 其中 P 2 ⑷为 2 次齐次多项式， e C 2 ^ ； 

( b ) 在 n = 6 的情形， 


G 


r 


2—n 


a 


| W r ( P )| 2 logr + a ( a :), 


288 


其中 a = P{x) log r + ^o, P{x) 为多项式， P ⑼ = 0, a 0 G C 2 ^ 


( c ) 在 n 彡 7 的情形， 


G 


r 


2—n 


i + 

m 


a 


r 


4 


12 (n — 4)、12 (n — 6) 


mp)\ 


2 


-Rij(P)x l x j r 2 )] +a(x), 
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其中 a { x ) = ( P ( x ) logr + a 0 ) r 2 ~ n , P { x ) 为多项式， a 0 e C 2 ^ ； 

证明我们可写 G = r 2 -(l + ^), 其中矽 = 0(1). 注意，若函数/只依赖 
于 r , 则在正规坐标系下有 


△/ 


r n ~ 1 y/detg 


d r ( r n ~ 1 \/ det gd r f ). 


事实上，在极坐标 ( r ， C ) 下，其中 e e S ^-\ g = dr 2 +〜( r ， C ) 妒矽，且 det(/i^) = 
严- 1 由于广 = 1, / 不依赖于 t 故有以上表达式•利用 detg = l+0(r N ), 

容易算出 Ar 2 - = A 0 r ^ n + e , 其中4为欧氏度量下的 Laplace 算子，沒 e 
这里及以下我们用％表示直到阶导数均在原点为零的(7°°函数的集合.注 
意，可以充分大，只要 iV 充分大.由于 A 0 r 2 — = -(n - 2 K_k 5 p , 所以 
Ar 2 ~~ n = — (n — 2)cu n ^iSp + 0 •于是方程 LG = {n — 2)uj n -i8p 就化为 


L(r 2 ~ n ^Jj) + aRr 2 ~ n = 6. 


(5.3.8) 


令 Lq = 一 r 2 Ao + 2(n — 2)r 氏， JRT = r 2 (A — △o) + 2(n — 2)(r 氏一 為) ，则 (5.3.8) 

等价于 

L 0 ^ = Ki /; + aRr 2 (l + ^) + 6. (5.3.9) 

为了求出 G 的渐近式，我们采取以下 办法： 先找一个 F e C ， B \ {0}), 满足 
多== 0(1) 以及 


LqiJj — Ki [) — clRt ^{\ + ㊉ 《 n+i • log r , (5.3.10) 

这里貧 n+1 • logr = { f ( x )\ ogr\f e 貧 n + i }. 容易验证 (5.3.10) 等价于 

: L { r 2 D + aRr 2 ^ n € 釣 ㊉ 約 • log r . 

因此，如令矽-逆 = p ，则由上式及 （5.3.8) 推出 

L { r 2 - n ip ) € C ^( B ), 

由此可以断定 r 2 ~ n ip e C 2 ^. 事实上， 令 v 为 Dirichlet 问题 

Lv = L[r 2 — n ip 、 eC% v\0B = r 2 、 
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的解，由椭圆正则性定理 r €(7 2 ，匕而= 满足 LW = 0, 則况 5 = 0. 

注意由于 W = o { l),W = o ( r 2 - n )， 因此对任何 e >0 有在 r = l 和 r 充 
分小的地方，又注意在 B \{0} 上 jLG = 0,故由极大值原理 W 在 S \{0} 上 
成立 • 令 e — 0, 得灰彡 0. 同理可证 W ^ O , 从而撕= 0,即 r^ n ip = ve C 2 ，' 
这样就有 G = r 2 _ n (l +奶+ %其中 r e C 2 ，h 

问题现归结为求适当的 A 使 (5.3.10) 成立.先讨论 n 是奇数的情形.设 
0 = +…+分71，其中如€ 取畛1 =矽2 =你= 0. 归纳地假定已经取到 

0 = 01 +...+ U 吏 


L^yijj - — ai?r 2 (l + G ^；. (5.3.11) 

由于 i ? = 0{ r 2 ), aRr 2 G ^ 4? 因此在 fc ^ 4时取 ^ = 0 可使 (5.3.11) 成立. 
现将 (5.3.11) 的右端改写为+资 +1 ,其中心 e 由于在 外上 L = 
- r 2 A 0 + 2 fc ( n - 2 )，引理 3 . 3 说明在 n 是奇数时 L 0 在外上 可逆. 取也= - Lfh ， 
则石=岭1+， • •+* 满足 fc 为 fc +1 时的 (5.3.11). 由归纳法，存在歹=分 i +. • •+ 咕 n 
使 (5.3.10) 成立 • 

现设 n 是 偶数. 以上构造对 fc < n - 2仍成立，但对 fc 彡 n -2， L 0 在外 

上不再可逆.注意 Lo 在爲 上关于内积 = !> ibi 是自伴算 
子，因此外 c = imZ 0 ㊉ kerL 0 •在 ker [ 0 # {0} 时，我们取 ^ = p k + q k \ ogr , 其 

中外，收计算 可得： 


LoijPk + qk log r ) = L 0 Pk + (n - 2 - 2 k ) q k + { L 0 q k ) log r . (5.3.12) 

由于任何 &fc G 外 可写为 bk = L 0 pk + qk ? 其中 L 0 q k = 0, (5.3.12) 说明 L 0 * = 
一 H 有解： 

^ k=Pk + { n -2 - 2 k )~ 1 q k log r . 

在 = n — 2 时，引理 3.3 说明 kerL 0 由产 - 2 张成.因此， 

^ n-2 = Pn-2 + CT n ~ 2 log r . 

对于 / = /(0 ，由尺 的定义以及关于度量的渐近展开 (5.3.4) 可得 

Kf = r 2 di (臺丑购士 + 〜) r - VW ) , 
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其中6» e 貧 3 .但由曲率的对称性， R ik ijX k x l x j = 0. 所以，对 /( r ) = cr n_2 logr , 
Kf e 貧 n+l ㊉ 篆 n+l . logr . 因而 K^ n -2 ^ 贫 n ㊉ 劣 i+l • log r . 取矽 =* + ••• + 也 - 2 , 

就有 

L(yip — — ai ? r 2 (l + 分 ） G i ㊉ ^ n+i * logr . 

继而，对 fc = n - 1 和 n ， 可按同样方法解出也 e 外 ㊉ 汽 • logr . 最后，令 
多=+… + 4 n , 多即满足 (5.3.10). 

现设 n = 3,则矽= 0 ; n = 5,则岭=^ 4+94 ; n = 4,则畛=也= P2 ( x ) logr . 
在这些情形易见展开式 （ a ) 成立. 

在 M 在 P 点附近共形平坦的情形，则可取共形度量 P 使之在 P 的邻域内 
与欧氏度量相同.这时方程 (5.3.8) 成为 A 0 ( r 2 -%) = 0,即 r 2 ~ n ^ 调和.由于 
寸= 0(1)，故知 r 2 ~ n ^ 6 C °°, 因此⑷ 成立. 

在 n > 6的情形，歹=#4 +…+岭 w , 我们只需求出首项杯由前面的分析 
可知，也满足 

L 0 * = ~ r 2 d k d l R ( P ) x k x l . 

在 n 〉6时，利用△丑 ( P ) = R k k { P ) = -\\ W { P )\ 2 , 取也= r 2 b ki x k x l 的形式代 
入方程可算出 


12 (n - 4) 




由此得展开式 （ c ). 在 n = 6的情形，取咕 4 = r 2 (b ki + c ki \ogr)x k x l 代入方程， 


则求出 


功4 


a 


24 


R M (P)x k x l r 2 + -\W(P)\ 2 \ogr 


由此可得展开式 （ b). 定理 3.5 证毕. 

在下一节中我们将看到，定理 3.5 的情形⑷中 G 的展开式里的常数 A 对 
于构造满足< X { S n ) 的试验函数#是非常重 要的. 如果 A > 0,就能找到 

这样的函数.利用广义正质量定理可以 证明： 

定理 3.6 设 n = 3, 4, 5 或 M 在 P 点附近共形平坦，则定理 3.5(a) 中 G 

的展开式里的 A > 0. A = 0 当且仅当 M 共形等价于标准的 5^. 

为了叙述正质量定理，先引进“渐近平坦”流形的概念.设 ( M , g ) 是一光 
滑 Riemann 流形，称 （ M , g ) 是 t 阶渐近平坦的，如果 M = M 0 U 其中 
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M 0 紧致， Moo 微分同胚于 M n \ B r {R > 0), 且在 Moo 上有坐标系{ V }使得 
9 ij = Sij + 0(\ y \~ T ), d k gij = 0(| y |— T -1 ),5 fc 这阳 = 0(| y | _T_2 ). 称这个坐标系为 
渐近坐标系.以下是广义正质量定理的一种 形式： 

定理 3 .7设 ( M , g ) 是 （ n -2) 阶的 n 维渐近平坦流形，且在渐近坐标系中 
有 

gij = (1 + Ap 2 - n )8 ij + hij , (5.3.13) 

其中 A 为常数 ， p = \ylhij == Oip-^.dkdihij = 0( p - n - 丄).又 
设纯量曲率 L \ M , g ), 则有 I > 0, A = 0 当且仅当 ( M , g ) 等距于欧 
氏空间 IT . 

我们计划在以后用专门的一章来讨论正质量定理，这里暂不证明定理 3.7. 
定理 3 . 6 的证明 令々=则 （M \ { P } : g ) 的纯量曲率 E = 0,因为在 
M \{ P } 上 LG = 0. 而且，不难看出釣是渐近平坦的.事实上，由 G 
在共形正规坐标系下的渐近展开及 … 其中仏 e d k f i ： i ( P ) = 0, 
可知 

知⑷ = r *- 4 (1 + ^ Ar n ~ 2 ^j 6 ij + 翊， 

其中 /? = 0( r n ~ 5 ),dp = Oix n -% ddf 3 = 0( 产 7 ). 现取渐近坐标系 { V } 使 

1/ =杳,则在新坐标系下 gij ( y ) = r 4 知⑷， 即有 

9ij{y) = (1 + n — 2 却 2 几 ) 〜+ 口 ij ( x ) ， 

其中 4 - ( x ) = p - (命)满足定理 3.7 的条件.故由定理 3.7 知 A 彡0,而在 
A = 0的情形 （M \ { P }, g ) 等距于 R ' 由，共形等价于 W \ 卜点 } 容易看 
出： ( M ， g ) 必共形等价于 S ' 证毕. 

5.4 Yamabe 问题的解决 

本节我们通过构造试验函数的办法来 证明： 

定理 4 .1 设 （ M , g ) 为 一 n 彡3 维紧致无边 Riemann 流形.如果 （ M , g ) 不 
共形等价于标准的5^,则 A ( M )< A (5"). 

利用定理 2.1 我们立即 推出： Yamabe 问题在任何情形都是可解的.这是 
本章的主要结论.确切地说，有以下定理. 
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定理 4.2 设 （ M ， S ) 为一 n >3 维紧致无边 Riemann 流形，则存在共形度 
量与 = pg,pe C °°( M ) 为一正值函数，使得歹的纯量曲率为常数. 

以下我们证明定理4丄为了构造试验函数，需利用，上达到最佳 Sobolev 
常数的函数 (5.2.3) 中的一个单参数族 

n-2 

Ue{x) ^ (e 2 +%| 2 ) ,£> °- 

容易验证&满足]上的椭圆方程 

Au £ + h(n — 2)< 一 1 = 0， (5.4.1) 


其中 P =為•用仏乘以 (5.4.1) 再在 R n 上积分可得 



因此有 


\(S n ) = A = 


f R n iV^el 2 ^ 

U ^ uUx) 2/p 


=n(n — 2) 



(5.4.2) 


我们分几种情形证明定理 4.1. 

情形 （1) n ^6,( M , g ) 不是局部共形平坦流形 • 

在这一情形，存在 P e M , 使 Weyl 张量在 P 点不为零，即 | iy ( P )| 一 0. 

取 P 点处的共形正规坐标系 {/}, 利用这坐标系定义截断函数 W e C °°( M )， 使 
0彡彡1 ， W = ”在 B p = B p (0) 上等于1，在 M \ J ?2 P 上等于 0. 这里 p 是 

一个充分小的正数.此外，我们可设 Iv ^ Kcp - 1 ， 为常数.定义# =抑 £ ，将 
证明当 e 充分小时有 Q ( cp ) < \{ S n ). 由于 p 只依赖于 r ， 我们有 （ 参见定理 3.5 

的证明） 



| V(/p| 2 dfi = I \d r ip\ z y/gdx 

M J B 2p 


2 



彡 / |9 r (/ p| 2 (l + cr^)dx 

^20 


N 



\ Vu £ \ 2 dx + c 

Br, J B 


P 



r N \ u e \ 2 dx^r f \ V ( riu £ )\ 2 (l + cr N ) dx , 


P 


J B 2 P \ B P 
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其中 iV 充分大 • 利用％的表达式及 7/ 的性质，可估计上式右端第二项积分 

= 0 k N ) ， 第三项积分： 0{e n ~ 2 ). 注意，我们总假定 e 《 p. 对第一项积分，利 
用方程 (5.4.1 ) 可得 



注意柴 • < 0 以及 (5.4.2 ) 就有 




所以 

\Vip\ 2 dfi < X(S n ) {^J gdxj -hcs n ~ 2 . (5.4.3) 

另一方面， 



1 〆♦= / ul^fgdx^r / (rju e ) p ^dx 

M JB P J B 2 p \B p 

> / u p £ dx- c f r N u p e dx - f txf(r+ cr N ) dx 

』 B p ^ B p J B2 P \B p 

^ f u v e dx — C£ n . 

Jb p 


(5.4.4) 


又注意在共形正规坐标系下， i? = 0(r 2 ), AR(P) 


6 


\W{P)\\ 因此 



Rip 2 dp = 

M JB 2 



P 


d i d j R{P)x i x j + 0(r 3 ) 


rj 2 ul dx 





d i d j R(P)x i x j r t 2 u 2 £ dx + c 1 - 2 - 2 - 3 



^2 p 

2p 



rj u £ r dx 


B 


p 


rfuldr • 


0 



x\=r 


didjR(P)x l x^ ds + c j rj 2 ulr 3 dx 



b 2 


p 
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1 

2 n 


AR ( P ) 



2 p 


r ] 2 uir nJtl dr + 


o 


2 p 

-l if r ) 2 u 2 e r 
0 



71+2 


dr 


彡 -C!|W(P)| 


2 



2 p 


7 ] 2 u 2 £ r n ^ 1 dr 


0 


< - ci |^( P )| 


2 



P 


wjr n+1 dr, 


0 


其中 Q 为适当的正 常数. 现有 




£ 


e 1 + r 2 



r n+1 dr (令 r = st ) 



f n+l 


(1 + i 2 ) 



dt . 


由此可知， 


/ Rxp 2 dp ^ 

Jm 


- c \ W { P )\ 2 e A \\ oge \, 

- c \ W { P )\ 2 e A , 


如 n = 6, 
如 n > 6. 


综合 （5.4.3), (5.44) 即得出 

E ( cp ) = / | V (/ p | 2 d/i + a / Rip 2 dp 

Jm Jm 

〈 I A(5-)||^||2 - c\W(P)\ 2 e 4 \ log£| + 0( e 4 ), 如 n = 6, 
. "I A (5 n )||^||2 - c \ W { P )\ 2 e A + 0(£ n ~ 2 ) 9 如 n 〉6. 


由于 |^( P )|>0, 显然有 Q ( ip ) = E ( cp )/ M 2 p < ▼), 只要 e 充分小 • 

情形 （2) n ^ 6, ( M , g ) 局部共形平坦. 

设 P e M . 由于 M 局部共形平坦，可取 P 点处的共形正规坐标系 { x 1 }, 
使在此坐标系下斯 二心. 由定理 3.5 ,我们有 G = r 2 _ n + A + a ( x ), 其中 
aG C °°, a ( x ) = O ( r ). 取 p 充分小， r ? 为情形 （1) 中定义的截断函数.定义如 
下试验函数： . 

1 u £ {x), 当 r 彡 P ， 

£ 0 {G(x) - rj(x)a(x)), 当 p < r 彡 2p, 

e 0 G ( x )， 当 a : e M \ B 2p - 


这里印 > 0，印《 p , 并且以下关系成立 


^o(p 2 71 + A) = 


£ 


£ 2 + p 2 



(5.4.5) 
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由于 (5.4.5) , ip(x) ^E\x\=p 处连续，因此 p 是 M 上的 Lipschitz 函数，可作 
为试验 函数 . 注意在 S 2p 上丑 = 0 ,我们有 

[(\V(p\ 2 + aRcp 2 ) dfi = f eg(|VG| 2 + ai?G 2 ) d" 

Jm\b p Jm\b p 

+ / 4(1 ▽( 收 )| 2 - 2VG* V(r]a)) dx. 

J B 2 P \ B p 

由于 a = 0(r),Va = 0(1), 有 ' | ▽( 职 )| 彡 C. 故由 |VG| ^ cr 1 ， 易见上式最后 
一 项积分的绝对值彡 cpel 利用 G 在 M \ {P} 上满足 LG = -AG + aRG = 0, 
由分部积分可得 



+ aR<p 2 ) d/i ^ —el 



JG 」 2 

G — as + cp 略 


(5.4.6) 


另一方面，与情形 （ 1) 类似，有 



(|V(^| 2 +aR(f 2 )d/j , = 







2/p 


vP £ dx 


+ 



dB 


P 


r\ 

u e ^ds. (5.4.7) 


又有 



因此，由 (5.4.6), (5.47) 得 


E^)^X(SnMl + cpe 2 0 + 




(5.4.8) 


但在 r = p 处有 

4% — irt - 2)#(p 3 - 2n + V~ n + 0(p 2 _ n )). 

利用 (5.4.5 ) 可得 




du € 

dr 


=—(n — 2)#(p 3 一 2n 丰 2 V n + 0{p^)). 
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因此 (5.4.8) 中最后一项积分 《一 (n - 2)uj n ^iAel + cpe\, 即有 

E{ip) ^ A(5 n )||^||p - (n - 2)uj n - 1 Ael + cpe\. (5.4.9) 

由于 (M ， g) 不共形等价于以 , A 〉 0 ( 定理 3.6 ) ， 又因为 p 充分小， （ 5.4.9 ) 说 
明 Q ⑼ < X(S n ). 

情形 （ 3) n = 3,4 或 5. 

任取 P € M 及 P 处的共形正规坐标系 { x 1 }. 由定理 3.5 ， G = r 2 _" + 
A + a { x ), 其中 a = 0(r),Va = 0(1). 我们仍取情形 （2) 中定义的#作为试验函 
数.但注意现在没有 M 局部共形平坦的 假定， 因此讲心不再成立.在共形 
正规坐标系中有 


9ij 


Sij + 0(r 2 ) ? det 夕 =1 + 0[r N ) 及 R = 0(r 2 ). 


(5.4.10) 


我们需要在 （ 5.4.10) 的条件下对情形 （ 2) 中的估计加以修正.首先有 


(|Vvp| 2 + aRcp 2 ) dfi 



P 



s 2 0 (\VG\ 2 + aRG 2 ) dfi 


M\B 


2 


p 



+So I [|V(7?a)| 2 ^2VG.V(7 ? a) 

^2p\Bp 

+aR(rj 2 a 2 - 





2rjaG)] d\x 


(IVG] 2 + aRG 2 ) d/j. + cpe^. 


M\B 


P 


利用 + aRG = 0 作分部积分可得 



(\VG\ 2 +aRG 2 )dfi 




-/ G^g^diGrij ds 

JdB p 



dB 


p 


[ Gyfgg l3 dianjds, 


JdB 


p 


(5.4.11) 


其中 Go = r 2 - n + a 只依赖于 r ，％ 是的单位外法向量 . 于是，利用 


(5.4.10) 即可由 （ 5.4.11 ) 推出 


[ (|V^| 2 + a Rip 2 ) d/x < - 
Jm\b p 



^dG J 2 

G— ds + cps 0 . 

dB dr 


P 
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这个估计与 (5 A 6) 相同 • 其次，由于％只依赖于 r ， 有 

[ (| V <^| 2 + aRcp 2 ) d / j , = f (| V ^ e | 2 + aRul ) y/gdx 

J B P Jb p 

(f \ Vu £ \ 2 dx + cp 6 - n el 

Jb p 

这里我们利用了 (5.4.10). 于是，由类似于情形 （2) 中的推理可得 

E {^)^\{ S n ) M\l + cpel + ^ u £ d -^- elG ~^ ds . 

由此，与情形⑺的证明完全相同，我们得出 (5.4.9). 因而在句充分小的时候 
有 Q { ip ) < \{ S n ). 

综上所述，在任何情形我们都可找到 ( M 吏 Q ( ip ) < \( S n ). 这说明 A ( M ) < 
A (^). 定理 4.1 证毕. 


附录 Sobolev 不等式中的最佳常数 

Sobolev 定理指出：对于存在只依赖于 n 的常数八使得 

a( [ P ^ [ \Vu\ 2 dx VuGC 『 (R n ). ( A . l ) 

\jR n J JE n 

事实上，不等式 ( A . l ) 对于更广的一类函数也成立，这类函数的空间是 

^ = ^ loc (^ n ); IMI = INIp + l | Vu || 2 < oo }. 


这里 || • b 表示 ^( M n ) 的范数 • 不难验证，以 || • || 为范数的 X 是 Banach 空 
间，并且在 X 中稠.因此 ( A .1) 对于 uex 成立.最佳常数 Z 于是 
可定义为 

yl = inf{Qo(^)|^eX\{0}}, 


其中 


Qo(^)— 
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设为 M n 的有界开集，我们将把 0(/2) 当作 X 的子空间.事实上，為⑼中 
的任何函数 w 可以自然地扩张为 M n 上的函数，只要在\ 上定义 w = 0.这 
样扩张后的〃满足 



mmuex . 定义 

A ( f 2) = mi { Qo ( u)\u ^ L \{ Q ) \ {0}}. 


引理 A .1 设 I ? 为， 的一个有界开集，则 A ( Q ) = A , 

证明 不难看出 A { Q ) 具有以下性质 .• 如//与在]中只差一个平移， 
则 A { Q f ) = A { Q ) ；如// C /?，因而旮⑷)，则 A ( Q f ) ^ 綱.通过平 
移我们总可假定 B ri C n C B r2 , 其中 B r = { x £ E n | | a :| < r }，0 < n < r 2 •因 
此， A { B ri ) ^ A { Q ) ^ A ( B r 2 ). 另一方面，可证 A ( B r ) 是不依赖于 r > 0的常 
数，记为4>,因此= A 0 . 事实上，设 ueLl ( B r ) , 定义珂 ： r ) = u ( r ： r ), 则 
ueLKB ,) , 并且容易验证 Q +) = Q 0 ⑻，由此可知 A ( B r ) = 4( 执 ） = vl 0 •我 
们只需证 4) = A 为此注意 U 為(艮），在叉中稠，因此存在叫 e if ( B ri ) 使 

r > 0 

Qo(^i) — A • 由 Qo(^i) ^ ^lo 可知 j 彡义 0. 但 ylo > A 是明显的，因此义 = A). 

证毕. 


引理 A .1 说明我们可以在 R n 的任何有界开集 D 上计算儿我们取 n = B , 


这里 S =执、为 R n 的单 位球. 类似于定理 2.1 的证明，对于 S € (2 ， p] 定义 


Ll ( B )\{0 } 上的泛函 


Qs ( u ) 


HV^llI 

IMI^ 



又令 


A s = mi { Q s ( u )\ ueLl ( B )\{0}}. 


如同引理 2.3 ，我们可以证明当 s — p 时九 — 儿又和引理 2.4 完全相似，可 
以证明：当 s p 时存在 ％ € C 2 ( B )， u s > 0 ? | K|| S = 1 ? 使得 Qs ( u s ) = A s , 且 
U S 满足 

f △% +人 1 = 0,在丑中， 

< ( A .2) 

u s \ dB s = 0. 
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引理 A.2 当 s p 时， max bu s +oo. 

证明 设不然，则存在 Si-^p 及常数 G 使得 0 彡叫彡 G 由于是 (A.2) 
的解，利用椭圆方程的估计和 Schauder - 估计可得 | K || C 2 ' a ( S ) ^ C , 其中 
常数 C 只依赖于 G 因此存在子列，仍记作在 C 2 ( B ) 中收敛于 w . 易见 
w 满足 

{ Au + AvP~ l =0, 在 B 中， 
u\dB = 0, 

且 Qo ( u ) = A . 现扩充定义 u 在 B 外等于0,则 w 可以作为為(执）中的元素， 
并且由引理 A .1 知 w 达到 Q 0 在以 (5 2 ) \{0}中的下 确界. 因此 w 在 J 3 2 中满 
足方程 Aw + AuP - 1 = 0,且因为 w 有界由椭圆正则性理论 m e C 2 ( B 2 ). 但 w 在 
B 2 \ B 1 中等于0,由极大值原理 u 必在昆中恒等于 0. 这显然与 w 在执中不 
等于0矛盾.证毕 • 

引理 A.3 %是球面对称函数，即％ = w s (k|). 并且 w s (r) 在 [0,1] 上单调 
下降 • 

弓 I 理 A.3 可以分别作为两个已知结果的推论.第一个结果属于 Gidas, Ni 和 
Nirenberg (见 Comm. Math. Phys” 68(1979) ， 209-243 )， 他们证明： 

定理 设 / eC ( M ), we (7 2 ( 司满足 

{ Au + f ( u ) = 0,从>0，在5内， 
u\dB = 0 5 

W \ u = 0|)， 且 w ( r ) 在[0, 1] 上 递减. 

这个定理是用极大值原理和移动平片平面的方法证明的.显然，引理 A.3 
是此定理的直接推论. 

第二个结果是关于函数的球面对称重排的，它有更为广泛的应用.设 D 为 
的开子集，令/2*表示，中以原点为中心的开球， rr 与有相同体积（在 
n 的体积为无穷时= it 1 ). 对于 r ? 上的任何 c 1 函数〃，定义 U 的球面对称 
重排为 上的一个函数 W *, 满足 Vo\{x e ^\ u *( x ) > t } = Vol{^ G f 2\ u ( x ) > 

t},\/t e M . 容易看出 V 被 w 所惟一决定， v 是球面对称函数，且 v ( r ) 是 r 
的递减函数.利用等周不等式及关于积分的 Co-Area 公式可以 证明： 
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定理 

⑴对于 p>l， 



(ii) 对于 O 1， 



其中等号仅当 Q = Q\u = u ^ ( 可以相差一个平移）时成立 • 

其证明请见 Talenti, A 皿. Math. Pure. Appl.， 110(1976), 353-372, 又可看 

本书第三章第 1 节 Faber-Krahn 定理的 证明. 由这个结果可知％ == <，因而引 
理 A.3 成立.事实上，如 u s 一 <,则以上定理说明 Qs(u s ) > Q s ( ut ), 这与％ 达 
m Q s 的下确界矛盾 .（ 注意，由％彡0及 u s \dB = 0可知< eLl ( B ). ) 
由引理 A.2 和 A.3 ， 1^0) = max^s +oc, 当 s 我们可以利用定理 

2.1 证明中的技巧来获得方程 


， Aix + Au p - X = 0, u >0 } 在 IT 上 (A.3) 

的解 • 具体作法为：令…⑻= m ~ 1 u s ( rn s ~'^ x ), 其中 m s = a ^ Us^.ao > 0为 
常数，则％满足 

I Av s + yl s vr 1 = 0, 在凡 s 中， 

I 0 < t; s < ^(0) = a 0 , 

其中 rs =： mt 1 oo 当 s — p. 如定理 2.1 的证明一样，我们可以 证明： 存在 
{ v s } 的一个子序列 K}, 当 i oo 时，心 — p , 而〜在的每个闭球瓦上 
C 2 收敛于某个 ^JeC 2 (lR n ), 满足 （A.3 )， V e X 微 

j v p dx ^ 1. (A.4) 

另一方面，由 (A.3) 可得 

[\ Vv \ 2 dx = A [ v p dx . (A.5) 

JR n JR n 


因此由不等式 （A.l)， 


川向 II ▽列 ■ = ]_?， 
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即 INIp ^ l . 结合 (A.4) 即有= 1 •由 (A.5) 可知， Q 0 ( v ) = A , 即最佳常数 
4被 U 所达到. 

现注意 每个％ 是球面对称的，因此丑 也是. 记吨 r) =卿(>|),其中 a = 
则 Mr) 是以下常微分方程的初值问题 的解： 


/’ +卞^十〆— 1 =0， r 彡0, 

^( 0 ) = a u (p ; (0) = 0 , 


(A.6) 


其中 ai = a -i ao . 这个初值问题的解是惟一的，这是因为 (A.6) 等价于积分方 
程 r t 

p( r ) = ai + (乂 (!) ifP - 1 ( s ) ds dt , 

利用压缩映象原理可证这积分方程在 [0,e] 上解的惟一性.又注意当 r > 0时 
(A.6) 是正则的常微分方程，所以其解在 [0,oo ) 上惟一.取 p = (a + br 2 ) k 的形 
式代入 （A.6) ，经计算得出 


♦) = 



\J n{n — 2)a 

a 2 + r 2 



(n-2)/2 



a > 0, 


最后，由于 Qo(^) = Qo(A^x) ? VA > 0 ,u e X , 最佳常数 A 被所有形如 ( f { x )= 
(a + 6|a:| 2 )( 2 -)/ 2 的函数所达到，直接计算可得 A = n ( n - l)^ /n . 这样我们就 
证明了： 

定理 A. 4 Sobolev 不等式 (A.1) 中的最佳常数 A == n(n - l ) u ; 2 n /n . 这个常 
数 被函数冰 r ) = (a + 6 M 2 )( 2 / 2 所达到，其中 a，6 为任意正常数. 

以上证明加以必要的修饰可用来获得 Sobolev 不等式 c|H| p ^ ||Vu||,^G 
C ^°( R n ) 中的最佳常数及达到此常数的极值函数，这里 q < n , p =^ q . 我们的 
证明与原有的证明（如 Talenti[31] 的证明）不同. 


局部共形平坦流形 



高维 Riemann 流形上的共形平坦结构，是 Riemann 曲面上共形结构的一 
种自然推广.这类流形的大范围性质的研究起源于 N . H . Kuiper ,他用 Abel 基 
本群对紧的局部共形平坦流形进行分类.在高维情形，并非每个流形都有共形 
平坦结构，而且要对共形平坦流形给出一种好的分类也是一个困难的问题. 

本章的主要目的是寻求一大类局部共形平坦流形 M , 它能共形嵌入球面 
类似于 Riemann 曲面，有高维 Klein 群 r , 同构于该流形 M 的基本群 
并使得 M 兰 n / r , 其中 r ? 为 r 的不连续区域. 

本章第1节介绍局部共形平坦流形以及共形变换群的基本概念及其主要 
性质•第2节引进共形不变量 Q ( M ) ( 已在第五章讨论过)，研究共形平坦流形 
上的最小正 Green 函数及其在 oo 处的可积幂次 p ( M )， 第3节研究局部共形平 
坦流形到的浸没，特别对具非负数量曲率的局部共形平坦流形，构造了这 
种浸没.第4节研究局部共形平坦流形的拓扑.最后第5节将以上的讨论与 
的子区域上 Yamabe 方程的弱解联系起来. 

6.1 共形变换与局部共形平坦流形 

设 （ iWi ，仍）与 （ M2 , s > 2 ) 为两个连通的 Riemann 流形. 微分同胚# : iWi — 
M 2 称为是共形的，是指存在 M 上的正值函数 p , 使得 ^*92 = P 91, 特别，当 
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( Mu 9l ) = ( M 2 ,^ 2 ) = ( M , P ) 时，这样的微分同胚称为共形 变换. 本章主要研 
究沪上的共形变 换群. 首先考虑 R n = E n U { 00 } 且配备欧氏 度量. 我们之所 
以在欧氏空间 R n 上加 00 , 是为了使舻共形同胚于 S' ( 通过球极投影， R n 
共形同胚于 V \ { P }, 其中 P 为北极 .） 注意，欧氏度量在 oo 处奇异，因此对 
共形因子 A 令 p ( oo ) = 0 . 我们有以下重要的 

定理 1.1 ( Liouville ) 设 n > 3,则上的共形变换群由平移、旋转、相似 
以及反演所生成. 

证明 设步：舻 — 舻为共形变换，于是可假设其中 w 
是， 上正的光滑函数.因度量 u ~ 2 dx 2 等距于欧氏度量也 2 ,故其数量曲率与 
Ricci 曲率均为 0 ，由第五章关于 Ricci 曲率的计算公式，即得 

.n 

^ (^,u + u jj ) ^ ^ 7 ^ i ? ( 6 . 1 . 1 ) 

k—l 

uu、ij = 0 , i 7 ^ j . ( 6 . 1 . 2 ) 

由于 w > 0 , ( 6 . 1 . 2 ) 导致 w 力三 0(i # j ). 这样 w ， i 是仅依赖于心的函数，即 
u，i = hi ( xi ), 其中〜是 R 上的函数. 

现设^ 对 ( 6 . 1 . 1 ) 两边 施行吾 ，再用 ( 6 . 1 . 2 ) 即得 

社 ，+ u’jj — 2w，"） = 0. (6.1.3) 

对 (6.1.3) 两边 施行南 ，由 (6.1.2) 再次可得 

% 

u =0. (i ^ l ) (6.1.4) 

我们断言或者 （ 1) 心三 0,VI ( I < n ' 或者⑵ hi ( t ) = a 0 t + b h \fl ( 

f 彡 n , 其中 a 0 M 均为常数.事实上，若⑴不成立，则必有某 Z , 不妨认为 
I = 1,以及某 to e R 1 ， 使得 hi ( to ) — 0 •由 (6.1.4) ,对 i — lMt ) 必为线 
性函数，即 hi ( t ) = ait + hi . 于是在 (6 丄 4) 和 (6.1.1) 中令 1 = 2,% = 1, 即得 
hi ( t ) = ait + b^l ^ i ^ n . 最后从 (6 丄 3) 可知一切叫均相等，这就导致情形 
⑵- 

现考虑情形 （ 1 ) ，此时 w 三常数 • 这表示，血 2 = cdx 2 对某正数 C 成立. 
在此情形， 0 显然为差一常数因子下的等距变换，故定理 正确. 对情形 （ 2 ) ， 
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我们有 

u ( x ) = y kl 2 + [ + c, 

将此代入（ 6 _1.1),得 C = E &?/2 a 0 , 故 

u ( x ) = + bi ) 2 . 

由此可知，步为差一常数因子下的等距变换与反演的复合，所以定理 1.1 在任 
何情形下都成立. 

注上面的证明实际上具有局部性.故 若妒 ： D — 酆为，中某区域 D 
上的共形映射，那么岭必为免 1 上某整体共形变换在 D 上的限制. 

因为舻共形等价于 S n , 定理 1.1 给出了沪上的共形变换群 C n . C n 的元 
素通常称为 Mobius 变换.群 Q 也可用以下方法刻画•设 B ^ 1 为 M n+1 中的 
单 位球. B n+1 上的 Poincar6 度量由 

2 - 4 dy 2 

1 - M 2 ) 2 


给出： ds 2 ) 的等距变换群，记为 4 + 1 ,由以下的变换 生成. 

对任意 C e M * 1 \ f +1 ， 用5⑹表示以 C 为心且与单位球面= dB n+1 
正交的 n 维球面 （ 故其半径为又令 A 表示关于球面 ^(0 的反演， 


即 


T dv) = ^ + 


⑽ 2 - 1 )( 1/- 0 
\ y -^\ 2 


可以验证，％将 p+i 与沪分别映上 B n+1 与 S n ， 且为 { B n+ \ ds 2 ) 的一个 
等距变换.其次，对任意 S ' 令 风:表 示关于垂直于 C 的子空间的反射.那 
么 ( B n +\ ds 2 ) 的等距变换群 4 +1 由所有的 A 与&所组成.此外，还可以证 
明， { ms n , R c \ S n ：\ f^e R 71 ^ 1 e S n } 生成沪上的共形变换群 c n . 

对任意4 e C „, 必有惟一的石 e 4 +1 使得 4>\ S n = 而且容易见到，对应 
实际上就是两个变换群之间的同胚映射. 

现在利用 G 的上述刻画，给出上共形变换的三种不同类型. 

定义 1.2 i 支小 e C n .若不 e 4 +1 ，在 B ^ 1 内有一不动点，则称</>是椭圆 
的.若石在 B n +1 内无不动点，但4恰有一不动点在 W 上，则称々为抛物的. 
若石在 B n + l 内无不动点，而少在俨上恰有两个不动点，则称々为双曲的 • 
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可以证明， 每个多 € C n 必属于以上三种类型变换之一，而且在共轭之下保 
持不变.现在简单地讨论一下以上三种类型变换的若干性质. 

⑴是椭圆的，当且仅当孑 e 4 +1 共轭于 0 (n + 1)( 可以看成 4 +1 的子 
群）的某元. 

( ii ) 若4为抛物的，而 p e W 为其惟一的不动点，贝 Ij 关于 P 的球极投影 
将 0共轭变换于 M n 上共形变换石，使石⑻=血+ 6,其中6 e M ' A e 0( n ) 且 
有 1 为其特征值. 

( iii ) 若> 为双曲的，则类似于 （ ii ) 所得的球极投影，将4对应于么后者具 
有以 a :) = \Ax + b 的形式，但或者 A # 1,或者 A = 1,而1不是 A 的特征值. 

下面开始讨论局部共形平坦流形. 

定义 I . 3 设 M 为 n 维微分流形 . M 称为是局部共形平坦的，是指它有 
一 个坐标覆盖族 { U a ， ct > a }， 其中 H — S ' 使得当 U a nU 0 ^O 坐标变 
换 H . MUaHUp )-^ Mu a nu ,3) 是共形微分 同胚. 这样的坐标覆盖族 
{ Ua ， M 称为 M 的局部共形平坦结构. 

注意当 n > 3时，变换如。(^ 1 在 MUc ^ U /3) 的任一连通分支上，是一 
个 Mobius 变换的限制，这从 Liouville 定理及其后面的注即可明白. 

定义 I . 4 设 M 为局部共形平坦流形，{&，<}为其局部共形平坦结构. 
我们 说度量 g 在 M 上与其局部共形平坦结构是相容的，或简单地说 g 为相容 
度量，如果 Va , 0 a : { U a 、 g ) 一 ( S n , g 0 ) 是共形映射，其中 义是俨 上的标准度 
量.这时，又称 （ Mj ) 是局部共形平坦的 Riemaim 流形. 

命题 1.5 设 M 为仿紧的局部共形平坦流形，则 M 上必有一个相容的 

Riemann 度量. 

证明 设 { f 4 为 M 上的局部共形平坦结构.如果需要，作其局部有 

限加细 覆盖.可以认为，存在单位分解{% e C °°( M )} 使得 = 1,且在 

a 

M \ 上， r) a = Q •令 


9 = Y1^oc 9 q ^ 

a 

其中义为的标准度量.于是容易验证， p 是相容度量. 

注设 （ M , W 为 Riemann 流形，则不难验证， ( M ， g ) 关于 M 上的某局部 
共形平坦结构是局部共形平坦的，当且仅当 M 上存在坐标覆盖族{仏 ，也 J 使 
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得对任意 a ， 


(^a 1 T9 = Pa dx 2 , 


其中血 2 为 IT 上的欧氏度量，而仏为上的正 函数. 局部地，存在这样一 
族坐标覆盖族，等价于在维数 n > 4时，其 Weyl 张量为0 ;而在维数 n = 3 
时，等价于 Bak 张量等于0;当维数 n = 2 时，如所熟知，这样的坐标覆盖族 
总是存 在的. Weyl 张量由下式给出， 




Rijkl 


1 


2 


(^Rik^jl — Rjk^il Rjlhk — Ril^jk ) 


R 



(n — l)(n — 2) 


— SjkSil) ， 


当维数 n = 3 时， Weyl 张量为 0. Bak 张量定义为 

1 1 

Bijk = n _2 — - 2 ( n _ i)( n _ 2) (心丑 ， fc — _ 

通过直接计算可知，若 ，则： 

当 n > 4 时， e 2p Wi jk i = Wijki ； 

当 n = 3 时， e 3 p Bij k = Bijk . 


关于局部共形平坦流形，有下列最简单的例子.比如欧氏空间标准球 
面 S n , 标准环面 T ' 具有 Poincare 度量的球通过这些简单例子，还可以构 

造出更多的局部共形平坦流形.事实上，有如下的 结果： 

( i ) 球面空间形式与双曲流形之乘积是局部共形平坦的. 

( ii ) 若 (M 1 ,g 1 ), (M 2 ,g 2 ) 是两个同维数的局部共形平坦流形，则在其联结和 
(connected sum ) Mi | jM2 _ h , 必存在局部共形平坦的度量. 

( iii ) 设 r c 是 w 上共形变换群 G 的有限子群，且 r 在#上的作用 

-是自由的，则商流形 svr 是局部共形平坦流形. 

( iv ) 设 M 为 n 维光滑流形，且有浸没 t M 4 s ' 则少在 M 上生成一个 

局部共形平坦结构，且是与之相容的度量. 

联系 （ iv ) ，现在有如下的反 问题： 给定一个局部共形平坦的 n 维流形 M , 
是否存在浸没 ^： M ^ S n 使其局部共形平坦结构是由少诱导出来的？下面的 
定理回答了这个问题. 
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定理 1.6 设 M 为单连通 （ 不必紧）的局部共形平坦流形，其维数 n > 3, 
则必存在浸没 M ^ S n , 使得 M 上的局部共形平坦结构是由步诱导出来 
的. ， 


证明设 t } 为从上的局部共形平坦结构.首先注意，若 U a r\U 一 0 ， 
则由 Liouville 定理，存在 Mobius 变换 ^{ a ^) eC n 使得 


P)\(f>(u oc nU(s) ^ ^ol ° 4^ • 

显然 

岭 ( a ，/?) o ☆(/?， a ) = id , ( 6 . 1 * 5 ) 

其中 id 表示 W 上的恒等映射.类似地，若 K n % n c/ 7 # 0 ,则 

ip ( a , 的。 矽 (/?， 7 ) o ^( 7 , a ) = id . ( 6 . 1 . 6 ) 

现定 义步 ： M — 沪 如下： 从任意的 {£ 4 。,么。} 出发，定义 

步 = 在 上. 

对任意 C 4 , 总存在 u ai ，… ， U ak = U a 使得 

u ai n t/ ai+1 一 0， i = 0,1 ，…， - 1 ， 

然后定义 

步 =^(a 0 ,ai) o ， a 2 ) o … o o 冷叫 , 在 C/ afc = 

为此需验证定义的合理性.设集 ^ = { U ai , ■■- , U ak } 满足 

Uai ^ ^ o ： i-f l 7 ^ 0， i 二 1 ， • • • ，而 f ^ fc+l = U \， 

则称歆是长为的一个 循环. 不难见到，如能证明，对任意循环饮， 

^{ o ^ i , a 2 ) o ^( a 2 , a 3 ) o … o 矽 ( a fc ， 叫 ） =id ( 6 . 1 . 7 ) 

成立，那么步的定义是合理的. 

现在，称两个循环皆 1 与發 2 是连贯的 （ consecutive ) 是指，将饮 i 重排为 
奶= {%，％,…， C 4 } 之后，皆 2 必属以下三种情形： 
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(i) 资 ={£4,… ， C4} 且 ％ ntAnw — 0 ; 

(ii) ，…， W} 且的 nt/on% — 0; 

(iii) 紙二说 - hC / o , … ， £4} 且 f/-inc/ o nC4#0. 

我们断言，若釣与發2是连贯的，且發 i 满足 (6.1.7) , M ^2也满足 (6.1.7). 
为此只需验证在⑴的情形下断言成立，因为情形⑻与⑽是完全类似的.由 
于衝满足(6丄7)，故 

岭 (0, 1) o … o -0(fc,O) = id, 

而由（ 6 丄 6) ， [/ 。门仏门队#※推出 

矽 (0, 1) o 。 0(fc ， 0) = id. 

结合以上两恒等式，即得 

^(0, k ) o 1) o 0(1， 2) 。 … 。 ^(fc,0) = id 

由 (6.1.5), 

1) 。 0(1 ， 2) o …。 ^(k — 1 ， fc) = id ， 

再由 (6.1.5), 它等价于 

岭 (1 ， 2) o 0(2, 3) o … o 岭 (fc ， 1) = id 
这表明紙也满足 (6.1.7). 

最后，因 M 是单连通的，对任意循环饮，总存在循环笨 （0 < i - 1) 
使得發0 =歆，而浆与來 +1 是连贯的.此外，紙= { U a } 只含有一个 C 4 ( 请 
读者自行验证).由于紙显然满足 （6.1.7) ，故每个聲，特别是％ = 飾也满 
足 (6.1.7). 这就证明了少定义的合 理性. 不难验证少诱导了 M 的共形结构. 

注对于一个局部共形平坦流形 M ， 如果存在浸没 ^: M -^ S n , 它诱导出 
M 上原来的局部共形平坦结构，则称少为 M 的展开映射 (developing map ). 
定理 1.6 指出若 M 为单连通，则它必有展开 映射. 在相差一个5^的共形变换 
的意义下，展开映射是惟一的.事实上，若巧，少2: M — 是任意的两个展开 

映射，则局部地， A 是 W 上某区域的共形变换.由 Licmville 定理，存 
在矽 e G 使步1。少^" 1 在该区域上与# 重合. 再用定理 1.6 的证明方法，可证 
O = Ip 或者否 1 = 岭 0 企 2 整体成立. 
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现在用 M 表示 M 的万有覆盖，则兑通过覆盖映射 n : M ^ M 诱导出 M 
上的=个局部共形平坦结构.因为兑是单连通的，故它有展开映射 ^: M -， S n . 
考虑 M 上的 deck 变换群，它可以看成基本群 tti(M). 每个 deck 变换 7 e tti(M) 
都是兑的共形变换，但无不 动点. 现在，若圣：兑 — 是给定的展开映射， 
则圣 o 7也是展开映射，由上面的注，存在惟一的 p (7) € 使 

p (7) ^ o 7 . 

这就给出了一个同态 p : tti ( M ) 称为 7 n ( M ) 在 C n 上的和乐表示 （ holon - 

omy representation ), p 的核 kerp 是 ttJM ) 的正规子群 • 由此可知 ， M = M/kerp 

是 Af 的一个覆盖空间，具有 deck 变换 7ri ( M )/ kerp . 称 M 为 M 的和乐覆盖 • 
注意，对氣和乐表示 )5 : 7 T 1 ( M ) ^ c n 为单射，故 M 上的展开映射诱导出 M 
上的展开映射 • 以后，我们经常利用和乐覆盖 M 的展开映射代替万有覆盖兑. 


6.2 共形不变量 

在第五章已引进共形 Laplace 算子，以及对紧 Riemann 流形 ( M ， g ) 有关 
的共形不变量 Q ( M ). 这些概念也可定义在非紧流形上.请回忆 

L = 一 △ + aR ， 


n 


a = 


2 


4 (n — 1) 


是共形 Laplace 算子，其 中丑为 （ M ， p ) 的数量 曲率. 利用共形 Laplace 算子， 


可以定义 Yamabe 商 

其中 


Q(u) = 


E ( u ) 

N | , 


E(u) 





uLudv 




M 



(| Vu | 2 + aRu 2 ) dv，\/ve 


2 


M 


INI? 



U 


p dv, p 


2n 


M 


n — 2 


设歹 = vP - 2 g 为共形于 5 的度量，其中 u e C °°{ M ) 为正 函数. 现用云与 
L 分别表示相应于5的数量曲率与共形 Laplace 算子，于是有 （ 见第五章方程 
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(5.0.2)) 

此外，直接计算可得 



Lv = v}^L{uv), VueC°°iM). 


由 (6.2.2) , 

Eg(v) = / vLv dv= vv}~ v L{uv) - u p dv 

Jm J m 

= / (uv)L(uv) dv = E g (uv). 

JM 


但 


可得 



uv p dv. 


Qgiy) = Qg{uv), \/v e Cq°(M). 

现定义共形不变量 Q ( M ) 为 


Q{M) = inf { Q ( u ) : u G C r 0 oo ( M )\ {0}}. 


( 6 . 2 . 1 ) 


( 6 . 2 . 2 ) 


(6.2.3) 


由 （ 6 . 2 . 3 ) 可知， Q { M ) 是共形不变的，即它不依赖于 Yamabe 商 Q 中 Riemann 
度量的选取. 

引理 2.1 设 M 为紧的局部共形平坦的流形.则为了 Q ( M ) > 0(< 0或= 0) 
必须且仅需存在与之相容的度量使得> 0(< 0或= 0). 

证明 设3 g 为 Yamabe 问题之解.于是5具常数数量曲率，其符 
号与 Q ( M ) 相同.另一方面，我们知道 Q ( M ) 与共形 Laplace 算子的第一特征 
值 A 0 有相同的符号，由此可得，若馬的符号不变，则 A 0 的符号与馬的符号 
一致. 

对于紧 Riemann 流形，第五章已证明， Q { M ) ^ Q ( S n ), 而且 Q { M ) = Q ( S n ) 
当且仅当 M 共形等价于 S ' 下面考虑 M 不是紧的情形. 

定理 2 . 2 设 （ M , p ) 是 Riemann 流形.假设存在步： ( M , g ) ( S ' g ) 为 

共形映射，其中义为 W 的标准度量，则 Q ( M ) = Q ( S n ). 
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证明 首先注意，若 D 为俨的开子集，则 Q{Q) = Q(S n ). 这等价于第 
五章引理 A .1, 因为5^ \ {尸}共形等价于 R ' 现因少是浸没，故可找到开集 
C / C M 使步： — ^(U) 为微分 同胚. 于是可得到 Q(U) = Q(^U)) = Q(S n ). 
这就证明了 Q{M)^ Q{U) = Q{S n ). 

剩下要证明 Q ( M ) ^ Q ( W ). 设{%}为 M 的一列子区域，具有光滑边界 
以及紧闭包使得 R C U i+u \fiK U i>x Ui = M . 易见，= Q { M ). 于是 

只需证明， Q(U) > Q{S n ) 对任意具有光滑边界 以闭包疗的任意子区 
域 t / 成立.现假设对某个这样的子区域 C /， 不等式不成立，于是 Q{U)< Q(S n ), 
由第五章定理 2 .1 的证明方法，同样可证，存在《 e C°°(U) 适合 

[ Xti = Q ( v ) u p-1 ) u > 0 在 [/上 ， 

仏如 = 0， 


在 r 外，补充定义 w 为0，那么对任意的々 e CS °{ M ) 以及《彡0,下式 成立: 



uLcj ) dv = 




其中蠢 表示如 的外法线矢 量场. 注意 u > 0且= 0蕴含鼗 < 0•故上 
述不等式表示，在分布意义下， 


Lu ^ Q ( U ) u p ^\ 在 M _ h . 
现定义上的函数 r 如下： 



0， 在沪 \巧刃上， 

max ||^ / (^)| _ ^ u { x ) : x e ^~ 1 ( y ) nu ^ ,在企 ( Z 7) 上， 


其中 P ⑷| 2 为赍的共形因子，即 

^" 9 0 = 々 ’IV 


因否为浸没，旷 Hy ) nZ 7 为有限氣对此集中的每个点: r ， 存在: r 的一个邻域 
V ；，使得步是 K 映至 ^( V x ) 的微分同胚，而步 ( R ) 是 y 的一个 邻域. 现设 g 1 
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表示此局部微分同胚之逆，注意在 ^{ V x ) 上定义的函数 

以扒) = { j ( d ^ d ))} 

在步 04) 上满足 L 0 v x < Q { U ) v ^ r l , 其中 Lo 为上的共形 Laplace 算子•这 
由共形 Laplace 算子的共形不变性可得（参见 （6.2.2)). 这样，我们见到，”是 
S n 上的非负 Lipschitz 函数，且在上满足< Q { U ) v v ~~ l . 再由共形不变 
性，可得 

I dvo = [ u p dv , 

J 少 (V x ) Jv x 

从而 vPdvo O , 对 r 所满足的微分不等式进行积分，即得 

Eq(v) 三 vLovdvo ^ Q ( U ) / v p dvo • 

J S n J S n 

从 / sn vPdvo ^ 1, 即得 Q ( S n ) ^ Q ( U ), 从而矛盾！这就完全证明了定理 2 . 2 . 
推论 2.3 设 （ M , g ) 为单连通的局部共形平坦流形，维数 n 彡3,则 Q ( M ) = 

Q(S n )- 

现在考虑在局部共形平坦流形上共形 Laplace 算子的 Green 函数 • 

命题 2.4 设 （ M ， p ) 为维数 n >3 的局部共形平坦的 Riemann 流形，又设 
M 为 M 的和乐覆盖，那么 M 上的共形 Laplace 算子 L 具有最小正 Green 函 

数. 

证明 设吻€成少： M W 为展开映射， yo = #( x 0 ) •以 Go 表示 
上共形 Laplace 算子 L 0 的以 y 0 为极点的 Green 函数，即 L 0 G 0 二〜 0 •在於 
上，我们有 ^*(9 o ) = W \ 2 g . 若丑= | 企 ' I^Go 。企,则从 (6.2.2), 

LH = Yj P ( P)I 字〜 • 

Pe ^- Hyo ) 

于是可利用丑证明存在最小正 Green 函数 G 使 LG = 5 仰. 事实上，设仰}为 
M 的一列子区域，具有光滑边界 ^7 i , 且 K C U i +1 , Ui 为紧集以及 UR =砬. 
设 Gi 为 Ui 上的 Green 函数，满足 

LGi == S Xo ^ 在 t/i 上， Gi\dUi ^ 0. 

因为从推论 2.3 ， \ imQ { Ui ) = Q { M ) = Q { S n ) > 0,故 [在 R 上关于 Dirichlet 
边值问题的第一特征值 Xo ( Ui ) 是正的 （ 至少对充分大的 i )• 于是应用极大值原 
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理，可知 

这表明 


Gi { pc ) ^ Gi ^- i ( x ) ^ H { x \ \/x Q . U { \ { xq }, 


(6.2.4) 


G{x) = lim G{ (x) 

i—oo 

存在，且为 M 上以 xo 为极点的最小正 Green 函数 •（ 参见第二章附录中定理 
A 1 〜 A 3 的证 明). 

命题 2 . 5 设 ( M , g ) 为局部共形平坦流形，又设存在共形变换 步 ：M — S ' 
那么对于以 P 为极点的 Green 函数 G , 不等式 

/ G 為 dv < oo 

J M\e 


成立，其中泛 为包含 p 的任意开集， 

证明 对任意开集 V CM 以及多 €6^07), 令 

Eu {4>) = J (| V 0| 2 H - aRcf ) 2 ) dv . 


令{⑹与 G 为命题 2 .4中的区域及其上的 Green 函数. 可以认为泛 C R .设 C 


为光滑函数，它在 f / i 内有紧支，且在 泛上， C 三 1. 注意， G 使能量在仏\泛 
上关于其边值达到最小，故有 E UAe { Gi ) ^ Eu ^ iCGi ). 从而可知对某个与 i 无 
关的常数 C ， Eu ^ Gi ) < C . 于是存在某个常数 CM 吏取((1 - C / •再 


由推论 2.3 可知 



((1 - C)Gi ) 2n/(n — 2) 咖 


一致有界，从而获得了命题 2.5 的结论. 

对于局部共形平坦的 Riemann 流形定义数 p ( M ) 如下: 


p ( M ) = inf ^ > 0 : / < oo , V 包含 G 的极点的 • 

[ JM\e J 

其中 G 是 M 的和乐覆盖 M 上任意的最小正 Green 函数.注意，上述定义与 
最小 Green 函数的选取无关.事实上，若 G , G r 分别为以 P 和 P 为极点的两个 
最小 Green 函数，由定义， G = limG f 以及 G = lim % 其中与0分别为 
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Ui 上极点为 P 与 P 的 Green 函数. 假若泛 为包含 P 与 P f 的有界开集，容易 
见到，存在数 Cb > 1使 < G \ d ^< CoG ^ a ^ 从而对充分大的 i ， 也有 

< Gi\ee < CoG'^e- 

由于 Gi\ dUi = 0^=0, 故从极大值原理可得，在％ \夕上， C ^ G ', < Gi < 
CqGV 令 i — oo , 即得 

CfG ，< G < CqG ，， 在汾 \泛上. 

这就证明了定义的合理性. 

现在定义 

77 — 2 

d ( M ); — p ( M ). 

从命题 2 .5可知， p ( M ) ^ ^ 以及 d { M ) ‘ n 对任意的局部共形平坦流形 M 
都成立. 

命题 2.6 设 ( M , g ) 为局部共形平坦的 Riemann 流形，那么 d ( M ) 仅与 M 
的共形平坦结构有关，而与给定的共形类中度量的选取无关. 

证明设 5是逐点共形于 g 的一个度量，则在砬上存在某有界正函数 w 
使豆= u ^ g . 若以 G 和 G 分别表示夕 与豆以 尸为极点的 Green 函数，则 
G = u(P)p- 1 u~ 1 G. 于是很显然，在 M \ 汐上， G 属于 M 当且仅当 G 属于 iA 

定理 2.7 设 （ M , g ) 为局部共形平坦的 Riemann 流形，假若数量曲 率丑彡 
Ro >0 对某个说成立，则 d ( M ) ^ 甲. 

证明 只需证明 

f G dv < oo , (6.2.5) 

JM\e 

这里 G 是以 P €廬为极点的最小正 Green 函数•设仰}与 G 如命题 2 . 4 所 
示.若％为下述问题 

Lv { = 1,在 f/f 上， ^ i\dUi ^ 0 

的解，则 

Vi ( P ) = d/v -- / G '> iLu>i d/v — / G 1 i d / v • 

JUi JUi JUi 
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因为丑 > 说〉0,极大值原理蕴含 

max 扒彡 ( ai ^ o ) -1 . 

Ui 

# 

所以 Vi ( P ) 关于 i 有界， (6.2.5) 成立. 

在较弱的假设丑 >0下，我们有 

定理 2 .8设 ( M ， g ) 为局部共形平坦流形，丑 > 0. 以 Ao ( M ) 表示在 M 的 
和乐覆盖上共形 Laplace 算子的第一特征值.则 
⑷若 A 0 ( M ) > 0,那么 d ( M ) < (n - 2)/2； 

( b ) 若 \ 0 ( M ) = 0, 那么 d ( M ) ^ n /2. 

证明因 i ? 彡0,故 

AGi ^ 0,在仏\吐 

上式乘以 Gf (e > 0)，分部积分给出 



由此可知存在与 i 无关的常数 C ， 使得 



1 + 6 



GIAGidv^C, 


上式左边两项均为非负，故每项均不大于 C . 

在情形⑷， A 0 ( M ) > 0,可用 Poincare 不等式得到 

dv ^ Ce ? 



由 e 之任意性，可知 d { M ) < 

再考虑情形 （ b ) ，此时 A 0 ( M ) =0. 我们有 



u+g)p \ p / 1 十 e \ 

■叫 ^ Q(Ui \ ^)E UAe [G^) . 


( 6 . 2 . 6 ) 


(6.2.7) 
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由定理 2.2 ， Q(Ui \ O ) = Q ( S n ). 另一方面， 



1±£ 


2 dv U Gl 广 dv . 


由 （6.2.6) ，上式右方第一项被所控制.对于第二项，利用在 Ui \ e 上， 
LGi = 0 ? 即得 

a f RG ] + e dv = f G £ AGidv , 

JUi\e JUi\e 

后者由 （6.2.6) 也是有界的，故从 （6.2.7) 可得 d ( M ) 彡 （l + e)f. 由 e 之任意性， 
即得 d { M ) ^ n /2. 

定理 2.9 设对某个 ^ R ^ RoX ). 又假设问与 | Vi?| 均有界，且存在 
常数&0 > 0使得 Ric ⑷彡 - b 0 g . 那么存在 e 0 € (0, 1) 使 d ( M ) ^ ^( l - £o ). 
证明 由定理2.5， 

/ Gdv < oo . 

JM\e 

< 

为此需要利用曲率条件以改进此估计 . ♦ B r = B r ( P ), B b = B b ( P ), 这里0 < 
r < b . 构造两个切割函数 ♦与仏 CS °( M ) 如下： 


沴 E 0 在上，沴 三1 在执上，0 < 沴彡1,且 I ▽多 I < 26- ' 

r? 三 1 在 M \ B r +i 上， r? 三 0 在 jB r _h ， 0 彡 77 彡 1 ， 且 iVr/l 彡 2 . 


于是有 



B 2 b \ B r ^i 


G dv ( 


/ (jyqG dv • 

JM\B r 


因在 \ _B r 上， 匕 G 一 = 0，故 


aRo 


/ ( f ) r}G dv 

JM\B r 


/ (fyqAG dv 

JM\B r 


= / (< f ) Vr ] + r } V 4>) - VGdv 

JM\B r 

^2 C [ [ Gdv + b - 1 [ Gdv 

\^B r+ i\B r J B 2 b \B b 


其中我们用了在第一章推导过的梯度估计 iVG| < CG. 注意，调和函数的梯度 
估计在间以及 \ VR \ 均为有界的条件下，可以推广到 Lu 三 一匕 u + aRu = 0的 
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解从 上. 现在，让上面不等式中的6 — 00,即得 



Gdv ^ C ! / Gdv , 

M\B r JBr^l\B r 


其中 G 是与 r 无关的 常数. 由此可得 



Ci 


Gdv ( / Gdv 

M\B r+1 Ca + 1 JM\ Br 


由此即知 



Gdv < X N 一 1 Gdv , 

m\b n v/mx^i 


其中 a = C^l + ^ y 1 < 1，而 iV 为任意的正 整数. 此外再注意，在条件 Ric (^) > 
- b 0 g T , 对于第一章命题 4.3 的证明加以适当修改，可以推得 


Vo\iB N XC 2 N n e cN ， 


其中 c ={ b 0 + 1)/2,而 C 2 是与 iV 无关的 常数. 应用 Holder 不等式即得 



G 1 - e 0 


M\Bi 



G 


l-eo 


dv 


iV=2 J 





l -£0 


Gdv 


Vo \( B n \ B n ^) 


N=2 \ j ^\Bn-i 


< 


C 3 ^ ^(iV~2)(l-eo)jyneo e oiV£o # 


N=2 


令句充分小使级数收敛，即知定理 2.9 成立. 

下面将考虑 M a S n 为 n 维球面的某一区域的情形.将用 d { M ) 来估计 M 
的边界 3M 的 Hausdorff 维数. 为此，需要 5T 中子集的 Hausdorff 测度以及容 
度的概念. 

设 A 为，的子集•对 d e [0 ， n], 令 

H d (A) = Q lim inf : A c B ri (xi),ri < . 

这里 G = 7 T d / 2 / r (| + 1)， 而 B r (x) 表示中心为 X 、半径为 r 的开球. H d (A) 
称为 4 的 d 维 Hausdorff 测度. 从定义可见，若 4 为 Lebesgue 可测，则 H n (A) 
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就是 A 的 Lebesgue 测度. A 的 Hausdorff 维数定义为 

dim ( A ) = mf{d ^ 0 : Hd ( A ) = 0}. 

下面介绍 IT 中紧集 K 的容度的 概念. 对 g > 1, K 的容度 C q ( K ) 定义 
为 

C q ( K ) 三 inf \ Vcf >\ q dv : cl>e C 0 °°( M n ) j 在尺 的某个邻域上 = l ). 

lJR n J 

当 g = 2 时， C 2 ( K ) 称为 K 的 Newton 容度中紧集的 Hausdorff 测度与 
它的 t 容度之间存在以下的关系（见 D . R . Adams 与 N . G . Meyers 的论文， 
Indiana Univ . Math . J ., 22(1973)，873-905.) 

定理 2.10 设欠为 IT 的紧子集，1 < g 彡 n . 则有 

(1) 若 H n — q ( K ) < oo , 那么 C q ( K ) = 0 ； 

(2) 若 H n ^ e { K ) > 0 对某 e > 0 成立，则 C q ( K ) > 0. 

今设 M 是 S - 的一个区域 ， p 为 M 的共形度量，则可定义 M 

上的以 P 为极点的“ Green 函数” G 如下： 

万三 u ( P ) p - 1 u - iGo , (6.2.8) 

其中 Go 是以 _ P 为极点的关于 S 71 上的标准度量队的共形 Laplace 算子的 Green 
函数. 

定理 2.11 设 M 为5^的子区域，9 = M - 2 久为 M 上完备的共形度量 • 
又设 G 是以 P 为极点的关于 g 的共形 Laplace 算子的最小正 Green 函数，且 
G = 其中5定义 如前. 那么 C 2 { dM ) = 0,且 d ( M ) ^ dim { DM ). 

证明 可以认为 p 是沪的北极. 设史： 沪\ {户} — ，为球极投影.为 
证 C 2 {3 M ) = 0,只需证 C 2 (^( dM )) = 0. 由于 G 为最小小正 Green 函数，故 
<^ = 11111<^，而(^ 满足 


I LG k = 8 P ， 在 C 4 上， 

I Gk\du k = 0, = 1 ， 2，- 

其中 C 4 为 M 的一列穷举有界区域•设 A ㈣ -乎 G *。 旷 1 为 nUk )\{ Pk } 三 
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Ok 上关于的欧氏度量的 Green 函数，则有 • 

f = 0,在队上， 

| Gk\dQ k = o, 

\ = (7 n? 

这里 a 是仅与 n 有关的正常数.上述最后一个等式的成立是因为有 (6.2.8 ) , 
在北极的邻域内，下面的渐近展开式成立： 


G = C n (l - ， +1 ) —乎 + 0(1 - x n+1 ), 

其中 W + 1 M ^ eS n c R n +1 的第 n +1个 坐标. 直接计算可得 

G = 。少一 1 = a + Oir 1 - 71 ), (6.2.9) 

| VG | = 0( r — n ), (r — oo ). (6.2.10) 

现在补充定义函数在％之外的值为0.令77为如下光滑的切割函数： 77 = 1 
* c R n ±, 7?三0在 R n \ 上，且 （K 7/ o . i ? 》1,定义 


<t>R,k{x) = T] ^ [1 - C^Gkix)], 

可知在 ndM ) 的一个邻域上，和 u 三 1. 此外， 



lim / \ V ( f) Ryk \ 2 dx 

R n 



R ^ 2 \ Vv \ 


2 


B2r\Br 



2 CZ l R ^ 1 



x 

R 


7?(1 — 


cr go 2 +c 


2 



V 


2 


B2R 


X 

R 


)| VG | 


2 



B2r\Br 


G ) Vr , ( I ) • VG . 



根据 (6.2.9), (6.2.10), 上式右方第一和第三个积分在 R — oo 时的阶为0(炉- n ). 
另一方面，第二个积分不超过 

\VG\ 2 dx = C ^ 2 [ G^-ds = OiR- 1 ). 

JdB 2 R dr 




选取 i 4 4 00,使得 
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这就证明了 C 2 (0 M )= O . 

由于 C 2 (0 M ) = 0,定理 2.10 断言 dim ⑺ M ) < n - 2•令 g > ^ d ( M ), 于是 
j MXe 化 < oo •因为 G = 这等价于 

I u p ~ q dvo < oc , 

J M 

这里 p = 2 n/(n - 2), 而咖 0 表示 p 。 的体 积元. 现以 mi x ) 表示於上的一族切 
割函数，使得％三1在上，肋 E 0在 M \ 上，这里 Br { P ) 表 

示中心在巧半径为丑的关于度量夕的测 地球. 我们还要求 \ v m \ < 紐一 1 •以 
▽0 V 表示 rm 关于度量 P 。 的梯度，于是 


\^ovr\ = 

令 S = n 一 1^^，于是当 丑400 时，我们有 

f \Vom\ 2 dv 0 ^ (2R- 1 ) 8 [ u^ q dvo ^ o. 

J M JM 

这里已经用到 M 是完备流形这一条件.现在注意， 1- 可以用来估计 
的 S - 容度，从而 C s { dM ) = 0. 再由定理 2.10 ， dim (0 M ) ( n-s = 与％令 
q — p ( M ), 即得 dim ( dM ) 这就证明了定理 2.11. 

定理 2.12 设 M 为沪的子区域， g = W 2 久为 M 上完备的共形度量， 
使得曲率有界，并且数量曲率 关于 g 具有有界的梯度.令 <5(4 = dist ( x , dM ), 
这儿的距 离由& 所诱导.那么存在某常数 C > 0使得 

u ( x ) ^ CS ( x )~ IL ^ 1 , Vx e M . 

证明 设 P e M . 因 \ { P } 共形于，，通过球极投影，可以将度量拉 
回到 1 T 1 ， 使得在欧氏坐标系下， 


Qij ^ ^ ^ ^ij • 

注意， n 〜正好是欧氏度量，特 别地， 它的数量曲率为 0 .于是 Vr 1 ：^， 
这里^ 9 为 g 的共形 Laplace 算子，因 ( M , g ) 完备，且有有界的曲率，此外& 
的梯度也为有界，我们仿照第一章中关于正调和函数梯度估计的证明方法，类 
似地证明 


V p log 叫彡 C . 
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如关于欧氏度量求〃的梯度，即得 

|Vot;| = ^|Vo logt;| = v^\V g v\ ^ Cv^. 

这样就得到 | V 0 (^^)| ^ C . 现在，对任意 x e M c M n ，用 7 表示连接 o : 与 
9 M 的线段 （ 这里将 M 等同于在球极投影下 M 的象).上述梯度估计给出， 
对任意点 y € 7， 

2 2 
v(x)~^ = ^ ^ C5{x) + v{y)~^^. 

由 5 的完备性，即得 

7的 长度=/ dt = + oo . 

所以存在一列 t / i € 7 使得 v 、 yi ) — oo , 由上面不等式，即知 

v{x) ^ C6(x)~ n ^ 1 . 

最后注意 p = v " dx 2 = 与办 2 在抓 f 邻域内 等价. 因此也有 

u(x) ^ C^(x) _2 ^. 


这就证明了 定理. 

■ 

6.3 局部共形平坦流形在上的嵌入 

本节证明相当一大类局部共形平坦流形等价于5-上的区域.建立这个结 
论所需的主要条件是，要求在上节引进的不变量 d { M ) 充分地小.结论如下： 
定理 3 .1 设 [ M ， g ) 为 n 维完备 Riemann 流形 ，^ : M ^ S n 为共形映 
射.假设对 n > 5,数量曲率馬> —C ;而当 n = 3,4 B 寸， \ R g \ •若 

(n — 2) 2 

d ( M ) < - - ’一, 

n 

那么#是 M 与 ^( M ) c S n 之间的一个共形微分同胚 • 此外，抛 ( M ) 的 Newton 
容度为 0. 

显然要证少为微分同胚，只需证明它是单射.注意，共形映射步的存在性 
已经蕴含 ( M , g ) 上最小正 Green 函数的存 在性. 这可从命题 2.4 的证明过程中 
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见到. 现设 PeM,G 表示以 P 为极点的共形 Laplace 算子 L 的最小正 Green 
函数，如命题 2.4 的证明，定义 

G=\^\^G 0 o^, 

其中 G 0 是沪上共形 Laplace 算子 L 0 的以 y =企(尸）为极点的 Green 函数•已 
经知道5满足 

LG= (6.3.1) 

QG^-^y) 

因此为证企为单射，只要证 G = 

证明 G G 的途径是考虑函数 u 三 G/G, 然后证明 v = l. 为此，先注意如 
下事实. 

引理 3.2 函数 r 三 G / G 关于度量歹= ^~ 2 g 是正调和函数，在以 P 为心 
的法坐标下， 

v ⑻=1 + h(x), heC°°Kh = 0(|a;| w - 2 ). 

此外，5是平坦度量. 

证明 先证&是平坦度量.注意是\ { y } 上的平坦度量.事实 
上，若 7 T : W \ M — ，为球极投影，则 

7r*(dx 2 ) = G p 0 - 2 g o . 

这表示 Gg _ 2 义等距于] T 1 的欧氏度量.此事实留给读者自己验证.现在 

^on*(dx 2 ) =^(G p q ~ 2 9 0 ) 

= (G 0 o ^Y~ 2 ^g 0 = {G 0 o^y- 2 \^\ 2 g 
= ㈣ ， 

因此通过映射 TT 。 黾 & 局部等距于欧氏度量. 

其次要证明〃是调和的，即 


LgV = A^gV = 0 - 
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事实上，我们有歹= 疗 _ 2 g = ( f ) P _ 2 A 故由共形 Laplace 算子的共形不变性 

(见（6.2.2))，在从\{尸}上， 

LgV = LgG = 0 . 

另一方面，由最小 Green 函数 G 的结构 （ 见命题 2.4 的证明 ） 可得 G 彡 G ，故 

这表示 v 在 P 点光滑，且在整个 M 上是调和的. 

注意，通过共形形变，如果需要的话，可以假设，在 P 的邻近，彡0, 
从而对 I 可应用极大值原理.根据极大值原理，以及在 P 点邻域 G 与 G 的性 
质，可知在 P 的邻域，5<(1 + <)(7对任意 £ >0成立（见第二章附录（人.1)). 
于是 

v ( P ) = lim ^ G ( x )/ G ( x ) = 1. 


现在，若 r = l + 则 C — G = 且 L (/ iG ) = 0 在执 ( P )\{ P } 上成立•但 
hG = 0(\ x\)G = O(|of 故 P 为可去奇点 （ 见第五章定理 3.5 的证明）.这表 
明 / iG 实际上是光滑的，从而 /i = 0(\ x \ 


n— 2 


)• 


引理 3 . 3 设 （ M ， g ) 是完备的， — y 为共形映射，又设馬彡- (7 
对某个常数 C 成立，则 


lim ( sup {(?($): p ( x , P ) ^ a }) = 0, 


其中 〆 ♦，•）表示 距离 • 

证明 由命题 2.5 ， f 釋 GP dv < 00 ,故 



lim / G p dv = 0. 

{x:p(x,P)^a} 


因此定理的证明归结为建立如下的估计: 


i/p 

G { x ) < C f / G p dv ) ， \/ x £ M \ B 2 [ P ) 

B ^ x ) 


(6.3.2) 


首先注意，由 Sobolev 不等式（见定理 2.2 )， 对任意 


有 



2/p /» 

cf>\ p dv } ^ QiS 71 )- 1 / (I ▽別 2 + aR + c (> 2 ) dv , 

Jm 


(6.3.3) 
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其中丑 + 表示丑的正部 • G 所满足的方程以及丑的下界可以推出，存在某个 
常数 C , 使 

△G — (xR^-G ^ 一 CG• 

设 g >2 n /( n - 2 )=;>为常数，上述不等式乘以再进行分部积分，就得 
到 




(q-1) c/) 2 G q - 2 \VG\ 2 dv + a / <j> 2 G q R + dv 

Jm J m 

2 / 多 G g-1 | ▽洲 VG|di; + C/* G q ^ 2 dv. 

Jm Jm 


(6.3.4) 


注意，对任意 a 〉 0 ,我们有 


2 


' (j)G q - l \V(f)\\^G\dv < a 

M 




\V(f>\ 2 G q dv. 


(6.3.5) 


在 (6.3.5) 中令 Oi = q — 2, 联合 (6.3.4) 即得 




' {(j) 2 G q ^ 2 \VG\ 2 + aR+c/) 2 G q ) dv 

M 



在 (6.3.5) 中令 a = 1，再由 （6.3.6) ，就有 



(6.3.6) 


于是， 

J \^{(l>G q/2 )\ 2 +aR + (f) 2 G q \ dv 

《 f (\V<P\ 2 G q + q\V4>\\VG\(f)G q - 1 + ^cj> 2 G q - 2 \VG\ 2 +aR+cl> 2 G q 

Jm \ 4 

(aq 2 f (\Vcf>\ 2 +c/) 2 )G q dv. 

Jm 


dv 

(6.3.7) 
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应用 Sobolev 不等式 （6.3.3) ，我们有 


I 


dv 


2/p 


^ Cq 2 I G q (\ Vcf >\ 2 + c /> 2 ) dv , 

M 



(6.3.8) 


其中 C 是与 g 无关的常数 • 下面将按如下的方式， 


q 0 =p = 2 r , q k = q 0 r k , 其中 r 


n 


n — 2’ 


重复应用 (6.3.8). 


定义一列切割函数 如下. 置勿=1，办=1 - Yli = i 3—( A : 彡 1). 对每个 fc ， 要 


求函数也 e Cg °( M ) 满足 


( f>k 


1 ， y e B ak ( x ), 

0 ， y 0 Ba ^ ix ), 


0 < 如彡 1, \ V ( f ) k \^2- S k 


反复应用 (6.3.8), 即有 



^fc + 1 


G qk+1 dv 


B a 


fc +1 


< ( Cq 2 k ) 


l/^fc 


(4 • 3 2fc+2 + 1) 


il qk 



i/^fc 


C qk 




] J ( Cr 2 〒 prj ( f 

j=l \J Bi 


1/p 


G p dv 


当 — oo 时，上述乘积收敛，故得 


sup C ( y ) ^ C 

yeBi (x) 



i/p 


G p dv 


B 1 {x) 


这就完成了证明. 

弓 I 理 3 . 4 存在常数 C > 0,使得对任意 ( f > eC ^°( M \ { P }), 



( J > 2 \ V \ ogG \ 2 dv^C / (0 2 | VlogG| 2 + | V 0| 2 ) dv 

M JM 
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证明除极点外，我们有 

AlogG = G _ 1 AG- |VlogG | 2 

= a^-|VlogG | 2 
=G'^G-lVlogGI 2 
= AlogG+|VlogG| 2 - |VlogG| 2 . 


上式乘以#，再分部积分，可得 

[0 2 jVlogG| 2 dv 

Jm 

^ f ({> 2 \VlogG\ 2 dv+ 2 f ( jNcj ) - V (log G — log G) dv. 

Jm Jm 

应用 Schwarz 不等式，我们见到，存在 C 〉0使得 

/ <p 2 \V\ogG\ 2 dv^C f ((/ > 2 | Vlog(?| 2 + | V 0| 2 ) dv. (6.3.9) 

Jm Jm 

定理 3.1 的证明 我们只需证明 v = G/G = 1. 以下我们在某个量或某个 
算子上方加上短划“-”，表示它们是关于度量5 =的量或算子，这里的 
度量5就是引理 3.2 的平坦度量. 

令 g = 2 (n - 2)/ n . 先证存在常数 C 7, 对任意0 € C^(M), 成立 

[ 泠 2 | 卿 - 2 |▽ 陶 / \V(f>\ 2 G q \Vv\ q dvg. (6.3.10) 

Jm Jm 

由于 g 平坦且 At = 0, 直接计算表明 

A | V^| 2 = 2\Wv\ 2 . (6.3.11) 

再注意 

| W 叫 」^| ▽陶 2 ， 

Tl — 丄 

故对任意 g 〉0,由 (6.3.11) 可得 

A | Vi；r =甚 |卿- 2 5|▽叫 2 + 卿 - 4 网▽叫 2 | 2 

^ (5+9-2) |卿- 2 |▽陶 2 , 
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故若 g >( n -2)/( n - l )， 我们得到 


A|Vi;|^C g |Vi ； r 2 |V|V^|| 2 


首先考虑的情形，对上式乘以#，再分部积分，就有 

/ 沴 2 M ▽叫 | 2 |Vf 

Jm 

^ c~ l [ cl> 2 A\Vv\^ dvg 

Jm 

Jm 


应用 Schwarz 不等式，即得 

</> 2 | V | Vi ;|| 2 | Vt ;|^ 2 d % ^ C ； 


陶 2 | 卿 ~. 




再把右方积分变换为关于度量 p 的相应积分，于是对 q = 2 (n- 2 )/n ( ^ 
2 )/(n 一 1) 当 n 彡3时)，即得相应不等式 (6.3.10). 


( n - 


现在注意，对仏 (6.3.10) M ^ 成立，其中 t/v 是切割函数使得 
在凡 (P) 上，秦三 0, 而在 M \ B 2r (P) 上 ， ★ e 1, 且 0 < A < 1 . 此外还满 
足 IViArl ^ 2r-!. 这里 r > 0 充分小使得 B r (P) 关于 g 是半径为 r* 的测地球 . 
对也 ^ 应用 （ 6.3.10 ) ，即有 


/ ^(p 2 \V\Vv\\ 2 \Vv \ q - 2 dVg 

Jm 

(Ch f |V 々 | 2 | ▽ 氺⑦咖 + C 2 / (P 2 \V^ r \ 2 \Vv\ q G q dv. 

J M J M 


当 r — 0 时，最后的积分有阶 0 (r n ~ 2 ^) — 0,故 (6.3.10) 对任意的0 € C^°(M) 
成立. 

下面将证明， 


/ 2 |▽陶 2 〜 

J B P {P) 

< Cp - 2 f G q (1 + | VlogG | 2 ) dv, (6.3.12) 

Jb 4 p (p)\b p/ 2 (p) 
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其中 P 〉0充分大， C 为某 常数. 我们将利用 (6.3.10). 注意 

G q \Vv\ q = \VG-GG~\G\ q 

^ C(\VG\ q +G q \V\ogG\ q ). 

故若取 々 eC 0 ⑺ ( M ) 使 々 El 在馬 ( P ) 上， 0 三0在从\5 2 〆 ？）上，0彡沴彡1 
且 | ▽刎彡2 〆 ，则 (6.3.10) 右方被 

Cp - 2 f (\VG\ q + G q \VlogG\ q ) dv 

Jb 2 p \b p 

I 

所控制.由于9彡2, 

\VG\ q ^C(G q + ^- 2 |VG| 2 ) = CG q (1 + |VlogG| 2 ). 


故从 (6.3.11) 可得 



|背一 


2 


B P { P ) 



^ Cp~ 2 I G q (1 + |VlogG| 2 + |VlogG| 2 ) dv. 

B2 P \B P 

为证 （6.3.12) ，在引理 3.4 中令 4 = 寸 G q f 2 ， 这里0 e C 0 °°( M \ {P}). 于是 


即得 



x/ ； 2 G q V log G\ 2 dv 


M 


J (^ 2 G q \V\ogG\ 2 + 


V 


[ G q/2 ^j 


2 


dv 



< C I (^ 2 \V\ogG\ 2 + \Vi{j\ 2 )G q dv. 

M 


适当选取切割函数也我们就容易从以上两不等式导出 (6.3.12) 
下面一步要证明估计 





g-2 


\V\Vv\\ 2 dv^Cp 


2 


B 



G qi dv, 


m\b p/4 


(6.3.13) 


其中奶 =q = 2(n- 2)/n (n^4),gi G (i ? l)(n = 4). 
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首先考虑 n ^5 的 情形. 此时 q > l , 再由 - C 7 可得 

AG 彡一 aCG , \ { P }±. 

将此式乘以 ( t > 2 G ^~\ 而命 e C 0 °°( M \ { P }), 再由分部积分法可得 

G q ~ 2 \ VG \ 2 ( t > 2 dv^aC J G q (\ V < f >\ 2 + ( f > 2 ) dv . 

适当选取 0 并利用 (6.3.12) ， 这就证明了 (6.3.13). 

再考虑 n = 3的情形，其中 p = 2/3. 因|/^|彡(7， 

AG ^ aCG , ^EM \ { P }±. 

再乘以适当的 小 2 Gq - 1 后 ，分部积分给出 

{! - q ) f ( f ) 2 G q ^ 2 \ VG \ 2 dv 

JM 

^ 2 / ( j > G q ^ l \ V (})\\^ G\dv + aC f G q ( f ) 2 dv , (6.3.14) 

JM Jm 

同 样可得 (6.3.13). 

对 n = 4 的情形， g = 1 此时不能用 (6.3.14). 但可取奶< 1，再应用引理 
3.3,可知0在从\历 ( P ) 上有界.注意，以仍代替 g ，（6.3.12) 仍然成立.因 
此以仍代替 (6.3.14) 中的&我们仍然能导出 （6.3.13) ， 这就建立了 (6.3.13). 
现在可以证明^三1 了. 由假设 

故存在 > p ( M ) 以及 qi — p ( M ) 使得 

/ G qi dv < oc . 

J M\Bi ( P ) 

令 i 充分大使 Qi < q . 再由引理 3.3 ， 即得 

f G q dv ^ C q _ qi f G qi dv < oc , (6.3.15) 

Jm \ B !{ P ) JM \ Bi { P ) 

其中 C 7 为 G 在 M \ 历(巧上的最大值.结合 (6.3.13) 与 (6.3.15) , 再令 p — oo , 
可得 

| W | = const . 
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又因 


| Vv |( P ) = G ~ l \ VG - vVG |( P ) = 0, 

故= 0,即 r =常数.但 v ( P ) = 1 , 故 r 三 1 , 这就证明了金为共形微分同胚. 

最后， C 2 (^( M )) = 0 是定理 2.11 的推论，从而我们完全证明了定理 3.1. 

假如我们在定理 3.1 中假设均彡0,那么条件 d(M) 彡 （n - 2) 2 / n 并非必 
要.但要得到这样的结果，还必须利用以下形式的正质量定理. 

正质量 定理设 (M,g) 为完备的 Riemann 流形，满足均彡0,又设 M = 
M 0 U M^, 其中 Mo 是完备流形， Moo 是一个阶为 n - 2的渐近平坦的末端， 
且在渐近坐标系下， 

9 ij = (1 + ^-|2/| 2 n ) ^ij + 

hij = o ( M 1 -), dh ij = o {\y \~ n ), = o ( M — 1 ). 


那么 A^O. 

注 与第五章定理 3.7 的假设相比较，此处的差别是， Mo 的条件是以完 
备代替紧性. 

定理 3.5 设 ( M , p ) 为完备的 Riemann 流形，满足彡 0. 如果^ : M —»• 5 n 
为共形映射，那么步为单射且拋 ( M ) 的 Newton 容度为 0. 

证明 类似于定理 3.1 的证明，只需证明 G = 此处 G 是以 PeM 为极 
点的最小正 Green 函数，而 G 是俨上（以 ^(P) 为极点）的 Green 函数的拉 
回.在引理 3.2 中已证歹=少*0兀(血 2 ). 

注意，度量5未必完备，&为 G 在无穷远处趋于 0. 所以不能将正质量定 
理直接应用于 A 而代之以 A = {G + ef~ 2 g : 后者当 s > 0时显然是完备的，^ 
的数量曲率是 


R e = a~ l {G + ey- 1 L{G + e) 
= a-\G + e) p - l £R g 


彡 0. 
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这样对 e > 0,正质量定理可以应用于现在 

9s = [(G + e)/Gr 2 g 

= (v + sG o 7 T 2 ( dx 2 ) 

=0 7 T * ( yl ~ 2 dx 2 ), (6.3.16) 

此处 v = G / G 由引理 3. 2 是光滑的 ，而〜 是定义在 IP 无穷远的某个邻域内， 
满足 

多 * o 7T*(v € ) = V + sG 1 . 

但由引理3,2， < x ) = l + / i ( x )，/ ieC °°，/ i ( x ) = 0(|: r | n - 2 )，& W (6.3.16)， 在由 
7 to ^： B 6 ( P )\{ P } -^ R n \ B R 定义的坐标系，度量仏满足 

9 eij = (% 

= (1 + ^e\y\ 2 ~ n ) ^ij + hij^ 

其中心= 0{\ y \^ n ldh e = 0(\ y \- n ), d 2 h e = 0(10 故从正质量定理， 

> 0(£〉 0) •令 £ ■- ^ 0，得 

9 ij = … = (1 + A \ y \ 2 ~ n ) Sij + hij , (6.3.17) 

而 A 彡 0. 

现在回忆，在新的渐近平坦坐标内， u ( y ) 彡1 = lim v ( y )^ v ( y ) 关于欧 

y 一 oo 

氏度量为调和 函数. 因此可比较函数1 - 与 \ y \~ n , 它们在球之外均为 
调和函数，由此可知 

qj 2 一 71 

1 - Hv ) > min(l - v ) ^ • 

dB R H 

但这与 (6.3.17) 矛盾，除非 +) 三1，至此我们证明了 ^ = 1,或等价地， G = G , 
从而证明了定理 3.5. 

6.4 局部共形平坦流形的拓扑 

我们先介绍 Klein 群的概念.设 r C G 为 W 的共形变换群的子群尸 
称为在点 P e S n 是真不连续的 (properly discontinuous ) ，如果以下条件均被满 
足： 
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( i ) 迷向子群 r P = { 1 er ： 7 ( P ) = P } 是有限的； 

( ii ) 存在尸的一个邻域 c /, 使得 j ( u ) = c /, v 7 € r P , 以及 ^ r ( u)nu = 0 , v 7 g 

r \ r P ； 

( iii ) 对于不在同一条 r - 轨道的任意两点: c 与 y , 存在; r 的邻域 t / 与 y 的 
邻域 K 使得 c / n r ( V ) = 0 . 

我们把叫 r ) = { Pes n ： r 在 p 是真不连续的 } 称为 r 的不连续区域.显 
然， 叫 r ) 是 5- 上的 r 不变的开集. 

定义 4 . 1 设 r 为 c n 的子集，若 n { r ) # o , 则 r 称为 Klein 群. 

不难证明，任何 Klein 群总是离散的，且至多是可数的.其次，我们定义 

A { r ) = { xeS n ： 3 7fc G r 及 2 / e s " 使得 7 以） — 4 

为厂的极限集.它是 r 的极小闭不变子集.若 r 是 Klein 群，且 yi ( r ) 不超 

过两个点，则尸称为基本群 (elementary group ). 

现若尸自由作用在叫尸）上，即 r 在 Q { r ) 内无不动点，则 f2 ( r )/ r 便是 

一 个局部共形平坦流形（可能不连通).下面的结果表明，有一大类局部共形平 
坦流形就是 n 、 r ) Ir 的形式，其中 r 为 Klein 群. 

定理 4.1 设 ( M , W 是 n 维完备局部共形平坦流形，满足以下两条件之一： 

(1) 当 n 彡5 时， R g 有 下界； 而当 n = 3,4 时， |构|有界且 d(M) ^ 

(n — 2 ) 2 /n ； 

(2) R g ^ 0. 

那么 ， M = M ( 即和乐覆盖正好是万有覆盖)，展开映射 ^： M ^ S n 为单射， 
和乐表示 P : 7 n ( M ) = Q 为 1- 1表示，且 r = piMM )) 为 C n 的离散子群•若 
M 为紧流形，则 I ?= 响、为 r 的不连续区域且 M = n / r . 

证明对 M 应用定理 3.1 或者定理 3.5 ，可知展开映 射少 ： i 为单 

射，这表示和乐覆盖 M 就是万有覆盖兑，因此 p 为单射.令 D = ^( M ), 注意 
rz ^ TrjM )) 在 r ? 上的作用是真不连续的，这是因为在映射步之下， r 的作 
用共轭于 WM ) 在立上的作用，而 WM ) 在泣上的作用是真不连续的•这 
就证明了 r 是 Klein 群，从而它为仏的离散子群 • 

因为 dQ {= 在 r 下是不变的闭子集，故 A { r ) C dQ , 从而 Q { r ) c n . 

若 M 紧 ， rc € 3 D , 则 a : 的任意邻域必与一个紧的基本区域 Fcf 2 的无穷多个 
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平移相交，从而 3D c A{r). 因此⑽ = A(r), 且/? = i?(r). 又因 i? = ^(m), 
而少为共形微分同胚，显然有 m = fi/r. 这就完成了定理 4.1 的证明 • 

对 Klein 群尸，现引入指标为 6 〉 0 的 Poincare 级数如下： 

7 ^r 


再定义 

S{r) = inf {^ > 0 : X ： |7^)| J <oc, Vx€^}. 

7 ^r 


下面是 Patterson 与 Sullivan 的结果 • 

定理设 d{A) = dimylOT ) 为 Klein 群 r 的极限集 A{r) 的维数.若厂不 
是基本的，则 


8{r) = d{A). 


由此定理可得 

定理 4 . 2 设 （ M ， p ) 为紧的局部共形平坦流形，又设展开映射 企 ..M — S n 
m P ： MM ) ^ c n 均为单射，且 r = p (7 n ( M )) 不是基本的，那么 d ( M ) = d ( A ). 

证明 只要证 d { M ) = 6(r). 注意，在定理的假设下，可以认为 M 为沪 
的一个区域，= vP -\， 其中 w 为 r - 不变的正函数. 

设 p e 兑, 而泛为 p 的开邻域，又设对某个 g 

G q dv < oc , 



这里 G 是 M 上以 P 为极点的最小正 Green 函数，而 P C M 是基本区域且 
^ CF . 于是有 

^ / G q (y(x))dv < oo . ( 6 . 4 . 1 ) 

7 er^id jF 

回忆 ^的作用是等距的，故 G ( 7 ( x )) = G ^{ x ), 此处 G 7 ( aO 为以7 -1 (巧为极 
点的 M 上的最小正 Green 函数. 此外，又因 P 是紧的，且不含 G 7 的极点 （ 
7^ id ), 故由 Harnack 不等式，存在常数 C > 0,使得 


maxG 7 ^ Cmin G 7 , V7 G T \ { id }. 

F F 


这表明 (6.4.1) 等价于 
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巧⑻ < °°， VxGF . 

7€r\{id} 

今若以 G 表示 { S n , g 0 ) 上以 _P 为极点的共形 Laplace 算子的 Green 函数，则 
G ( x ) = u ( P ) p ~ 1 u ( x )~ 1 G ( x ). 于是 (6.4.1) 也等价于 

^2 u(7 ⑻” < ⑺， 

7er\{id} 

这是因为 G 在上的下界是 正的. 由于7是关于 P 的等距，我们有 



矿 \ = 7* K ' 2 5 0 ) 


= 乜 (7 ⑻ ) p _2 |7’| 2 P 0 , 


u(y(x)) = w(x)|7’ ⑻ | 2 , 

从而 (6.4.1) 等价于 



W ⑻ |¥<OC ， 


yer 

这就给出了 d{M) = 



定理 4.3 设尸为 Klein 群，不连续区域为仏又设 M = Q / T 是 紧的. 

那么存在相容的度量 g 且> 0的充分且必要的条件为 d ( yl ) 

证明 先设&彡 0. 由定理 2.8 ， d ( M ) <亨，除非 Ao ( M ) = 0. Brooks 
的一个定理（见 Comm . Math . Helv ., 56(1981), 581-598 ) 指出， A 0 ( M ) = 0 

只可能发生在 7 n ( M ) 为顺从群的情形，这样， 7 n ( M ) 不能含有非 Abel 自由子 
群.但任意非基本的 Klein 群必含有一非 Abel 自由子群，故 7 S 7 n ( M ) 必为基 
本的. 换句话说，极限集 Z 含有一或二点，所以火 A ) = 0<_. 

反之，设成¥，我们要证明存在相容度量 P 且&彡 0.由于 M 的紧 
性，由引理 2.1 ，可以找到相容度量 g 使得在 M 上有> 0或< 0•在后 
一情况，必有常数 C > 0,使丑 3 < - C . 将 g 提升到/?, 仍记为 g . 那么它是 D 
上的完备度量，且 A 彡- C . 令 G 为以 P € P 为极点的 ( O . g ) 上最小 Green 
函数，又令泛={0^12:(?(00>1}，则泛是户的一个开邻域，由引理3.3,它 
有紧的闭包.现= 0,此处 L 为 ( f 2, g ) 的共形 Laplace 算子，故 


AG ^ - CG . 




•264 - 第六章局部共形平坦流形 


设5〉0,直接计算可知 


△G 1 料彡一 (1 + 6)CG 1+S + (5(1 + 8)G- 1+S \VG\ 2 . 

由于9是从紧流形 M 上提升得到的，故 Ric ( p )>- C ； 对某常数 (7 成立.应用 
第一章梯度估计即得在 D \泛上， 

|VG| 2 < CG 2 . (6.4.2) 

这样，若6足够小，在上将有 

AG 1+6 ^ -CG 1 ^ 6 . 


现在我们断言 


! G 1 ^ 6 dv = co. 

M\e 


若此式不成立，则必有一列半径 Pi-^OO it 


lim 




G 1 ^ 6 da = 0, 


(6.4.3) 


(6.4.4) 


其中表示以 P 为中心， p 为半径的测地球，而 da 为从 p 诱导的的面 

积元.将上面式子在 B Pi \泛上积分，应用 Stokes 定理以及法导数> 0 在 
5汐上成立，即得 


/ }g 1+s da^-C f G 1 ^ 6 dv. 

J 0B Pi on J Bp ^ 

由 (6.4.2) ，我们有 

\-^G 1+5 \ ^ CG 1+S . 

故令 i — oo , 即知与 (6.4.4) 矛盾.这样 (6.4.3) 必须成立，且有 d(M) > ^.若 
r 不是基本的，则由定理4.2，火沟=炎从)，故证明完成. 

现若厂是基本的，那么将有以下三种情形： (1) A{r) 为 空集； ⑵ A(r) 
仅含一 个点； （3 M ( r ) 含有两个点.在情形⑴， r 有限，且 M = 5-\ r 有标 
准度量，其曲率为正.在情形（ 2 )， 厂仅有 的无穷阶元素必为抛物的，故必有 
相容的平坦度量 p , 当然有= a 在情形 （3) ， r 仅有的两个无穷阶元素必为 
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双曲的，从而 MS 0 x 5 ^- \此时必存在相容的度量使数量曲率为正常数.这 
就完全证明了定理 4 . 3 . 

定理 4 . 4 设 （ M , p ) 为 n 维完备的局部共形平坦流形，又设存在正整数 


2 ^k <n 使得 


d(M) < min 乂 n — fe — 1 ， 


(n — 2) 2 


n 


假如当 5 时， 1 ^>一( 7 ，而当 71 = 3 , 4 时， | i ^| 其中 C 为某正常数， 
那么对 i = 2 , 3 ,…， fc ， 

7 Ti ( M ) =0. (6.4.5) 


证明由定理 3 . 1 ，通过展开映射， M 的万有覆盖 M 可以看成 5 " 的一 
个区域 • 而定理 2.11 指出， dim (⑽）< d(M) < n - - 1 •为证 (6.4.5) ,只需 

证明，对任意连续映射 fo：S 1 ^ f 2 , 它必同伦于常值映射，或等价地，存在连 
续映射/ : 且 f\ dBi+ r = fo, 此处我们已将妒视为单位球 B^ 1 的边 

界. 

由一小的扰动，不妨认为/ 0 是浸没（注意丨< < n ). 由于 ms 1 ) c n, 

而 D 为沪的子区域，可以延拓/ 0 成为浸没凡：逆 + 1 — 沪使 凡|炉= / o .这 
样，可以再延拓凡 成为徽 F ‘• B ^ 1 x B ^- 1 ^ S n , 满足 

F(s,t) = f 0 (s), \fseS\teB n ^\ 

F{x,0) = F 0 (x), WxeB i+1 . 

对任意 f e '令 B l t +1 = B^ 1 x {t}. 利用 Hausdorff 测度的可加性，知存 
在常数 C 使 

[ Ho [F^\df 2 )n b 1 ^ 1 ] dt ^ CH n —i-i[dn)， 

其中 Hj(-) 表示 j 维 Hausdorff 测度•因 dim (diJ) <n — fc - 1 且 i 彡 fc ， 故 

(⑽ ）= 0 , 从而必有 to e 沪 - w 使 

Hol^ar^nOo, 


这表示 


F- 1 (⑽) n 攻 o+ko, 
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或 F (贫。+ 1 ) C 仏由于0々冲。 } = / 0 ，可见 F |^ x 即为所求的映射，这就证明 
了定理 4.4. ' 0 

定理 4 . 5 设 ( M , W 为 n 维局部共形平坦流形，且对某正常数， R g ^ C >0, 
那么对 i = 2, …， [ f ]- l ， 

7T^(M) = 0. 

此外，假如 | iUI ▽叫有界， Ric ⑷有下界，则 


•) = 0， i = … ，[卦 

证明基本上类似于定理 4 . 4 的证明，为要得到 d ( M ) 的上界，应当用定理 
2.7 与 2.9. 

以下我们要讨论在局部共形平坦流形上，调和形式的消灭定理，作为这些 
结果的推论，我们将得到这些流形的拓扑限制. 

对于 Riemann 流形 （ M ， p )， 我们用 A ^( M ) 表示 M 上光滑的形式•回忆 
度量 P 决定了 Hodge 的 * 算子： AP ( M ) ^ A n ~ P ( M ), 其中 n 为 M 的维数•若 
d ： Ap ( M ) Ap +\ M ) 为一外微分算子，则5 = (-1)^-1)+!^^. ap + i ^ m ) 

^ P ( M ) 是 d 的关于形式的内积的伴随算子，该内积由度量 g 诱导.调和形式 w 
是方程 


dw = 0, Sw = 0 

的解•若 M 的维数 n = 2 m , 则 * 算子在中间维是共形不变的，即 * : A m { M )-> 
yl m ( M ) 对一切共形度量 g = pg 是相同的，其中 p € C °°( M ), p >0. 这就说明 
对切 eyT ( M ), 方程如= 0是共形不 变的. 所以，若扣€^^关于度量沒为调 
和形式，那么它对5= W 也是调和形式. 

今设 a ; e AP ( M ), 在局部坐标下，我们有 

co = a ilr .. yip dx 11 八 • • •八 dx tp . 

于是有以下的 Weitzenbock 公式（见 H . Wu ) 

^△| a ;| 2 = | Va ;| 2 + pF ( uj ), (6.4.6) 

其中 △，▽， I • I 都是对 M 的 Riemann 度量 g 而言的，而 

F (^) = … ip + ^Ri jk ia iji ^a^.. ip . 
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若5为共形平坦度量，则 Weyl 张量为0,而 


^jkl = 


~~ 9 (RjW - RjlA - 9ikR\ - 9jlR\) 

Tl 一 L 

_ (n-lKn-2)^ 


由此可得 


FH 




n — 2p 
n — 2 


勿 - ex 




cr ?'. 

t 2 mm l 



pKp - 1 ) 


lp (n — l)(n — 2) 




2 


(6.4.7) 


从 （ 6 . 4 . 7 ) 可以导出 Boarguignon 的下述结果 • 

定理 4.6 设 （ M , p ) 为 2 n 维紧的局部共形平坦流形，且> 0. 那么 M 
没有非零的调和 m - 形式，因此 m - 阶 Betti 数 b m = 0. 

证明 若在 (6.4.7) 中 p = m == n /2, 则含有 Ricci 曲率的那项为 0 ， 从而 


F {^) = 


m!(m — 1) 
(2m — l)(2m — 2) 


^IcjI 2 > 0. 


于是从 (6.4.6 ) ， 




m - m\ 

2(2m-T) 


Rg\(jj\ 2 ^ 0 . 


由于 M 是紧的，故 | o ;| 2 =const , 又因 > 0,故此常数必为 0 ， 即 a ； = 0. 

下面给出上述结果的一般化. 

定理 4.7 设 （ M ^) 为 2 m 维完备的局部共形平坦流形，且对某个 C 有 
Rg > C > 0. 又设 | V ^| 均有界，且 Ric ( g ) 有下界，则在 M 上任意的有界 
调和 m - 形式必恒为 0. 

证明 通过提升至万有覆盖，可以认为 M 是单连通的.由定理3.1，还可 
以认为 M 是 W 的一个区域，而9 = ，\， 其中久为 V 的标准度量. 

今设 u ; 为 ( M , g ) 的调和 m - 形式.根据对中间维数的调和性的共形不变 
性， w 关于度量汍也是调和的，所以只需证明 u ； 在 （ W , 队）上是弱的调和形式 
( 即它在弱意义下满足 dxv = 0 ,Sco = 0 ). 因为 由椭圆方程的正则性理论， a ; 可 
以光滑地延拓到整个而成为 ( S ' g 0 ) i 真正的调和形式.因为 H m ( S n ) = 0, 
或应用定理4.6,即得 a ; = 0. 
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为证 o ； 在 5- 上为弱调和，需要一些估计.首先注意 


to A *co 


LO 


2 

9 


dVg 


2 

9 o 


dv 9 0 


其中 


2 


\iO\g - ^ ^ CU P 


的弱调和性等价于下式成立: 



drjAuj = I Vr ? G G A 7 n +1 ( M ). 

s n Js n 


(6.4.8) 


今设 0 € C 『( M ) 为任意切割函数，使得在的一个邻域外， 0 = 1. 于是由 
在 M 上的调和性，可知 



0=1 d (( f ) ri ) A a ; = / dcj ) A rj A iu + / ( j)drj A to . 

S n Js n Js n 


(6.4.9) 


但 



dcf ) A r ] A to ^ C ( rj ) 

S n JS n 



d(f) g 


UJ 


9 0 dV 9 0 


< c 



s n 


d(j)\ g U P dVg o 


2 


(C 



2 


d ( f ) 


n + 2 


dv 


n + 2 


s 


% 



u 


dv 


n+2 


S n 


9 o 


另一方面，定理 2.7 指出 



s 


n+2 

u n _ 2 dVg Q < oc 


对充分小的正数 e ， 我们从定理 2 .9 知， d { M ) < (1 一 e )( n - 2)/2,于是由定理 
2.12 , dim^M < (1 一 e ){ n - 2)/2,从而 


Cn ±2 ( dM ) =0. 

这意味着， 存在 <he (7 Q °°( M )， 在 M 的任意紧子集上，如一致地趋于1 ,使得 

|#fc| 2 dvg o — 0. 

现在，在（ 6 . 4 .9)中以沴=也代入，且令 4 00 , 即有 

dr) A u = 0. 
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同理可证 (6 A 8) 的第二式 成立. 这就证明了 a ; 是弱性调和的，从而也完成了定 
理 4.7 的 证明. 

6.5 与偏微分方程的关系 

本节将讨论下面两问题之间的 关系： 

(1) 在区域 QcS n 上具有正常数曲率完备共形度量的构造的几何问题； 

(2) 方程 ^ 

Lqu = uP - 1 ，u > 0 (6.5.1) 

弱解研究的偏微分方程问题，其中“是关于上标准度量凡的共形度量， 

而 p = 2 n/(n — 2). 

我们要研究方程 (6.5.1) 的 LP ~ l - 弱解,所谓 LP - 1 - 弱解 u^ue LP ~\ S n ) 
且满足 

[( uL Q ( f ) - vP - l ( t >) dv = 0， V (^)€ C °°( S n ). 

Js n 

此外，我们还要考虑微分不等式 

Lou ^ u p_1 , 0. 

的 LP - 1 - 弱解，这是指 u ^0 ,ue LP - 1 們 且满足 

■ 

[( uL 0 ( l > - V ) dv ^ 0, V 0€ C °°(5 n )^^ O . 

Js n 

本节主要结果 如下： 

定理 5.1 设 n 为 s n 的一个子区域 ， g n 上完备的共形度 

量使均彡 1. 那么 dim ( S n \ Q ) < LP - HS 7 % 且存在常数 A > 0使得 

r = Au 满足 (6.5.3). ^ 9 有有界的曲率且三1，那么存在常数 A > 0,使得 
v = \a % (6.5.1) 的 L p - 1 - 弱解. 

证明 有关 dim (沪的结论，从定理 2 .11和定理 3.5 即得 • 

为证 (6.3.5) , 首先注意在 D 上， 


(6.5.2) 


(6.5.3) 


Lqu = aRgU ^ 1 > au p ~ l . 
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显然，对适当的 A >0, t ; = Aw 在满足 


L 0 v (6.5.4) 

现设 如⑷为 M 1 上满足以下条件的光滑函数，其中 a > 0为参数使得 r / a ( t ) = t 
(当 t 彡 a 时)， rf a ( t ) 三 fa (当 t 彡 2 a 时)，此外 r / a ( t ) > 0，<(<) < 0 , Vt •于 

是，我们有 

Lo(r) a (v)) > arja(v) - r/ a (v)A 0 v. 

故从 （6.5.4) ，在 i ? 上 

L 0 { Lrj a { v )) ^ a (" a ㈤ 一 r } f a ( v ) v ) + <⑼沪 一 1 . (6.5.5) 

现在断言， 如 ( v ) 可以光滑地延拓到整个5^上，使得延拓后的％(!；)在上 
满足（ 6 . 5 .5)，因为 S w =77, 事实上，若 G 为以 Pe I ?为极点的 （0, p ) 上的最 
小 Green 函数，而 G 0 是 (5 n ， p 0 ) 的 Green 函数，则由 (6.2.8) ， 

G =： X^-p v p-\p) v ^g 0 . 

% 

引理 3.3 指出，当: r — > 时， G{x) — ^ 0, 所以当 r > 0/? 时， i ；(： r ) — Co •这 

表明， 如 ㈠ ）在的附近为常数，所以可光滑地延拓. 

其次证明 t ； e L ^-\ S n ). 由定理 2.7 ， 

/ Gdvg < cx ) ? 

Jn\e 

其中泛为 p 的一个有界邻域.将度量改变为久,即得 

斤 ― 1 dVg Q < OO, 



此即 t ； e L^~ l {S n ). 

现将( 6 .5.5)乘以4 e C -( S -),0^ O , 再由分部积分法，可得 

r} a (v)L 0 ()) + r]' a {v)v p ~ l (f\ dvg Q ^ a J <f> (jh{v) - r] r a (v)v) dv 9o 

令 a oc ， 即得 (6.5.3). 
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最后考虑情形三1•此时 r = Au 在上满足 （6.5.1) ，且函数 7] a ( v ) 满 



L 0 {r] a {v)) = - r/MlVof + ^K— 1 

+a (Va(v) - Va( v ) v ) • (6.5.6) 

注意，我们可以认为 |^( t )| ^ Ca - 1 对某个常数 C 成立.为证 r 满足 (6.5.1) 在 
弱意义下成立，像上面的证明那样，用4 e C ^ OS -) 乘 （6.5.6) ， 再在上积 
分，只需再证明当 a — do 时， 





但我们有 



4> Va ( v )\^ OV \ 2 dv 9o 


彡 Ca ^ 1 / |VoH 2 〜 0 

J {a^v(x)^2a} 

^ 2C f 1 |Vo ”| 2 〜 。 ， 

J { v ( x )^ a } 


故只要证明 

Vot /| 2 dvg Q < oc. 

从 D \ B 1 (P) 上梯度估计 \VG\ ^ CG, 知道 



IV^ 1 ! ^ Cu- 1 + C\VGq 1 \u~ 1 Go- 


回到度量久，即得 

| Vo ^| ^ Cu ^. 


从而 

/ ^"^ Vo ^ l 2 dv g ( C u p - 1 d / Vg o < oc , 

J f 2 J f 2 

这就完成了定理 5.1 的证明. 

作为上述结果的应用，可以得到 （6.5.1) 的一大类弱解.例如，若 C W 
为具有正数量曲率的紧完备局部共形平坦 Riemann 流形的万有覆盖，那么在此 
基础流形上 Yamabe 问题的解可以提升为在 D 上的完备度量，具有有界曲率以 

及&三 1. 
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现考虑由一个双曲元 1 ec n 所生成的 Klein 群.设为上 7 的两 
固 定点，又令 = 由于 /2 /r 共形微分同胚于 W 1 , 后者的 

度量具有常数量曲率1，故 g = uP _\ 提供了 (6.5.1) 的一个弱解. 

这样的弱解也可通过解常微分方程而获得.事实上，只需通过将 Q = -P 
的共形变换，再由方程的对称性将它化为一个常微分方程. 

其次，假设％与72为 C n 的两个双曲元素，它们都有不同的不动点.又 
设尸为 71 和 72 所生成的 Klein 群，而 D = 5^ \次其中 yl 为极限集.那么可 
以证明 Z 是一个 Cantor H , 此外还可以选取 7 i 与 72 使^的维数任意小. 

人们可以提出如下的 问题： 给定沪的一个光滑子流形 iV , 是否存在 （6.5.1) 
的弱解，以 W 为其奇异集而且在5^ \ 7 V 上生成一个具常数量曲率1的完备度 
量？ 上世纪80年代中期， R . Schoen 证明，若 iV 为不少于两个点的有限集， 
那 么这个问题的答案是对的. 
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第七章问题集 


在普林斯顿研究所的几何年的最后一段时间里，许多同行要求给出一个关于 

未解决的问题的综合报告，在与 Bourguignon , Calabi , Cheng , Kazdau , Li , Schoen , 
Simon , Treibergs 和 Uhlenbeck 讨论后，我给出了一个六十个问题的清单并作了 
两次报告.后来，又补充成这个问题集 1 . 

我要强调此问题集并非包括所有的问题.问题的选择在很大程度上受到作 
者个人兴趣的影响，除去少数例外，我并不想提出其他领域中那些与微分几何 
有密切的关系或者可能采用微分几何的方法来解决的问题. 

问题的难度从“初等的”到“高深的”都有.然而，“髙深的”问题可能由 
一 个刚入门的学生在短短的几个月时间内给予解决，而“初等的”问题侧可能 
在很长的一段时间内解决不了.我希望这个问题集能够给刚入门的学生一个关 
于这个方向的简明的概述. 

如果不是全部的话，大多数问题是众所周知的.如果一个问题有确定的参 
考文献或明确是由某个人提出的，那么这将被提到.否则读者可认为此问题是 
熟知的. 

最后，在此对那些看过初稿并提出补正、进一步的讨论及参考文献的数学 

1 本章是根据丘成桐教授以前的一个问题集 （ Yau, S. T.，Problem Section, Seminar on Dif- 
ferential Geometry, Ann. Math. Stud. Vol. 102, Princeton, Princeton Press, 1982 ), 并整理综合 

了 1988 年前的新结果重新编成的 . 


家们表示感谢 • 他们是： F . J . Almgren ， Jr .， M . Berger , A . Borel , E . Calabi , J . 
Cheeger , M . Gromov 和 H . B . Lawson , 在此也对 James Mechraz 在整理这些问 

题和参考文献中给予我的帮助表示感谢. 


T .1 曲率及流形上的拓扑 

A . 截面曲率 

1. (Hopf 猜测）炉 x^ 2 是否容许一个具有正的截面曲率的度量？ 
仅有的进展是 Bourguignon 和其他人 [BDS] 关于 Berger[Brl] 的一个结果的 

改进，他们证明 了在炉 x 炉的乘积度量的一个邻域上不存在具有正截曲率的 
度量. 

一 般地，我们还没有任何紧致、具非负截曲率的单连通流形不容许一个具 
严格正截曲率的度量.是否一个秩大于1的紧致单连通对称空间容许一个具正 
曲率的度量.最终，我们将能够把具正曲率的 4 维流形分类（此刻，我们只有 
S 4 和 CP 2 两个例子). 

2. 在怪 (exotic) 球面上是否有具正曲率的度量？ 

Gromoll 和 Meyer[GM1] 在一个 Milnor7 维球上找到了一个具非负曲率的度 
量，它在一个具较大余维的子集外是严格正曲率.在 [H1] 中 N.Hitchin 证明了 
在“很怪” (very exotic) 的球面上甚至不容许一个具正的纯量曲率的度量. 

3. 设 M 为一具非负截曲率的 iV 维流形.是否 M 的第 i 个 Betti 数不大于 
N 维环 7^ 的第 i 个 Betti 数？ 

最近， Gromov[Gr5] 证明了第 i 个 Betti 数具有仅依赖于 i 和 iV 的上界. 
因此，若 M 是许多 CP 2 的连接和， M 不容许一个具非负截曲率的度量. 

4 . 设 M 为具正曲率的紧致流形，是否 M 容许一个光滑的、有效的 S 1 作 
用？ 

这个问题产生于所有已知的具正曲率的流形的例子都具有许多对称性. 

5. 是否有一具非负 Ricci 曲率的紧致单连通流形而它不容许具非负截曲率 
的度量？ 

答案似乎是“是”，且可以试试 iV 个 CP 2 的连接和. 

Gromoll 和 Meyer[GM2] 构造了一些具正 Ricci 曲率和负 Euler 示性数的紧 

流形.因此，或者这些流形不容许具非负截曲率的度量，或者 Hopf 猜想是不成 
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立的（见问题8 )• 

6. 所有的具正曲率的流形上的向量从容许一个具非负截曲率的完备度量 
吗？ 

这是理解 Cheeger 和 Gromoll[CG2] 的定理“每一完备的非负曲率流形微分 
同胚于全测地的紧致非负曲率的子流形的向量丛”的逆的一个尝试 . J. Nash[Na] 
在关于 Ricci 曲率的类似情况下做了些工作 • A. Rigas[Ri] 也在这方面做了些工 

作. 


7. (Chem) 设 M 为一紧致、正曲率流形，是否 7n(M) 的每一 Abel 子群是 
循环的？ 

这是由 S. S. Chern 在 Kyoto 微分几何会议上提 出的. 他的猜想基于 Preiss- 
mann[P] 的定理和空间形式问题的解（见 Wolf[W] ). 猜想在曲率为负或为正常 
数的情况下是成 立的. 也许对于一个非负曲率的紧流形， tt ^ M ) 中的 Abel 子群 
的秩由流形的曲率张量的秩所控制，如果我们能适当地定义后者的话.最近 G . 
Carisson [Car] 证明若一个 Abel 群自由地作用于 K 个球面的乘积，那么 Abel 

群的秩不大于 

8. (Hopf) 试证一个具正截曲率的偶数维紧流形的 Euler 示性数为正. 

一个值得注意的进展是由 Geroch[G] 提供的一个六维开流形的例子，它有 
一具正曲率的 （ 非完备）度量和一负的 Gauss-Bonnet-Chern 被积函数.关于该 
猜想的详细情况可见 Chern[Chl]. 

9- 刻画可作为某一具负曲率的紧致流形的基本群的群. 

由 Cartan-Hadamard 定理我们知道该流形是一个 K ( tt , 1) ,这给出了该群 

的条件，例如该群必须是无 挠的. Preissmann[P] 定理断定每一 Abel 群是循环 
的， MilnorfMl] 证明它必有指数增长. 

事实上，利用 Margulis[Ma] 的一个结果，我们可以证明一个循环子群的共 
轭类的数目至少是指数增 长的. Eberlein[E] 也证明了该群包含一个非平凡的自 
由子群. Mumford[Mu] 构造了一个具第一 Betti 数零的代数曲面，以球为覆盖 

空间.显然所有该流形的有限覆盖具第一 Betti 数零.我们能把所有的具负曲 
率的紧致 Kahler 代数曲面分类吗？ Margulis 的方法将给出更多的结果. 

若 M 是维数大于 2 的不可约局部对称空间， A. Borel[Bor] 的一个定理 
( 也可作为 Mostow 的强刚性定理的一个结论）告诉我们，基本群的外 (outer) 
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自同构群是有 限的. 不知是否同一命题对于一般的具负曲率的流形也对.注意 
Mostow 和 Siu [ MS ] 的例子是一个负曲率流形，不同伦于任何局部对称空间. 
Mm SOn [ Mil ] 和 Vinberg[Vi] 构造了具非零第一 Betti 数的双曲流形的例子. 

10. 作为前面问题的继续，设 M 2 iV 为具负曲率的紧致流形，是否（- l ) N x ( M ) 
> 0 ? 


这是 Hopf 猜想的一部分， N = 2 时已经解决（见 Chern[Ch2] ). Singer 
建议着眼于 M 的万有覆盖来解决这个问题.他指出若万有覆盖的 L 2 调和形式 
除了中间维数的都为零，那么我们可以应用覆盖的指数定理（见 Atiyah[Atl]) 
来证明此命题. 

Anderson[Anl] 构造了截曲率介于两个负常数之间的单连通流形的例子，它 
们的 L 2 - 调和 P - 形式的维数是无限的.然而他的例子不能等度同胚于一个紧 
致流形的万有覆盖. 

11. Cohn - Vossen 不等式说明了一个完备曲面的全曲率被它的 Euler 数所控 
制. Finn[Fi] 和 Hub er [H U ] 用几何量研究了它们的差.问题是如何将这不等式推 
广到高维情况.若 M 为一具有限体积和有界曲率的完备流形，什么时候 Euler 
数等于 Gauss - Bonnet - Chern 积分？若 M 是局部对称的 ， Harder [ Ha ] 证明了这 

是对的.当曲率介于两个负常数间，可以证明这是对的.在一次私人谈话中， 
Gromov 说只要假设曲率是非正，度量是实解析的，则 Gauss-Bonnet-Chern 积 
分就是一个整数且为它的 Euler •数. 

若 M 是完备的且具非负曲率， Poor[Po], R.Walter[Wa] 及 Greene 和 Wu (定 
理 9[GWu]) 证明了 Cohn-Vossen 不等式 • 当 dimM = 4 时是成 立的. 等式成立 
的几何条件是什么？当 dim M = 2n，n > 2 时将会是什么情况？ 

Cheeger 和 Gromov[CGr 1,2] 在满足 |K| ^ C ,体积有界，且某一正规 (nor¬ 
mal) 覆盖的单射半径下方有界的完备非紧流形上得到了 Gauss-Bonnet 定理. 

12 . 设 M l5 M 2 为具负曲率的紧致流形，若 = MM 2 ) ,试证恥微 
分同胚于地. 


Cheeger, Gromov[Grl], Farrell 和 HsiangfFH] 取得了一些 进展. 


Cheeger 证 


明了 tti(M) 决定了 M 的第二 Stiefcl 丛. Gromov 证明了 7n(M) 决定了 M 的 


单位切向 量丛. Farrell-Hsiang 证明了 7Ti(M) 决定了 M x M 3 . Farrell-Hsiang 只 

假设其中一个流形具负曲率. 
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13•设 Mi ? M 2 为具负曲率的紧致 Einstein 流形•设 7 Ti ( Mi ) = ( M 2 ) 且 

dimMi ^ 3. 是否腿等距同胚于地？ 

若这两个流形均是局部对称的，这就是 Mostow 的刚性定理. 

14. 设 M 为一 N 维紧致流形，我们能否找到一个仅依赖于 iV 的正常数 

使得 M 微分同胚于一个具负的常曲率的流形，只要当 M 的曲率介于 -1 — 占斤 
和一1之间？ 


Gromov 和 Thurston [ GT ] 证明了当 iV 彡4时这是不可 能的. 

设 M 为一非空间形式 （ 即具常曲率）的具负曲率的紧致局部对称空间.设 
ds 2 为一截曲率介于 -4 和 -1 之间的度量.是否 ds 2 是一个局部对称度量？ 

当 dimM == 4时，这可容易地从 Euler 和 Pontriagin 数的曲率表示的简单 
应用获得. 

在正曲率的情况，我们也可提出类似的问题. 

15- 对 P 丄流形建立合理的曲率概念，以使得可以得到适当的 Pinching 型 
定理及用曲率表达示性类的公式. 

例如，我们希望得到对于正弯曲流形（即在上述意义下有正曲率）的某种 
类型的 P 丄逼近 • 

在这一方面， Banchoff 关于 pi . 流形的 Gauss-Bonnet 公式， Regge 对于 
纯量曲率的建议以及 Cheeger 对于多个曲率不变量的研究 ( Cheeger [ C 3] , [ C 4]) 
等项工作都是有意义的进展. 

16. 关于具负曲率的紧致流形的 Poutrjagin 类和 Stiefel-Whitney 类我们能 
说些什么？例如，这样一个流形的有限覆盖是否是旋的 ( spin ) ? 

17. 证明一个平坦流形的 Stiefel-Whitney 数为零 • 

这个问题已被 Hamrick 和 Royster [ HR ] 证实了！ 

18. 设 M 为一完备的、截曲率 K^O 的非紧流形，若在某点％ K{x) > 0 , 
试证 M 微分同胚于 IP . 

这个猜想提出于 [ CG 2]. 进一步，一个处处曲率为正但可能除去一低维点集 
为零的度量能否形变到具正曲率？（见 Gromoll - Mayer [ GMl ]). 

19•设为一定义在紧致流形 M 上的代表某一 Pontryagin 类的闭的形 
式.我们能否找一个 M 上的度量使得 D 可按 Chern [ Ch 3] 的意义用曲率形式加 
以表示？若有其它的拓扑障碍，它们是什么？很明显这种障碍应该存在.问题 
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是必须找到一个充分条件. 

关于 Chern 类我们能够提出同样的问题.对第一陈类，这是由 Calabi 提出 
并由 [Y] 所解决的.这个问题的解决将给出对曲率张量的深刻理解. 

本节补充 

(a) 证明每一具负截曲率的 3 维流形容许一个具常负截曲率的度量. 

这是 Thurston 猜想的一个推论，该猜想称每一 3 维流形可分解为几何片 

(geometric pieces). 

( b ) 证明具正曲率算子的紧致流形容许一个具正常数截曲率的度量. 

当 dim= 4 时，这已被 R.Hamilton 所证明 • 最近， J. D. Moore [Mr] 和 M. 
Micallef 证明，一个单连通的紧致流形，如果对应于迷向 2 -平面 (isotropic 2- 
planes) 的曲率为正，则流形同胚于球面.迷向 2 -平面的曲率为正这一条件较截 
曲率的逐点 ^-Pinching 条件以及正曲率算子的条件都要弱. 

能否证明在上述条 件下， M 实际上微分同胚于球面？ 

B. Ricci 曲率 

20. 什么是紧致流形的对称张量 ry 所需满足的充分必要条件以使得能够 
找到一个度量阳满足：心 - 丑 • 2 跔 = 巧？这里~和丑分别为跔的 Ricci 

张量和纯量曲率 .（ 在这里可允许依赖于跔及其一阶导数 .） 若跔是4 
维流形上的 Lorentz 度量，这刚好是 Einstein 场方程•若 M 有边界，则需加上 

什么样的边界条件？ 

21 . 如 M 为一具正的 Ricci 曲率的完备流形，那么 M 是否可变形为带边 
界的紧致流形？ 

22. 刻画具正 Ricci 曲率的完备流形的基本群的结构. 

若流形是紧的， Ch66ger-Gromoll[CGl] 的分裂 (splitting) 定理提供了一个 

相当满意的回答. 

非紧的情况更为复杂 • 最近， P. Nabonnand[Nab] 在 Berard-Bergery 的指 
导下提供了一个具正 Ricci 曲率的非紧致、完备 4 维流形的例子，它的基本群 
是无限循环群. 

在 3 维情形， Schoen 和 Yau[SYl] 证明了这样的流形与 M 3 是微分同 胚的. 
或许能够证明这流形的基本群总是一多循环群 (polycyclic) 的有限扩张. 

23. 构造一个 K-3 曲面上的显式度量，使其 Ricd 曲率 为零. 它的存在性已 
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由 Yau [ Yl ] 证明. 是否存在 Ricci 曲率为零的4维流形不以环面及 H 曲面为 
覆盖空间？ 一个简单的未决问题是，是否这样的流形微分同胚于妒或炉 x S 2 . 

24. 是否每一维数 >3的流形容许一个具负 Ricci 曲率的度量？ 

在 Gao [ Ga ] 及 Gao 和 Yau [ GY ] 中证明了每一紧致三维流形都容许一个具 
负 Ricci 曲率的 度量. 或许每一维数 > 3的流形都容许具负 Ricci 曲率的度量 
存在. 

研究具非正 Ricci 曲率的 Kahler 流形的性质仍将是有趣的.希望能证明 

S 2 乂 S 2 不容许这样一个度量 • 这将表明 S 2 x S 2 的复结构正好是 Hirzcbruch 曲 
_ 

面所给出的 • 有许多具负 Ricci 曲率的单连通的 Kahler 流形的例子 [ Y 1]. 

25. 分类具负的 Ricci 曲率的4维紧致 Einstein 流形. 5 4 是否容许这样一 
个度量？ 

Thorpe - Hitchin 不等式 [ H 2 ] 给出了这些流形的 Euler 数和指标的某种关 
系. 

26. 寻找常数 CAT < CW 使得对每一 iv ，若流形的 Ricci 曲率满足 Civ ^- < 
Rij ( Cn^ij ,则流形容许一个 Einstein 度量 • 

C. 纯量曲率 

27. 分类具非负纯量曲率的完备3维流形. 

这在广义相对论中是引人注意的问题，因为“宇宙”倾向于具有这样一个 
度量. 事实上，在合理的物理假设下 Schoeii 和 Yau [ SY 2] 证明了宇宙中这样一 
个度量总是存在的. 

Schoen - Yau [ SY 3] 也证明了这种流形的基本群不包含同构于亏格>1的紧致 

曲面的基本群的 子群. 在紧流形的情况，这在 [ SY 4] 中得到了证明 • 对于维数 
大于3的情形 ScJioen - Yau [ SY 5 ] 和 Gromov - Lawson [ GL ] 对此问题进行了讨论 • 

28. 分类所有具正纯量曲率的4维紧致 Einstein 流形. 

29. 证明一个具非负纯量曲率的紧致流形是一个当且仅当它是平 
坦的 • 

当 dimM = 4时，这已由 Schoen 和 Yau [ SY 9] 证明了 • 

30. 证明一个具正纯量曲率的紧致单连通的3维流形拓扑同胚于球面. 
Meeks- Simon - Yau[MS Y ] 证明了两个 3 维伪球面 （fake three - spheres ) 的连接和不 
容许具正 Ricci 曲率的度量. 
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后来， R . Hamilton [ Hml ] 证明了一个具正 Ricci 曲率的紧致3维流形微分 
同胚于一个空间形式. 

31. 分类 RM 1 中具常纯量曲率的紧致超曲面.它们是否等度同胚于5^ ? 
若它们是 凸的， 那么答案是对的，这是由 Chen g - Y au [ CYl ] 证明了的. 

32. ( Yamabe ) 证明紧致流形的任一度量都能共形形变到一个具常纯量曲率 
的度量 • Yamabe [ Yam ] 发表了一个证明，但 N . Trudinger [ Tr ] 在 Yamabe 死后 
发现了一个 错误. 然而，正如由 Trudinger 所整理的（也可见 Eliasson [ EL ]) 

Yainabe 原来的证明可用于一大类度量. 

AubinfAu ] 在 S > 6的情况下证明了更大的一类的 情形. 

最近， R . Schoen [ Sc 2] 解决了剩下的情况，因而完全解决了 Yamabe 猜想！ 

他的方法是整体的并利用了推广的正质量定理 [ SY 8]. 

现在我们想了解 Yamabe 问题在完备的非紧流形上的 情况. 当流形为 W 减 
去一个 Hausdorff 维数小于 f - 1的闭子集时， Schoen 问是否存在一个具常正 

纯量曲率的完备共形平坦 度量. 他能够在该集为多于1的有限个点的情况下解 

决这一 问题. 

7.2 曲率与复结构 

33. 设 M 为具非负双截曲率的紧致 Kahler 流形，试证 M 双全纯同胚于局 
部对称的 Kahler 流形，至少当 Ricci 曲率为正的情况. 

若双截曲率是严格正的， M 双全纯同胚于 CP ^. 这是已被 Mori [ M 0 ] 和 
Siu - Yau [ SiYl ] 证明了的 Frankel 猜想. 

当 n = 3时， Bando [ Bn ] 证明了是 对的. Mok 和 Zhong [ MZ ] 证明了对任 
意的 n ，若 M 是 KShler - Einstein 的，则 M 是 Hermite 对称 空间. 

最近， Cao 和 Chow [ CC ] 在曲率算子非负的较强的假设下证明了这一猜 
想.刚刚不久前， Mok [ Mk ] 证明了整个猜想. 

人们 会问： 此定理如果仅仅假定 M 的切丛在代数几何的意义下是半正、反 
典则线丛是正的假定下是否仍然成立？ 

34. 设 M 为一具正双截曲率的完备、非紧的 Killer 流形，试证 M 双全纯 

同胚于 €：' 
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我们甚至不知道它是否是 Stein 的，当截曲率是正的， Greene 和 Wu [ GWu ] 
证明了 M 是 Stein 的. 关于使流形为 C # 的几何条件可见 Siu - Yau [ SiY 2]. 

当仅仅假设双截曲率非负时，人们猜测 M 为一以为纤维的紧致 Hermite 
对称空间上的全纯向量丛. 

也可以给出此问题的代数几何的陈述. 

人们也可回想到下面的问题：每一齐性 Kahler 流形为一以齐性有界域为 
底，以平坦的齐性 Kahler 流形和一个单连通紧致齐性 Kahler 流形的乘积为纤 
维的全纯纤维丛. 

35. 设 Af 为具负的双截曲率的完备、单连通的 Kahler 流形，试证 M 是 
Stein 的. 

甚至还不知道 M 是否非紧.具负切丛的紧致曲面是什么？它们是非单连 
通吗？ B . Wong 指出可把高维的问题化为曲面的情况. 

36. 若 M 是完备、具有限体积和有界曲率的 KShler 流形，那么它是否是 
某个射影流形的 Zariski 开集？若 M 具负双截曲率， M 是否具有有限的自同 
构群？ 

最近， Shi 和 Yau [ SiY 3] 证明了当截曲率介于两个负常数时，第一个问题 
的回答是肯定的. 

关于第二个问题见 [ LY 2]，[ Ko ]. 

37 •设 M 为一具负截曲率的紧致 Kahler 流形，试证若 dim C M > 1，则 
M 是刚性的，即 M 只有一个复结构. 

当 M 被复2维球所覆盖时， Yau [ Yl ] 利用 Kahler - Einstein 度量及 Mostow 

的定理证明了这一猜想.在 M “强负”的假设下， Siu [ Si ] 证明了猜想的更一般 
的情况. 

38•设 M 为一截曲率< -1 的单连通、完备的 Kahler 流形，试证 M 上存 
在有界的全纯函数. 

最好能够证明存在 M 到 C # 中的有界域上的分支浸入. 

在 Riemann 流形上相应的问题是寻找有界调和 函数 . Anderson [ An ] 和 
Sullivan [ Su 3] 证明了截曲率介于两个负常数间的单连通、完备的 Riemann 流形 
上，调和函数在无穷远处的 Dirichlet 问题可解，且是唯 一的. 而 Anderson 和 
Schoen [ AnS ] 则进一步证明 Martin 边界和无穷远边界有一自然的 等价. 
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39. 设 M 具正的第一 Chera 类， M 不容许任何全纯向量场，试证 M 容 
许一个 Kahler - Einstein 度量，这一猜想是由 Calabi 提出的 [ Cal ]. 

一个有关的进展是 Levine [ Lev ] 给出了一个不容许任何 Calabi [ Ca 4] 意义下 

的极值度量的紧致 Kahler 流形. 

40. 设 M 为具 Ricci 曲率 0 的完备 Kahler 流形，试证 M 为一紧致 Kahler 
流形的 Zariski 开集.如果这是对的，我们将可以用代数方法将这些流形分类. 

41. 将所有的具零纯量曲率的紧致2维 Kahler 曲面分类 （[ Y 2]). 

42. 设 ilf 为一个紧致单连通的辛 流形. M 是否容许一个 Kahler 度量？ 
M . Berger 说在1955年 Serre 给他举出了一个反例，其中 ( M ) 一 0•见 [ Bs ]. 

对流形上的任一辛结构，可定义一个近复结构.反过来，对任一近复结构， 
人们或许可以找到一个相应的辛结构.是否近复结构在相差一个微分同胚的共 
轭意义下确定辛结构？甚至对于 CP 〃， 人们还不知道这后一问题的答案.虽然 
M 0 Ser [ M 0 S ] 证明了辛结构的单参数族的所有元素在微分同胚下是相互共轭的. 
近来的工作可见 Gromov [ Gr 6] 和 Dozer 的文章. 

43. 设为 C# 中的有界拟凸域， Cheng 和 Yau[CY2] 证明了 I? 上存在典 
则的 lahler-Einstein 度量. 在一般的条件，如 G C 2 下，此度量是完备的. 
是否此度量总是完备的？ 

最近 Mok - Yau [ MoY ] 证明了一个有界域具完备的 Kahler - Einstein 度量当且 
仅当它是拟凸的.这样，就需要进一步研究此度量的边界性质. 

44. 研究 Teichmiiler 空间上由 Cheng - Yau [ CY 2] 所构造的 Kahler-Einstein 

度量，它和 Bergman 度量之间有什么关系？ 一 般地，若一个区域不全纯同胚于 
区域的乘积且覆盖某一紧致 Kahler 流形，那么 Kahler - Einstein 度量是否等于 
Bergman 度量？ 

利用 [ Y 4] 中的 Schwarz 引理，可以证明完备的 Kahler - Einstein 度量总是强 
于 Caratheodory 度量. 它也将强于 Teichmiiler 度量 （ 必须将 Schwarz 引理推广 
到 Finsler 度 量). 

45 •设 M 为一复维数 iV 的紧致 Kahler-Einstein 流形，且具负的纯量曲率， 
Yau[Yl] 证明了 {-1) n ^^ C ^~ 2 C 2 > (~1) N C ^. M 上还有其它这类 Chern 
数不等式吗?当 iV = 4 时， Bourguignon 问是否 C 4 (M) 是 正的. 

46.( Calabi ) 设 u 为 上实值函数使 det = 1 且 
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定义了一个完备度量 • 证明这度量是平坦的（见 [ CA 2]). 

这个问题的困难在于 c # 的自同构群太大. 

47.设 M 为具正的全纯截曲率或正的 Ricci 曲率的紧致 Kahler 流形. 试证 
M 是有理连通的，即 M 的任两点可由一串有理曲线来连接 • 

48•设 M 为一具负截曲率的紧致 Kahler 流形，试证 M 以 C # 的有界域为 

覆盖空间.人们也许能证明一个较弱的 命题： M 的万有覆盖有众多的有界全 
纯函数（见 Mostow - Siu [ MS ] 的例 子）. 

49•设为一 Kahler 流形的全纯簇， 设 ds 《 为 M t 的典则 Kahler-Einstein 
度量，在簇恥的退化点处有什么性质？ 

II 的补充 

( a ) 我们能给出什么拓扑假设使我们可以断言，一个给定的4维可微分流 
形是否容许一个复结构?.（特别地，我们能否拓扑地刻画那些以球为覆盖的复 
曲面？这样的曲面必须以欧氏空间为拓扑覆盖，且 3 C 2 ( M ) =0(]^) >0. 这些 

条件是充分的吗？ ） 若存在两个复结构，我们是否总能够将其中一个形变为另 
个？ 

是否每一个单连通的4维紧致流形都能写成代数曲面和同伦球面的连接和 

(connected sum ) ? 

( b ) ( Kodaira ) 证明每一紧致 Kahler 流形可形变为一个代数流形.特别地， 
是否 H 2 , 0 关0 意味着? 

( c ) 研究超弦 （ superstrings ) 的物理学家们想构造一个第一 Chern 类为0， 
Euler 示性数为士6，8的3维 Kahler 流形. 

这种流形的某些例子可见 Yau [ Y 5]. 
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50. 证明 IR 3 中的紧致曲面是刚性的，即我们不能找到 M 3 中曲面的连续族 
使得它们互相间是等距同胚的，或者是仅相差一个刚性运动. 

这是一个古老的问题 • 若我们考虑多面体曲面， R . Gonndly [ Co ] 给出了 
个反例. Sullivan 问是否包围在这些曲面的体积 （ 带符号的）在等度形变下 
是不变的. 
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在光滑的情况， Cohn - Vossen 证明了凸曲面的刚性. L . Nirenberg [ Nir ] 作 
了推广 Cohn - Vossen 的结果的尝试，考虑满足 J K + = 4 tt 的曲面.他在不存在 
多于一个闭渐近 （ asymptotic ) 线的假设下推广了 Gohn - Vossen 的结果.关于实 
解析情况的结果首先由 A . D . Alexandrov [ A 1] 得到. 

51. 设 M 为某一给定的紧致曲面到 R 3 中的全体浸入所构成的空间.试证 
M 中包含那些“无穷小刚性”浸入的子空间在 M 中处于一般位置 （ generic ). 我 
们能描述它的补集吗？同样，可以在旋转曲面的范畴中研究同样的问题. 

52. Nash 嵌入定理保证了每一流形都能等度嵌入某一欧氏空间，但它没有 
给予我们这一嵌入的几何性质.例如，我们希望证明一个具有界 Ricci 曲率和正 
内射半径的完备流形能够嵌入到较高维的欧氏空间中使得平均曲率是有界的. 

53. 我们能够推广 Weyl 的嵌入问题到高维的情况吗？ 

我们需要证明一个具正截曲率的紧致 iV 维流形可等度浸入到^±11维欧 
氏空间中. 

一个困难是对于这种浸入的不唯一性缺乏了解 . P . Griffiths 最近得到关于 
这个问题的一些新的结果 [ BGY ]. 

54. 给定一 2维流形上的一点 p 的一个邻域的光滑度量，我们能否找到 V 
的一个能够等度嵌入 M 3 的邻域？ 

当度量是 C - 或具严格正或负的曲率时，结论是众所周知的.而在光滑范 
畴的反例可见于 Pogorelov [ Pg ]. 

C . S . Lin [ Lnl , 2] 证明了当 ㈤ # 0和度量是 C 6 的，以及当尺彡0在 p 
点的某一邻域成立且度量是 C 1 Q 时，这是可能的. 

55. 我们称一个流形到的等度嵌入是椭圆的，如果对应于每一法线的 
第二基本形式至少有两个同号的非零特征值（见 Tanaka[Ta] ). 设有两个给定 
紧流形的椭圆等度嵌入.它们是否是相互可迭合的 (congruent) ? Cohn-Vossen 

的刚性定理在高维情况下的正确推广是什么？若 M 是具有限面积的 IR 3 的完备 
浸入曲面且若 K 有界并非正，那 M 是否是刚性的？ 

56. 著名的 Efimov 定理 [ Ef ] 说在 R 3 中没有任何曲率彡 -1 的完备曲面. 
我们要问是否在中存在一个 Ricci 曲率小于 -1 的完备超曲面？见 [ Y 3] 和 
[ R ]. 

我们也试图推广 Hilbert 定理.是否 iV 维双曲空间形式能够等度嵌入到 
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R27V-1 中 . 

Xavier [ X 2] 证明了一个非初等的 （ non - elementary ) 的 iV 维完备双曲流形不 
能等度浸入到 M 2 iV - 1 中. ， 

另一个问题是舻中 K = -1 的曲面的奇点性质（见 Hopf [ Ho ]). 类似于零 
平均曲率方程的极小流形，我们能否给出一个 K = - l 嵌入方程的弱解的较好 
的定义？或许在标架丛中考虑是有益的. 

57. 寻找一个完备的、负曲率的曲面能够等度地嵌入到 3 R 3 的非平凡的充 

分条件 • 这样的条件也许是曲率下降的 速度. 与此有关的是给定 Gauss 曲率的 
Dirichlet 问题. 

58. 回顾一个 Weingarten 曲面是一个其平均曲率 iJ 和高斯曲率 ii ： 满足一 

定的函数关系 4>{ K , H ) = 0 的曲面，这里多为定义于平面上的非奇异函数.我们 
想知 道是否在紧致曲面中旋转椭圆面可刻画为 A : = ，这里\是主曲率， 

C 是常数 • 一般地， Voss 能证明一个亏格为零的实解析 Weingarten 紧曲面是一 
个旋转曲面（见 Hopf [ Ho ]). 什么是高亏格的紧致、实解析 Weingarten 曲面？ 
它们必须具亏格1且为一个管状曲面或旋转曲面吗？ 

Wente [ We ] 的 Hopf 猜想的反例 （ 见问题63 )是亏格为1的解析 Weingarten 
曲面，既不是管曲面也不是旋转曲面. 

Hopf 证明了对于一个亏格为零的闭的实解析 Weingarten 曲面，樂 （ 这里 
h ， k 2 为主曲率）在脐点处只能取 Q ,- l ,{2 k + l ) ± l , k ^ 1 A oc . 这命题对于亏 
格为零的紧致光滑 Weingarten 曲面是否也对？ 

另一个问题是给出一个 R 3 中由代数多项式所确定的紧致曲面的内蕴刻画. 
我们怎样用度量的不变量来表示多项式的次数？ 

59. 设/ I 为 R 3 上的实值 函数. 寻找合理的/ I 的条件以保证我们能找到 R 3 
中具指定亏格同时平均曲率（或曲率）为/ I 的闭曲面. 

F . Almgren 提出了下列见解： 

对于“适当的” / I 我们能够在 R 3 的有界开集4的集合中求下列泛函的极 
大 

F '( A )= f / id £ 3 -(^4 的面积） 

Ja 

来得到具平均曲率/ I 及 1 R 3 中的紧致光滑子流形 
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h 将是一个适当的函数，例如，当它是连续的、有界的， C 是可和的且 
supF >0, 然而 h 与极值曲面的亏格之间的关系还不清楚. 

事实上，这个问题是一类极小分割问题的一个特殊情况.这类问题可见于 
[ Alm 2] 及 Sir W . Thomson(Lord Kelvin )[ Th ] 的工作•在 /i 的适当的限制下， 

Bakel ’ man [ Ba ] 和 Treibergs - Wei [ TW ] 对于亏格为零的闭曲面找到了这个问题的 

解. 

60. (Winmore[WiD 设 M 为嵌入到 M 3 中的紧致 2 维环面•设 F 为平均曲 
率. 是否 Sm r2 ^ 27r " 且等式成立意味着於可以从圆环面经 Mobius 变换后 
得到？最近， Li - Ya U [ LiY 2] 定义了一个曲面上的共形结构的共形面积的概念. 

他们证明了 / M 丑 2 不小于这个面积.利用这一点，他们证明了 丑 2 彡及 

f M H 2 ^ 27 T 2 , 若 M 共形等价于方环面 （square torus ). 

61 . ( Alexandrov [ A 12]) 设 S 为 IR 3 中凸体的边界曲面•若 S 的内在半径以1 
为界，那么 s 的最大可能面积是什么？ 

62. ( MUn 0 r [ Ko ]) 设 S 为浸入到 M 3 中的完备非紧曲面，&， A 2 为它的主曲 
率.试证在 S 上， lAi-A^ 没有大于零的下界或 K 变号或夂 = 0. 

63. ( Hopf ) 试证一个具常平均曲率的闭曲面 S 到 IR 3 中的浸入等度同构于 
S 2 . 

Hopf 证明了在这种情况下 S 拓扑同胚于 f . AlexandrovtAl ] 在 S 是嵌入的 
假设下给出了证明（见 Hopf [ Ho ] ), Reilly [ R ] 给出了另一证明. 

最近， H . Wente 证明了 Hopf 猜想是不对的！特别地，他证明了有具常平 
均曲率的环面在 M 3 中的浸入. 

64. 证明 Caratheodory 猜想： M 3 中的每一个闭的凸曲面都至少有两个脐 
点.在实解析的情况 Bol [ Bl ] 和 Hamburger [ Ham ] 给出了证明，但后来有人提出 
了怀疑一见 Klotz [ K ] 的 更正. 

65. 我们能定义一个具非正曲率的紧致流形 M 的秩使得当 M 是局部 
对称空间时该定义与原有的相同吗？设 M 中有一个全测地的平坦的浸入2维 
平面，我们能找到从中的一个浸入全测地环面吗？（见 Gromoll 和 Wolf [ GW ] , 
Lawson 和 Yau [ LY 2].) 若 M 的“秩”大于1，人们期望 M 有强的度量刚性. 

我们该怎样描述这个刚性？ 

第一个问题已被 Ballman , Brin ， Eberlein 和 Spatzier [ BBE ], [ BBS ] 证明 
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是对的. 

66. ( Kuiper ) 设 M 为由 IRP 2 附上一个柄得到的 曲面. M 能够浸入 R 3 后 

具“两片”性质，即每一与曲面相割的平面都把它正好分成两部分吗？ 

• 见 Kuiper 在 Chern 纪念论文集中的概述. 

7.4 谱 

67 . ( Kac ) 设 仏和 认是 R 2 中的两个光滑区域，它们的 Laplace 算子作用 

于仿和込的具零边界条件的函数有相同的特征值（计算重 数). 那么 盘坧是 
否与込等度同胚？ 

这是一个古老的问题.对于闭流形，我们可提出类似问题.然而，答案是 
否定的. Miln 0 r [ M 2] 和 Vigneras [ V ] 给出了反例，后者给出了具负曲率的 2 维 
反例. 

看 

Urakawa [ Ur ] 证明了存在 M n (n > 4 )的两个（非凸）区域，关于 Dirichlet 问 
题和 Neumann 问题都具有同样的谱，但不等度同胚. 

68. 在问题 6 7中，假 设仏和 從的谱在除去有限个外都相同，那么这两 
个谱是否是相同的？当这个例外集是零密度的 （density zero ) 无限集时我们可问 
类似的问题. 

69 •设 〆 i ) 为一紧致流形上具同一 Laplace 的谱的单参数度量族. 试证 〆 
是相互等度的. 

Guillemiix 和 Kazhden [ GK ] 证明了当流形为具负曲率的曲面或当维数大于 
2的但满足适当的负 Pinching 条件时这是对的. 

Gordon 和 Wilson [ GWi ] 找到了一紧致流形上具同一谱的非平凡的连续度 
量族.另外，所有已知的具同谱的流形是局部等度同胚的. 

70 .设是 R 2 中的有界域，\为 Laplace 作用于边值为零的函数的谱（从 
此以后都计算重数在内）.试证 




Am 

Area ( i ?) 


这是由 Poly a [ Po ] 提出的，并证明了 能够铺砌 ( tile ) R 2 的情况.我们也可 

以对 Neumann 问题提出类似的问题 （ 把不等号换一个方向）. 


7.4 if 


• 291 • 


Weyl 渐近公式告诉我们 \ ~ Li 和 Yau [ LiY 3] 证明了 

> 2nR2 
^ l Area ⑷)， 

因此在上面渐近公式的意义下这是精确的.这说明在平均的意义下 Polya 猜想 
是对的. 

71. 设 M 为一 2维紧致闭曲面.我们能否找到一个万有常数 C 使得 

^ 〈 C(g + 1 ) 

i 、 Area ( M ) ’ 

这里 5 为 M 的亏格.若 M 微分同胚于 S 2 ，是否 Xi ( M ) 不大于 MS 12 ) ?这里 
s 2 雑其曲率为 a ^5 m ) _量. 

当 i = 1时，已经知道这是对的 . Hersch [ He ] 证明了 M 与 S 2 微分同胚的 
情况. Yang 和 Yau [ YY ] 证明了 M 可定向， 5 〉0的情况.最近 P . Li 和 Yau 
[ LiY 4] 对于不可定向曲面找到了类似的界. 

72. 研究曲率负且有界，体积有限的完备流形的离散谱，什么时候它是非 
空的？它的渐近性质是什么？与闭测地线有什么关系？ 

M = {{ x , y ) eR 2 \y > 0}\ P f 这里尸为 5 X (2, Z ) 的一个 Congruent 子 
群，有一个老的猜想是 A : 至少是 Selberg [ Se ] 证明了 M 彡啬. 

研究具有限体积的一般完备流形的连续谱也是很重 要的. 我们希望对于这 
些流形能得到某种类型的对于椭圆算子的厂指标定理. 

73. 2维和3维的具负曲率的紧致流形的谱的性质是有很大区别的.例如， 
R . Schoen [ Scl ] 证明了对于满足 -1^ K M ^ - a 2 , a € (0,1) 的紧致3维流形 M , 

入1彡 voTW 5 这里 C 为一个仅依赖于 A 的常数.这对于某些曲面是不对的（见 

Schoen - Wolpert - Yau [ SWY ]). 

若 M 是3维双曲空间，是否心偏⑽) 2 是上方有界的？ 

74. 设 M 为一个紧致曲面， W …为 M 的谱，{也}为对应的特 
征函数.对每一个 i ， ( x |^( x ) - 0} 为一个1维的可求长的单纯复形 •设心 
为它的长度，不难证明 .lim infv ^ _1 (^) 有仅依赖于 M 的面积的正下界（这 

是由 Bruning [ B ] 独立地得到的）. 

要寻找 lim sup 的上界似乎更为困难 • 

i —>*00 
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75. S . Y . Cheng [ Cn ] 证明了对于一个紧致曲面，的重数有一个仅依赖于 
曲面的亏格的 上界. 我们能够将这推广到高维的情况吗？如果没有什么修改， 
这看来是不对的.正确的描述是什么呢？对于一个给定亏格 g 的紧致曲面，我 
们能给岀一个显式的度量使其达到\的最高重数吗？ 

76•设 M 为一个紧致流形， f h i = 1,2, ■■- 为 M 上的 Laplace 的特征函 
数. 试证 / i 的稳定点数随 i 增加. 

77. 设 D 为 1 R 2 中的有界域.记 AAI ?) 和 A 2 ( ⑺为 Laplace 算子作用于边 
界 值为零的函数第一和第二特征值.证明 

A 2 (^) < 入 2 ⑼ 

Ai ( f 2) " X ^ D ) , 

这 里乃是 R 2 中的圆盘，且等式成立意味着 I ?为一个圆盘. 

这将意味着我们由知道鼓的两个音调可决定该鼓是否是圆的.详见 [ PP ]. 

78. 设为舻中的有界凸域.设/ 2 为零边界条件的 Laplace 算子的第二 
特征函数.证明/ 2 的结点线 (nodal line ) 不能包围一个 D 中的紧致子域. 

最近， C . S . Lin 证明了若凸区域有一个对称 （ symmetry ) 这是对的. 

一 般地，我们想知道结点线的性质.这一猜测已提出很长一段时间了. 

79. 设 M 为一无边紧致流形.那么我们可以定义作用于微分形式的 Laplace 

算 子的特 征值. 我们如何用可计算的几何量来估计第一个非零特征值呢？见 Li 
[ Li ]， Li-Yau [ LiYl ] 和 Gromov [ Gr 3] 的工作，在那里的估计依赖于 M 的直 

径及 Ricci 曲率的一个下界.也可见于 UhlenbrockfU ] 的文章. 

对于具非负 Ricci 曲率的流形， At 的精确的下界见 Zhong - Yang [ ZY ]. 

80. ( Schiffer 猜想或 Pompieu 问题）设为 R 2 中的一个光滑的有界域.设 
/为一满足 Neumann 边界条件的 Laplace 算子的特征函数.若/在边界上为常 
数， 试证 D 为一个圆盘. 

这问题与下面经典的问题有关. 

给定 R 2 上的一个函数/及一个有界域 a ，若我们知道所有/在 r ? 经欧 
氏 运动后的象域上的积分值，我们能给出/吗？ 

最近的工作可见 Bernstein 和 Yang 的文章. 

IV 的补充. 

⑷估计特征值间的差是一个有意思的问题. I . Singer ， B . Wong , S . T . 
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Yau 和 S . S . T . Yau [ SWYY ] 证明对于 M n 中凸区域 f ? 的 Dirichlet 问题有 


入2 一 入1 彡 



4 d 2 


这里 d 为 O 的直径 • 

我们能否将此不等式改进为 


入2 一入1彡 


3tt 2 

I ， 


使得等式在区间上成立？ 

(b) 在 2 维球面上， AJS 2 ) 的重数至多是 3 (见 [Cn] )• 在此情况下能否给 
出入 4 - At 的下界估计？ 

(C) 对紧致 Riemann 流形 Af ( 可能为非空集)， Weyl 公式给出了 \ 

的渐近展开式的第一项.了解渐近展开的低次项是一个基本的问题. 

Ivrii[Iv] 和 Melrose [Me] 在这方面独立地取得了进展.他们表明， 一 般地， 

我们能够对具非空边界流形的第二项进行计算. 

( d ) 设 { AJ 为一正实数的递增序列.什么时候{\}能成为某一 
紧致 Riemann 流形的特征值？ 一个明显的条件是{^}满足 Weyl 的渐近公式 • 
由维数计算 （ 局部地，一个度量是个变量的函数）必有无限多\之间的 


( e ) 设 i ? 为 M n 中的一个凸区域， p 为第一特征 函数. Brascamp 和 Lieb [ BrL ] 
证明了 log 99 为一凹 函数. 我们能够将此推广到 Riemann 流形的区域吗？ 

也可见 Korevaar [ Kor ] 及 Caffarelli 和 Spruck [ CSp ] 的 工作. 

( f ) 若 M 是一个完备的非紧致流形，那么谱一般不是离散的.什么时候 
Laplace 算子有相应的特征函数属于 L 2 ( M ) 的特征值？ 

我们希望下面是对的. 

⑴当 M 是完备的， K > 0时， M 没有一个纯点谱. 

Escobar [ Es ] 证明当 M 在一个紧集之外是旋转对称时这是对的. 

( ii ) M 没有特征值，如果 M 是完备单连通的且- C < K - 1_ 

( iii ) M 有无限多的特征值，如果 M 是完备的，具有限体积， - C * K ^0. 
这些甚至在 M 是曲面时也未解决.当 M 是对称域 （ 在算术子群下）的商 


空间时， （ iii ) 是 对的. 
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( g ) 证明一个完备非紧流形 M 是双曲的，如果 .lhn > 0. 这里 { Q ,} 
为 M 的一个紧致域的穷竭 （ exhaustion ) 序列. 

7.5 与测地线有关的问题 

81. 试证每一个紧致流形都有无穷多闭测地线. 

这是一个古老的问题， Klingenberg 广泛地研究了这个问题并得到许多深 
刻的结果•当 tti ( M ) 有限时见他的书 [ Klj . 

Ballman , Thorbergsson 和 Ziller [ BTZ ] 在不同的几何和拓扑条件下研究了闭 
测地线的存在性 . Hingston [ Hi ] 证明了同伦秩为1的对称空间上的短测地线的 
存在性，其中度量接近于标准的度量. 

8 2 . 设 M 是没有共轭点的紧致流形，若 M 同伦等价于环面，试证 M 是平 
坦的. 

这是由 E . Hopf 提出的猜想并且他证明了 2维的情况 • L . Green [ Ge ] 证明 
了 M 的总曲率必须非正，且只有 M 平坦时为零.可以相信没有共轭点的紧致 
流形的基本群是指数增长的除非流形是平坦的. 

83. 试证除5#以外的秩为1的其他对称空间的 Blaschke 猜想. 对于球面 
这是通过 Green ， Weinstein ， Berger ， Kazdan 和 Yang 的努力所得到的 （ 确切的历 
史见 [ Bs ] )• 

84. 证明紧致调和流形是对称的. 

一 个流形称为调和的，如果小半径的测地球面具常平均曲率. 

85. 设 M 为具有限基本群的紧致流形.能否在其上找到非双曲的闭测地线 

( non-hyperbolic closed geodesic )? 详见 [ K 1] 和 Ballman - Thorbergsson-Ziller 的文 
章 [ BTZ ] •在 [ BTZ ] 中证明了，如 M 是非单连通的，且具非负 Ricci 曲率，那么 
M 上存在一个非双曲的闭测地线. 

86. 若 M 微分同胚于 iV 维球面，试给出嵌入的闭测地线个数的下界估计. 
众所周知，当# = 2时， Lusternik-Schnirelmann 证明了三个不同的嵌入闭测 
地线的存在性 ([ LS ]). 关于这一问题的情况见 [ K 1]. 

87•将 Loewner 和 Pu 的不等式推广到高维 情况. 二维环面时的 Loewner 
不等式为 
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这里 Z 为最短的非同伦平凡的闭路的长度， c 是一个普适常数.这方面的发 
展，参看 Berger [ Br 2]，[ Br 3] 和 Gromov 的工作 [ Gr 4], [ Gr 7] • 

7.6 极小子流形 

88. 试证任何3维流形必有无限多个浸入极小曲面. Sacks 和 Uhlenbeck [ SU ] 
证明了在任何不以可缩空间为覆盖的紧致流形上的极小球面的存在性. Sacks - 
Uhlenbeck 和 Schoen - Yau [ SY 4] 独立地证明了任何不可压缩曲面能够形变为极小 
曲面 • 若背景 （ ambient ) 流形是3维的， Osserman 证明了它们是浸入的.在大 
多数情况下，由 Meeks 和 Yau [ MY ] 的结果及 Freedman , Hass 和 Scott 最近的工 
作知它们实际上是嵌 入的. Meeks - Simon - Yau 的工作也表明了，从3维紧致流 
形的任何紧致曲面出发，我们能够在它的合痕类 ( isotopyctass ) 中极小化它的面 
积 • 

对于一个一般的3维流形， Pitts [ Pi ] 证明了这样一个极小曲面的存在性. 
但是无法从他的方法了解这个曲面的亏格. 

89. 试证在任何与炉微分同胚的流形中有四个不同的极小嵌入球面.在这 
方面我们应该研究 Sacks 和 Uhlenbeck[SU] 的工作. 

J . Li [ LJ ] 证明了在具接近于标准度量的度量的炉中有四个不同的极小嵌 
入2维球面. 

90. 是否每一紧致可微分的流形都能极小嵌入6^,对某一 iV ? 

最近 W . Y . Hsiang 和 W . T . Hsiang [ HH ] 研究了某些怪球 （ exotic ) 到5^ 的 
极小嵌入问题. 

91. 单位球 (unit ball ) 中是否存在 M 3 的完备极小曲面？ 

这是由 Calabi [ Ca 3] 提出的. Jorge 和 Xavier [ JX ] 曾给出一个界于两个平面 
之间的完备极小曲面的例子. P - Jones [ J ] 证明了存在一个 C 3 的完备复子流形 
(因而是极小的），在单位球之中. 

92. R 3 中完备、嵌入的极小曲面（具有限亏格）是什么？ 

仅知的例子是悬链面 (catenoid) 和螺旋面 （ helicoid). 或许能够证明在拓扑 
的意义下，任何这样的曲面都是标准嵌入的.最近， Hoffman 和 Meeks[HM ] 证 
明， R 3 中存在一个完备的极小嵌入曲面，它共形于一个移动三个点的方环面. 
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93. 证明每一 IR 3 中正则、光滑的 Jordan 曲线只能作为有限个稳定极小曲 


面的边界. 

如果 Jordan 曲线是实解析的， Tomi[To] 证明了它只能作为有限个局部极 
小圆盘的边界， Tomi 的方法是相当一般的.把他的方法推广到边界光滑情形的 
基本困难在于证明当边界光滑正则时，稳定正则曲面在边界上不存在分枝点. 
迄今为止，这点尚未克服. 

在极小曲面有最小面积这一强的意义下， Hardt-Simon [HS] 证明了边界分 
枝点的不存在性，因而也就证明了这种情况下的有限性. 


在对边界作适当的扰动后有各种唯一性 定理. 它们属于 Bohme, Morgan, 
Tomi, Tromba 及其他 等人. 

94. 给定一个简单、光滑、正则 Jordan 曲线，能否找到以它为边界的非平 
凡的极小圆盘的连续族？ 

有一个经典的例子属于 P . Levy [ Le ] 和 Courant [ Cou ]: 一个可求长的、除去 
一点外处处光滑的 Jordan 曲线，它是不可数个极小圆盘的边 （ 这一例子的证明 
依赖于 Kruskal [ Kr ] 的“桥原理”.桥原理的一个更严格的证明是分别由 Almgren - 
Solomon [ AS ] 和 Meeks-Yau [ MY ] 独立地给出的 ）• Morgan [ Mot ] 找到了一个边 

界由4个不交的圆周组成的极小曲面连续族的例子. 

95•设 j 为一妒中光滑的 Jordan 曲线，为 R 4 的单位球中某一嵌入圆盘 

的边界 • 试证在沪中有一个与 a 合痕 ( isotopic ) 的曲线 〆 为 R 4 的单位球的一 

个极小嵌入圆盘的边.这一问题的应用将证明一个薄片结 (sliced knot) 是一个 
带状结 (ribbon knot). 

96 •炉中给定亏格的极小曲面组成的空间的结构是什么？ Lawson[Ll] 证明 
除 MP 2 外，任何闭曲面都能极小嵌入到炉中.用这一方法能够实现何种共形结 
构？ Choi 和 Schoen [CS] 证明，曲面到具正 Ricci 曲率的紧致 3 维流形上的极小 

嵌入的集合是紧 致的. 因此共形结构的集是紧 致的. 若用代替 S 3 , N >3, 
会有什么变化呢？用 Penrose 的扭 （ twistor ) 结构， R . Bryant 证明了每一个紧 
致曲面能够共形浸入到妒中. 

97. (Lawson) S 3 中仅有的极小嵌入环面是 Clifford 环面吗？ 

沪中有许多不是 Clifford 环面的极小环面，但它们不是嵌入•由 Montiel 
和 Rx)s[MR] 的工作，这将有赖于证明妒中的嵌入极小曲面的第一特征值等于 
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2( 见问题100 ). 

98. ( Lawson ) 设 M 为 S 3 的极小嵌入曲面，试证 炉由 M 分开的两个区 
域具有相同的体积. 

这是 Gauss - Bonnet 定理的精巧的形式.实际上，若 M^ N ~ l C S 2n 为紧 

致连通超曲面使得第二基本形式的所有奇次初等对称函数都为零，那么一般的 
Gauss - Bounet 定理即证明 S 2N - M 2N ~ l 的两个分支有相等的体积只要它们有 
相同的 Euler 示性数.对于5 13 中的极小曲面，这两部分总是微分同胚的（参见 

Lawson [ L 3]). 

在 S N (N > 3) 的一般情况下，这猜想是不对的.例如 C . L Terng 证明了 
5 p (( P / iV )^) x S n - p {{{ N - P )/ N )^) 不能将 S N+1 分成两个体积相等的部分除 
非 P = iV — 

99. ( Chern ) 是否 S N+1 中微分同胚于的嵌入极小超曲面是全测地球 
面？ 

一个肯定的回答甚至在假定超曲面所张成的锥在中是稳定的这一特 
殊情况下也是有意义的.这可能意味着作为拓扑流形的面积极小的超曲面是光 
滑的.在锥的稳定性的假设下，这一猜想在# = 2,3,4,5时是对的，见 [ Sim ]. 
余维大于1的情况这一猜想是不对的，见 [ LO ]. 

最近， W . Y . Hsiang [ Hs ] 证明了上面猜想是不对的！ 

100. 是否 S N + 1 的嵌入极小超曲面的 Laplace - Betrami 算子的第一特征值 

为 m 

即使在 iV = 2 的情形这也是未知的，一个肯定的回答将意味着炉的嵌入 
极小曲面的面积有一仅依赖于亏格的上界.这是 Yang - Yau [ YY ] 定理的一个推 
论. 

Choi 和 Wang [ CW ] 最近证明 S N+1 的极小嵌入超曲面的第一特征值至少是 

N 

101. 5^中是否存在具负曲率的极小闭曲面？ 

102. 作为 Bernstein 定理的推广 ， Schoen 和 Fischer-Cobrie [ F - CS ] 及 do 
Carmo 和 Peng [ DP ] 证明 R 3 中任何完备的稳定极小曲面是线性的.我们能够将 
此命题推广到 ^ N (n ^ 8) 中的完备稳定超曲面吗？ 

103. 若 u 为 R # 的极小曲面方程的整体解，那么 tx 是多项式增长的吗？ 
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我们应该读一下 Bombieri 和 Giusti [ BG ] 的 文章. Bombieri 也提出它或许 
与 S N 中的极小超曲面的第一特征值有关，也可见于 Allard 和 Almgren [ AA }. 

L . Simon ( 未发表）证明了在某些技术性的假设下，一个极小图 （ graph ) 有 
多项式增长. 


104. 给出 R 8 中7维面积极小锥的拓扑分类. 


Lawson 证明了这些锥的微分同胚类的空间是有限的且明确的界应该能够 
得到 • 例如，仅从稳定性假定出发 Simon [ Sim ] 推导出对应于这样的锥的极小 
超曲面 M 6 g S 7 的第二基本形式的一个朗确的 L 2 估计. 类似地 LP 模的界 
(p = 2 , •…， n ) 将给出 Betti 数和的一个先验 估计. 


105. ( Chern ) 考虑、 S N 中的所有具常纯量曲率的紧致极小超曲面的集合. 
把纯量曲率看作这一集合的函数，是否这函数的象是离散的正数集？ 


Simon [ Sim ] ， 


Chern-do Carmo - Kobayashi [ CDK ] , Lawson [ L 2] 和 Yau [ Y 3] 


都作了些工作 • 最近 Terng 和 Pen [ TP ] 在这问题上有所突破. 


106•设 M 为曲率 -1 的紧致3维流形， S 为亏格为 p 的曲面使得存在 

某一连续的/ : S — M 满足 /* : tti ( E ) tti ( M ) 为 单射. 我们知道 （[ SY 4] ， 

[ SU ]) 这样的映照能够形变为一个极小浸入.是否对大多数的 M ，这种浸入是 
唯一的？ 


107. 设 M 为 i ? 3 中完备、极小曲面. Osserman [ Ol ] 证明 M 的 Gauss 映 

照的象在炉上的余集不含正密度的集合，并且猜想象的余集不超过4个点. 
最近， Xavier [ Xl ] 证明了不超过11 个点. 基于 Xavier 的方法 Bombieri 改进到 

7个点，能否改进到4个点呢？能否将此推广到3维极小超曲面？ 

对于 RW 中的面积极小超曲面的情况可见 Solomon [ So ]. 

108•设丑为流形 M 中的面积极小超曲面 • 试证经对 M 的度量作一扰动， 

H 的奇性可以去掉，并保持丑所代表的 iV - 1维同调类.与此相关的问题见 
B . White [ Wh ]. 

是否一个余维为1的面积极小流的支集具有 p . 1. 结构？对于一个高佘维 

的极小流，其支集不一定是实解析子簇（见 Milani [ Mi ] )• 这个问题的目前状 
况见 Almgre [ Alm 2]. 

4 

109. 设 i ? 为的 K 维、紧致、极小子 流形. 试证明等周 ( isoperimetric ) 


不等式: 


7.6 极小子流形 - 299 - 


Yo \{ f 2 ) K ^ < C K Vol ( df 2 ) K , 


这里 


= Vol ⑼ 1) 严- 1 

k — Vol ( dB ⑴) K ’ 


B ( l ) 表中的单位球. 当 K = N ， 即 I ?为 IR # 中的区域时是正确的 • 

当 CW 取比上面大的值时是对的（见 [ FF ] ， [ Alml ]，[ All ]，[ MiS ] 和 [ BDG ] )• 


Almgren [ Alin 3] 证明当 i ? 为的面积极小子流形时具上面常数的不 
等式是成立的. 


若 K = 2， i ? 单连通，这是一个经典的结果，属于 Carleman (见 Osser - 
man [02] )• 当 K = 2， i ? 双连通、这也是对的，属于 Osserman 和 Schiller [0 S ] 
及 J . Feinberg [ F ]. Li , Schoen 和 Yau [ LSY ] 将此结果推广到是弱，连通的 
或至多包含两个分支的情形. 


一个途径是证明，不等式的极值情况可以实现为 Stationary integral vari - 
fold , 后者或可证明是一平坦圆盘•而 B . White [ Wh ] 曾研究过，平坦圆 

盘在邻近的非参数曲面中确实是极值的. 

110. 设 S 为一紧致曲 面且： / : I ] — M 是到3维流形中的极小浸入使得 

/在所有同伦于/的映照中具极小面积（如 S 有边界，我们只考虑为嵌入 
且 /( 泥）不变).若 S 是炉或平面区域， M ee k S - Yaii [ MY ] 证明了 /是一个嵌 
入•当 I ]有较高的亏格时， Freedman - Hass - Scott 证明了若/同伦于一个嵌入 
则/是嵌入.没有后一假设，/不一定是嵌入.我们相信/倾向于使自交集的 
复杂性最小.估计/的三重点数是拓扑学者的基本兴趣所在. 

最近， Gulliver 和 Scott [ GS ] 证明最小面积曲面不一定有最小的三重点个 

数. 

111. 设/ : — M 2 为两个具负曲率的紧致流形间的微分同胚.若九为同 

伦于/的调和映照， 是否 h 是单值的？ n = 2的情况已由 [ SY 6] 和 [ Sa ] 证明. 

对于 n > 2，若不给紙， M 2 加条件， Calabi 已举出了反例（在 Calabi 的 

例子中 M 2 是一个环). 

112. 证明 7 Ti ( S N ) 可由调和映照来表示，若将 f 换成具有限基本群的紧 
致流形，情况又是如何？ 
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我们可参考 R . T . Smith [ S ]. 
113. (仿射几何） 


⑷ ( Chern ) 给出仿射几何的 Bernstein 定理:任何仿射空间上的凸图 ( graph ) ， 


如是一个仿射极大超曲面，则必为一个抛物面 ( paraboloid ). 

( b ) 分类 3 维紧致仿射平坦流形. 一 般地，尚不知道是否任何紧致仿射平坦 
流形具零 Euler 数（见 Milnor [ M 3], Kostant . Sullivan [ KS ], Sullivan [ SU 1], [ Su2 ], 及 
Wood [ Wol ] )• 


7 . 7 广义相对论和 Yang - Milh 方程 

114. 这是一个按 Penrose 的撰词称为“宇宙审查” (cosmic censorship ) 的 
问题. 

设 M 为一具度量如讲 j 和对称张量的3维流形，设 M 是一满足真空 
Einstein 场方程的4维渐近平坦时空的3 维类空超曲面.假定恥和~满足 

它们分别作为诱导度量和第三基本形所必须满足的相容 条件. 在研究 M 上具 
Cauchy 初值妨和~的真空场方程的整体解时，我们希望了解所得解的奇点 
性质. 或许这是广义相对论中最重要的待解决问题. 

是否 一 般地一个奇点将有 一 个“地平线” （ horizon )? 是否没有“赤裸”的 
奇点？ 

关于这一问题的背景，请见 Hawking 和 Ellis 的书 [ HE ]. 

还请注意 Christodoulou 的重要工作 [ Crl ,2,3,4 j ， 他研究了当时空有一 50(3) 
等度同胚群，具一无质量纯量场时的 Einstein 方程的整体初值 问题. 他证明当 
终结 Bondi 质量非零时，一个质量为的黑洞被无穷远处的真空形式 
(vacuum : forms ) 所 包围. 他还决定了度量递减的速率及纯量场在“地平线”上 
的 状态. 

Christodoulou 和 Klainerman [ Cr 5] 最近宣布证明了 Minkowski 空间的稳定 

性. 

115. Cheeger 和 Gromolt 的分裂定理说，若一个非负 Ricci 曲率的 Riemann 

流 形包含一条测地直线 7 ,那么 M 可以等度地分解为丑 xiV ， 其中第一个因 
子由7代表. 

在时空的研究中，证明下列事实将是有意义的: 一 个测地完备的4维 Lorentz 
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流形，如果在类时方向上 Ricci 曲率非负，而此类时方向又包含一绝对极大类时 
测地线，则流形可分解为测地线和类空超曲面的乘积. 

Beem ， Ehrlich , Markvorson 和 Galloway [ BEMG ] 在较强的条件下证明了这 
一 事实.他们假定 M 是一整体双曲的时空且在类时方向上截曲率非负 • 他们并 
未假定 M 是测地完 备的. 他们的证明用到了 S . Harris 的三角比较定理. 

也可见 Galloway [ Gal ] 和 Bartnik ( Barz ]. 那里他们假设了一个“无地平线” 
的条件. 

116. 证明一个静态恒星模型 （static stellar model ) 等度同胚于一个球面•关 
于模型具一致密度时见 Lindbloom [ Lin ]. 

場 

S . Hawking 证明一个静态黑洞是轴对称的.但他的证明部分基于物理的考 
虑. 

从 Israel , Hawking , Carter 和 Robinson 的工作我们知道一个稳定的、旋转 
的黑洞必是 Kerr 黑洞（见 [ Ro ]). 对于负荷的 （ charged ) 稳定黑洞，我们能给岀 
类似的命题吗？若度量是 Riemann 度量，那么也有类似的问题 • Lapedes 指出 
Robinson 的方法已无法适用，而 Israel 的方法在静态情况下仍可应用 • 

Masood - ul - Alam 和 Bunting [ ABu ] 证明，带有任意个数黑洞的真空 Einstein 
方程的静态解或是 Schwarzschild 解或是 Minkowski 空间. 这是 Israel 和 Robin ¬ 
son [ Rob ] 早期结果的推广. 

Bunting [ Bu ] 和 R Mazur [ Ma ] 证明， 一 个稳定的负荷黑洞是 Kerr-Newman 
解.关于静态恒星模型的球对称性见 Masoodul - Alam [ Ala ] ,亦可见 Lindbloom 
[ Lind ]. 

117. 证明上任何 Yang - Mills 场是自共辄或反自共 辄的. 

见 Bourguignon 和 Lawson 的文章 [ BL ]. 

Atiyah , Dr infield , Hitchin 和 Manin [ AHDM ] 已将自共轭解和反自共辄解作 

了分类. 

118. 证明具有固定的 Pontryagin 数的 S 4 上的自共轭场的模空间 （moduli 
space ) 是连 通的. 证明] R 4 上 I 2 可积规范场的 Pontryagin 数是 整数. 

问题117和118都是著名的，请参见 Atiyah 的精彩文章 [ At 2 ]. 

当 P 为 S 4 上以或 SU (3) 为结构群、正阶数 （ degree ) 的主丛时， 
Taubes [ T 3] 证明了自共辄连络的模空间是连 通的. 
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119. 物理学家们有一个渐近平坦流形的概念（例如见 [ SY 7]). 其定义严重 

地依赖于坐标系的选取，而不是内 蕴的. 如果我们用曲率的适当递降来代替这 
个定义，能得到等价的条件吗？ 

这已由 Bartnik[Barl] 基本上解 决了. 他将质量定义为 


(5) 




^ Is oo ^ 9 


^ j,j ~ 9 jj , i ) 


有可能其中无穷远坐标的假设可由曲率的递降和无穷远处的连通性来 代替. 

120. 给定一个渐近平坦空间，能否对总角动量给岀一个较好的定义？它与 
总质量的关系是什么？（见 [ Pej . ) * 

类空无穷远处的角动量物理学家已有了充分的了解（见 Ashlekhar [ Ashj 和 
丄 York [ Yo ]). 然而在零位无穷远 （null infinity ) ,如何定义角动量却是一个问 
题，见 Christodulou 和 Klainerman 在这方面的工作. 

关于 Yang-Mills 场的补充. 

( a ) 设 P 为以 SU (2) 为结构群的紧致4维流形上的主丛，何时存在一个不 
可约的自共轭连络？ 


当 M 的相交形式 (intersection form) 是正定时， Taubes [T1] 证明上述存 

在性的充分必要条件是 C 2 ( p ) < 0. 在另一篇文章中， Taubes[T2] 找到了当 M 
的相交形式非定时的必要条件. 

(b) 设 M 为具正定相交形式的单连通紧致光滑可定向的 4 维流形，通过研 
究自共辄连络的模空间， Donaldson[Dl] 证明相交形式 （ 在整数环上）等价于 

⑴ ㊉…㊉ （ 1). 结合 Freedman 的 工作， 这导岀了] R 4 上怪 (exotic) 微分结构的 
存在. 

代替災/⑵，考虑 SC /( 3 ) -主丛， Fintushd 和 Stern [ FS ] 对具正定相交形 
式的 4 维流形证明了某些附加的非光滑性结果. 

最近， Donaldson [ D 4] 去掉了他的定理中 M 的单连通条件. Donaldson [ D 3] 
也证明了当 M 4 是单连通的和旋 （ spin ) 的，它的相交形式有1或2个负部，那 
么相交形式与标准形式等价.在 [ D 4 ] 中他将此结果推广到 ifi ( M , Z ) 无2-挠 

(2-torsion) 的 情况 . 

(c) Uhl en beck 和 Yau[UY] 证明紧致 Kahler 流形上每一个（单）稳定全纯向 
量丛都容许一个唯一的 Hermite-Yang-Mills 连络. 
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( d ) ( Thom 猜测）证明若 S Q CP 2 为一同调于 n 次代数曲线的嵌入曲面， 
则 

亏格 (!])>. 匕― . 1 )^ 二 2 - ) . 

( e ) ( ll /8 猜测）设 M 是紧致光滑的4维旋流形，则 

&+ + 6 一 = w 的秩 > 11 
- b - w 的号差^ 8 ， 

这里 w 为 M 的相交形式. 

当 M 是单连通的，这等价于 猜想： M 同胚于 K 3 曲面和 S 2 x 炉的连接 

和 (connected sum ) 0 
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几何学的要旨就是对于某一类的几何对象给出一个好的描述 1 .通常，这意 
味着我们必须对于空间上的分析结构及由这些结构定义的几何对象给岀一个好 
的 描述. 在许多情形下，我们必须知道如何来形变这些结构并且研究隶属于这 
种结构的几何对象的动 力学. 这些几何对象的描述通常是由微分方程决定的. 
由于几何对象一般都是弯曲的，这些方程的大多数是非线性的，正像在物理中 
那样，几何中的方程大都是变分性质的.事实上，我们研究的几何中的方程几 
乎都与物理有关. （ 我们这儿指的是广义的物理，因此也包括了工程中的许多 
问题. ） 也许，几何同物理一样的实在.在历史上，几何学家从几何自身的美出 
发而考虑的许多问题后来都在物理学中自然产生，这件事常常使几何学家同物 
理学家都感到吃惊.似乎当大自然通过数学来表现她自身的美的时候，她也通 
过它显不她的深邃性.高能物理中一个最新的发展是超弦 ( superstring ) 理论. 

它需要用到几何学中很多的知识 • 我们希望看到物理学家与数学家对此连续不 
断的共同探讨. 

除了物理学之外，几何学还同拓扑学及代数几何学密切相关.拓扑学告诉 
我们空间基本的属性，而代数几何给我们提供了无数的自然的例子，使我们能 
去验证我们的理论.我们希望通过这个演讲来说明这些联系中的若干方面. 

1 本章是根据丘成桐教授于 I 985 年下半年在加州大学 San Diego 分校讨论班上的一系列演 
讲整理而成的. 
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本演讲将粗略地分成下列几个题目: 


( I ) 线性方程： Laplace 算子的谱及调和 函数； 

( II ) 半线性 方程： 与共形形变有关的 Yamabe 问题; 
( HI ) 极小曲面方程及调和 映照； 


(IV) Kahler 几何 • 

在我们详细论述这些问题之前，我们提一下对几何学的看法的一种分类， 
过去，很多几何学家做的是“局部”的问题.当前，他们更多注意的是“整体” 
问题.这常常造成几何学家的这两种看法的对立.事实上，正像在微分方程的 
理论中一样，整体性问题的进展建立在关于局部问题的知识的基础之上.事实 
上，有些局部问题比整体问题还要 困难. 我们如下来讨论： 


" ⑴局部问题 

大多数几何中的局部问题可以通过代数化成微分方程中的局部存在性定 
理.其中涉及的代数可能是很复杂的. Griffiths 及其合作者们关于局部等度嵌 
入的工作是个很好的 例证. Cartan-Kahler 理论正是为了把几何问题化成局部 
存在性定理（例如 Gauchy-Kovalevsky 定理）而提 出的. 在这些局部问题中，还 
用到了各种隐函数定理，其中包括 Nash-Moser 迭代 程序. 当所涉及到的方程是 
退化型时 （ 即不全是椭圆型或双曲型，或改变类型的方式是退化的），局部的存 
在性问题可能是极其困难的，当方程是非线性时尤其如此. 

一个有趣的例子是局部度量嵌入问题.几何学的一个老的经典的问题是曲面 
片在三维欧氏空间中的嵌入问题.方程的形状是= F ( x ， y ， u , u x ， uy ). 
当 F 变号时或零点集复杂时，局部的存在性是很困难的.事实上， Pogorelov 
和 Jacobowitz 在 F > 0 时给出了 (7 3 的反例.因此， C. S. Lin [In 1, 2] 在 (7 10 

的情形下给出了局部存在性的证明一事是十分引人注目的. 

我们在此还应当提到 Kuranishi 关于 C - R 结构的局部嵌入理论的深刻的 
工作. 


(ii) 半局部理论 

基本的例子是所涉及的方程的奇点的传播.几何学及微分方程中一个最困 
难的课题也许是对于对称性的了解.在代数几何中，奇点是个较为明确的概念， 
因为那儿的“空间”就是多项式簇的零点集，而奇点是在其局部看来空间不能 
是仿射空间样子的点. 
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在几何中，奇点则较难定义，特别是当结构是由双曲型方程刻画并且空间 
的拓扑也允许改变时，一个好的例子是广义相对论中发展的奇点 理论. 现在，我 
们还没有找到黑洞的一个真正好的定义，黑洞本质上说就是 Einstein 方程的奇 
点，在我们对于具非奇异初值的 Einstein 方程的整体情况有个好的认识之前，给 
岀广义相对论中奇点的更精确的定义是很困难的.注意，在著名的 Schwarzschild 
解中，有一个坐标奇点，但它可以通过改换坐标而除掉.这明显地使问题复杂 
化了. Penrose 提出了一个叫做宇宙管制的著名问题，它对于一般性的现象给 
出了奇点如何发展的预测.这也许是经典的相对论中最基本的问题. 

主要的问题是，当空间维数大于1时，我们对于非线性双曲系统的整体的 
性质知道得很少.几乎可以肯定地说，一旦我们对这类方程了解得更多，几何 
学就会有所 突破. 关于 Einstein 方程的最好的工作是 IX Christodoulou 最近得 

到的，在球对称的情形他给出了很好的结果.可以期望关于球崩坍的许多问题 
可以通过他的工作得到解答. 

对于非线性椭圆系统，已有一个成熟的正则性理论.这方面的工作追溯到 

Bernstein, Schauder , Morrey, Nirenberg, De. Giorgi, Federer, Fleming, Allard, 

Almgren, Simon 等人.这些工作的大多数是集中在极小子簇方面.理由很简单， 
非线性椭圆方程的大多数困难在极小子簇中都已出现.关于极小子簇的好的认 
识往往引起更一般的非线性椭圆方程类的突破，极小子簇的正则性理论的大多 
数进展都假定极小子簇在整体上是面积极小的. 

最好的例子是余维为 1 的面积极小的极小子簇. De. Giorgi , Federer ， 
Fleming ， Almgren , Allard , Simon 和 Hardt 证明了 当维数小于 6 时，没有 

奇性.最近， L. Simon 通过研究奇点的邻域给出孤立奇点的很好的认识，他证 
明了邻域可以用定义在切锥上的 Holder 连续函数的图象来描写. 


(iii) 大范围问题 

t 

与物理、拓扑和代数几何有关的很多问题都是整体性的，因此整体几何学 
的大多数工作都同这些学科有关.粗略地说，“整体”表示我们研究紧致空间上 
的分析结构.对于非紧的流形，我们则要求它的结构在某种意义下是完备的.对 
于由这样的结构定义的几何对象，我们想知道它们随着时间（趋于正负无穷） 
的演变及其渐近行为. 

从许多方面看，基本的问 题是： 


8.1 特征值与调和函数 
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(1) 给定一个完备的分析结构，如何从局部的信息得出整体的信息？ 

(2) 给定了空间的拓扑，我们能否在此空间上加上某种分析结构？ 

因此第二个问题对应于分析中的存在性定理.第一个问题对应的是惟一性. 
从这些问题的叙述本身应该看到，对于整体拓扑的了解在这些问题的处理中是 
不可少的.事实表明，我们还可以把讨论倒过来，从而给岀拓扑学中的新定理. 
最近的例子是 S. Donaldson([D3,4]) 把规范物理论应用到四维拓扑的研究而得到 
的惊人的成就.在这之中的存在性定理是 C. Taiibes 在 K. Uhlenbeck 工作的基 
础上得到的（见 [U1, 2] 和 C. Taubes 的文章).通常，建立在纯粹拓扑的信息之 
上的存在性定理是第 一步. 一旦建立起分析的结构，拓扑的推论可以从分析的 
结构导出来.我们希望在演讲的下列部分中给出它的一个轮廓 • 

8.1 特征值与调和函数 

黎曼流形 M 上最基本的椭圆算子是 Laplace 算子△，若 M 是紧致的，则 
△ 有离散谱.我们把谱（即 △ 的特征值 ） 记作0 < Ai < A 2 < … \ ….一 

个基本事实是当 i — oo 时\ — oo . 

特征值的研究中有两个基本的并且密切相关的方向.第一个是研究序列 
{Xi} 的渐近性质.基本性的结果可在 [ BGM ] 中找到. 

著名的 Weyl 公式给岀了 \的渐近展开的第一项.它说的是 

\ 〜 C ^/( VolM ) 吾，当 i -> oo ， 

这儿匕是只同 n = dimM 有关的普适常数.决定\渐近展开的第二项则是个 
困难得多的问题. Ivrii [ Iv ] 在这个方向做了重要的工作 （ Melrose 也有实质性 
的工作).他的结果可以概述如 下：设 M 是有边 dM + 0 的紧致流形.首先考 
虑 Dirichlet 问题.对于任意正数 A ，令 N ( X ) 表示不超过 A 2 的特征值的个数 
(重数计在内）.在 M 的闭测地线集满足某个技术性条件的假定下，下列渐近 
公式成立 

N (\) = ( 2 n )- n W n { VolM ) X n 

- i (27 r )- n +1 W n _ i ( VoiaM ) - A n_1 + ^ A 7 ^ 1 )， ' 
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这儿及 W n ^ i 是只依赖于 n 的常数 • 对于 Neumann 问题也有类似的 结果. 
Ivrii 用的方法是研究波方程备 w = Aw 的基本解的奇性. 

另一个与 Weyl 公式有关的问题是 Polya 猜测. 它说的是，如果 D 是 IT 中 
的有界域，则 


Ai ^ C n (Volf2)-n 

in ( C n ( Voli ?)~- - in . 

这儿 { A $} 及 {叫} 分别是 Dirichlet 及 Neumann 问题的特 征值. 

在 [ LY 1] 中， Li 同 Yau 证明了从平均上讲， Polya 猜测是对的.而且，对 
任意的闭流形 M ， 恒有 

\ ⑽ +C 2 (i + 1) 吴 ( VolM ) -吾， 

这儿 G 及 (72 是只同 iW 的直径 m 及 Ricci 曲率的任一个下界有关的 常数. 

热核，或算子 羞 -△ 的基本解，对于认识 Laplace 算子的特征值是基本的 
工具，它常常给出关于特征值的较小依赖于几何的估计.然而，除了 Weyl 的渐 
近估计的第一项之外，它尚不能对低阶渐近项给出估计.但是，通过研究热核 

的迹，，在过去已经得到了很多 信息. 特别，体积及总标量曲率等可 

# 

I 

以从此无穷级数当* — 0时得出来.然而，为了计算这些渐近值，必须知道全 
部的特征值，因此这不是得到不变量的有效的 方法. 当 M 是凸域时，的确可以 
找到有效地得到体积的方法•当 M 不凸时，问题是不稳定的并且是困难的， 
无论怎样，在一般情形，人们不可能得岀流形的几何的全部信息（参看 [ Mi ]). 

C . Gordon 及 Wilson [ GW ] 发现了在某个紧流形上存在具有相同谱的非平凡的 

连续的度量族.然而，所有具有相同的谱的流形的已知例子都是局部等度的. 

谱的研究的第二个方面是对一般的流形用极小极大原理估计开头几个特征 
值，特别是 A : ， Cheng [ Chl ] 给出了只依赖于流形的直径及 Ricci 曲率的任一 

个下界的 Ai 的上界 • 后来， Li 及 Yau [ LYl ] 得到了 的与同样的量有关的下 

界. Zhong 和 YangfZY ] 得到了下界的最优估计. 

估计特征值的空隙是个有趣而且重要的 问题. 例如，可知&(炉）的重数不 
超过 3, （见 [ Ch 2] ). 因此要估计 A 4 - Ai 对于] IT 中的凸域，在 Dirichlet 
边值条件下有 Ai 〈 A2 •在 [ SWYY ] 中， I . Singer , Wang，Yau 及 Yau 对于凸域 
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的 A 2 - ^给出了估计.证明的基本想法是：设力及/ 2 是开始的两个特征函 

数，因为 d 凸，所以函数 w = / i // 2 是有定义的且直到边界上都是光滑的.令 

G = | Vti | 2 + A(/i - u ) 2 ， 此处 A = A 2 — M 及"= supix , 由极大值原理，不难 

n 

看出 

G ^ supG = sup A (" — 乜 ) 2 ， 

dQ dQ 

这蕴含 


|Vu| 2 + A (sup u — u ) 2 ^ A [(sup u — inf u ) 2 — (sup u — u ) 


2 - 


因此 


\/A > 


I ▽ 以 I 


yj (sup u — inf u ) 2 — (sup u — u ) 2 


将此不等式沿着连结 u 达到极大值与极小值的线段积分，就得到 


入2 _ 入1 二入> 


4 d 2 , 


这儿 d 是 r ? 的直径.这个不等式的常数是否能够改进使得等号对于线段成立？ 
显然对于特征值的认识本质地依赖于对特征函数的认识，特征函数的基本 
部分是其零点集合，它叫做结点集 (nodal set ). 甚至对于二维流形，我们还不真 
正了解结点集.一个很著名的古老问题是研究凸域的第二特征函数的结点线. 
据猜测，它不可能包围域的任一个紧子集，最近 Lin 在域具有对称性的假设下 
证明了这个猜测.另一个有趣的问题可以如下 叙述： 设 L 是第 n 个特征函数 
的长度，能否得到 M 的渐近估计？似乎它的阶是 VX , 这儿是第 n 个特 
征值.困难的是给出 〖 n 的上界估计. 

以下我们考虑 M 是完备的非紧流形的情形.这时候，应该有两个理论， 一 
个 L 2 的，一个的.首先考虑 L 2 理论，谱一般不是离散的了.可是，我们 
还是可以问 △ 什么时候有特征值？也就是说，存在/ e L 2 ( M ),/ / 0 ， 使 
得 △/ = - A/(A > 0) ?我们希望下列情况全是 对的： 

(1) 当 M 是完备的且 K ^ 0 ( K 是截曲率）时， M 没有纯粹的点谱. 
Escobar [ Es ] 在 M 在一个紧集外是旋转对称的情形证明了这个 断言； 

( 2 ) 当 M 是完备的、单连通且 -C < K < -1 时， M 没有特 征值； 

(3) 当 M 是完备的且 -C <尺 < 0且体积有限时， M 有无穷多特征值； 
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这些猜测的正确性在 n = dimM = 2 时都不 知道. 已知猜测 （3) 在 Af 是对 
称域的算术子群的商空间时成立. 

了解 A = 0的情形特别有趣.特别， M 什么时候有满足某些条件的非常值 
调和函数？如果有，有多少？ 

Yau 在 [ Y 5] 中证明了，在任意完备的非紧流形上，不存在非常值的 LP 调 
和函数， l < p < oc . 特别，除常数外没有其他 L 2 调和函数.由于这一点，我 
们将注意力集中于正的或有界的调和函数上.这儿我们要讨论的基本问题是给 
出使 Liouville 定理成立或不成立的 M 的几何条件. 

Yau [ Y 7] 的一个结果说当 Ricci 曲^非负时，仅有的正调和函数是常数.这 
种流形可称为强抛物的. 

最近， P . Li 及 Tam [ LT ] 研究了 M 在一个紧集外曲率非负的情形.他们给 
出了所有有界的或正的调和函数的分类，如果能用 Ricci 曲率非负代替上面的 
条件就好了 • Donnelly 用 Yau 的方法证明了正调和函数的空间是有限维的.这 
种流形可以叫做抛物线的.有趣的是去证明当流形一致等价于某个完备的 Ricci 
曲率非负的流形时，它是抛物的. 

另一方面，我们想证明很多流形是双曲的，即非抛 物的. Anderson [ A ] 及 
Sullivan [ S ] 对于单连通的、曲率介于两个负常数之间的完备流形解出了 Dirichlet 
问题. 后来， Anderson 及 Schoen [ AS ] 关于这种流形的正调和函数作出了漂亮 
的 工作. 他们的主要结果是 Martin 边界同无穷远球面 S ( oc ) 的同胚的存在 
性， Martin 边界同无穷远球面的合二为一使我们能够对正调和函数开始一个系 
统的 研究. 可以证明 M 上的每一个正调和函数 u 可以通过下面的公式得到， 

u = K ( x , Q ) d [ iQ , 

J S(oo) 

这儿 "是 ^( oo ) 上惟一的正 Borel 测度， K (: c , Q ) 是 Poisson 核.这是 Martin 
表示公式. 

在 Martin 边界上可以定义调和测度.对这个测度的正则性的研究是个重要 
的问题.也许有界域的调和测度的许多经典的事实在这儿会有相类似的结果. 

当曲率没有下界时如何建立上述理论还不清楚.也不知道当曲率只是非正 
时 Martin 边界是什么样子.对于对称域，已有一个完整的理论.能从这个更广 
的 框架来认识对称域就好了. 


8.2 Yarnabe 方程及共形平坦流形 
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另一个重要的问题是证明一个非紧的完备流形 M 是双曲的，若(⑹> 
0,这儿仏是 M 的穷竭紧集列. 卜°° 

关于完备流形上的调和函数有很多有趣的问题. 一 个函数/叫做具有次 
多项式级的增长，如果|/|彡 C{l+r) k+£ 对任意£ > 0成立，这儿 r = d(x,p),p 
是 M 上一个固定点.一个函数叫线性增长的，若它满足前面 A ： = 1的不等式.对 
于具有非负 Ricci 曲率的完备黎曼流形，我们希望得到线性增长的调和函数的 
维数的上界，当 M 是 Killer 时，多项式增长的全纯函数构成一个环.这时，我 
们想知道什么时候这个环是有限生成的，什么时候可以找到线性增长的母元. 
这个问题同 Kaiiler 几何学中下列问题密切 相关： 具有正全纯双截曲率的非紧完 
备 Kahler 流形全纯等价于 C n . 

Siu 和 Yau 及 Mok - Siu - Yau [ MSY ] 试图用 H 6 rmander 的 L 2 理论来解决这 
个问题.然而，他们的假设相当强，方法是构造慢速增长的全纯函数.最近 Li 
和 Yau [ LY 3] 用椭圆理论的论证来构造可以分隔两个点的线性增长的全纯函数. 
他们假设了流形的体积的增长是 2 n 次多项式的. 

另一方面，在具有强的负曲率的单连通完备 Kahler 流形上构造有界全纯函 
数是一个重要问题.事实上，我们希望能证明它全纯等价于 C 1 中的有界域，或 
至少有界全纯函数可以分隔流形上的点.看上去这个问题同经典的 Corona 问 
题向高维有界域的可能的推广有密切的关系. 

4 

8.2 Yamabe 方程及共形平坦流形 

Yamabe 方程是同 Riemann 流形上一个度量的共形形变 （ 又称保角形变） 
相关的非线性椭圆型标量方程.给定标量曲率是知的 Riemann 度量如.设 p 
是点点共形于如的度量，则分= u ^ g 0 , 此处 u > 0是光滑函数，5的标量 
曲率丑由下列方程给出 

Lqu = — 70A0W + Rou = Ru a , (8.2.1) 

这儿 Ao 是关于卯的 Laplace 算子 ， 7o = , ol =語§并且 n = dim M . 

Yamabe 在 [ Ya ] 中断言总可以找到方程 (8.2.1) 的解 w > 0,使得丑= const , 
即紧致 Riemann 流形上的任意度量都共形等价于一个常标量曲率的度量，然 
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而，他的证明中有个 错误. 这是 Trudinger 发 现的. Trudinger[Tr] 还证明了当线 
性算子 4 的最小特征值 M 非正时，方程 (8.2.1) 总可以对只= const 解出来. 
令 F 是 L ?( M ) 上由 


Y= ( 7 \Vou\ 2 + R 0 u 2 )/( / Ru^ +1 

Jm \Jm J 

定义的泛函，这儿 Vo 是关于度量如的梯度，简单的计算表明方程 (8.2.1) 是泛 
函 Y 的 Euler-Lagrange 方程. 

Aubin [ Aul ] 给出 Y 在 L \{ M ) 中有极小的充分条件.他的叙述如下.固定 
H 三1并且 a (如）是 F 的极小值，1 = a ⑻，这儿$是单位球 W 上的标准 
度量， 则有： 

⑷对任意度量如， a ( g 0 ) ^ A n ； 

( b ) 如果 a ( g 0 ) < A n , 则存在使 r 极小的光滑函数 w . 

因为 w 是 (8.2.1) 当丑 = const 时的解， Yamabe 的猜测就变成了对于不共 
形于 W 上标准度量的度量是否有 a ( g 0 ) < yl n . Aubin [ Aul ] 证明了若 n > 6并且 
go 不是共形平坦时，则 o { g 0 ) < A n . Aubin 的证明是局部的.他构造了一个在支 
集中球面对称的函数.因此剩下的情形是 n = 3,4,5或 M 是共形平坦且 n 彡6 
这两种. 

近来， R . SchoenfSc ] 解决了这两个剩下的情形从而完全解决了 Yamabe 猜 
测. 他的证明是整体性的并且用到了推广的正质量定理（见 Schoen 和 Yau 的 
文章)， 在 M 共形平坦或 n = 3的情形， Schoen 对某个适当的序列 { u £ } 给出 
了 的更高阶的估计 . n = 4或5的情形需要用到一种复杂的摄动理论， 

并且再一次借助于正质量定理. 

对于完备的非紧流形也可以提同样的问题.最近， Schoen 宣布了一些新 

结果，一个特别有意思的结果是，若 M 的拓扑型与^^^{仍，…，: pfc } 相同， 

k > l , 则在标准度量的共形等价类中可以找到一个标量曲率是常数的完备度 
量. 

与 Yamabe 猜测有关的另一个课题是 （ 局部）共形平坦流形的研究 . Kuiper 
的一个定理 [ Ku ] 说对任意的共形平坦的单连通流形 M ，总可以找到 M 到标 

准 球面的开共形映照，而且它在的共形微分同胚之下是惟一的.这个映射 
叫做拓展映射 (developing map ). 我们用 i ? 记其象集 ， A = S n - 
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Schoen 和 Yau 得到了 / I 的 Hausdorff 维数与 M 的标量曲率的符号的关系 
的结果.它们可以叙述 如下： 

1. 如果 M 是完备的 （ 可以是紧的）共形平坦流形，而且标量曲率 i ? > 1，则 
拓展映射是到5-中的共形微分同胚.因此 M 被中一个开集所共形覆盖 • 
这个证明关键性地依赖于共形算子的 Green 函数； 

2. 如果 M 是紧致共形平坦流形，且标量曲率为正，则这儿 
Mfc 表示维 Hausdorff 测度； 

3. 若 M 是被 D C W 共形覆盖的紧流形，且 <oo, 则 M 在其 
共形类中有标量曲率丑>0的 度量. 据猜测，若丑>0,则 i ^ coo . 

主要的想法是用拓展映射，把问题化成开集上的 Yamabe 方程的研究. 
证明的其余部分是相对地容易的.利用同样的技巧， Schoen 和 Yau 证明了对 
于具有正标量曲率的共形平坦流形 M , 7 n ( M ) =0,2 他们的结果有些 

对完备流形也成立. 

8.3 调和映照 

调和映照是几何和分析中的重要对象.它们作为某些函数空间上的能量泛 
函的临界点自然出现.调和映照反映了流形的许多几何性质. 

给了 Riemann 流形 M 和 iV ，考虑映射空间 C r ( M , iV ). 一 个问题是找出 

这个空间中的好的 （ 即典则的）代表元.对于映照 f M — N ,我们定义它的 
能量丑 (/)=/ M | d /| 2 d _. —个调和映照就是这个能量的临界点.首要的问题 

是存在性、唯一性及正则性. 

1 :存在性、唯一性及正则性 

最初的主要的工作是 J . Eells 和 L . Samp S on [ ES ] 的.他们证明当 M , iV 是紧 
流形且时，在每一个同伦类中都有调和映照.他们通过一个非线性热 
方程对一个任意的映照变形，通过适当的估计，并过渡到极限，就得到了调和 
映照.事实上，若 Kat < 0且秩彡2，则调和映照在其同伦类中是唯一的 [ Hr ]. 
后来， R . Hamilton [ Ha ] 用 [ ES ] 中的方法加上一些巧妙的估计，解决了 M 是带 
边流形时的 Dirichlet 问题.这类证明当去掉曲率非正条件时不再适用 . Eells 
和 Wood [ EWl ] 证明子不存在2维环面到球面的度数为1的调和映照. 

我们也可以不在一个同伦类中，而在具有相同的在 A 群上的作用的类中找 
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调和映照.我们说两个映照 /,p : M — iV 是 d 等价的，如果 f *= g * : 7 T !( M ) 

- 当 M 是 Riemann 面时， L . Lemaire [ Lm ] 证明了在巧等价类中，存在 
正则的、使能量极小的调和映照. 

这个问题的另一种处理由 Sacks - Uhlenbeck ([ SaU ]) 及 R . Schoen - S . T . Yau 
([ ScYl ]) 给出 • Schoen 和 Yau 考虑函数空间并证明了对？ i G Lf ( M , N ), 
w 是有意义的并且在弱极限之下不变的.用弱闭集 {/ e L ?( M , iV)|A = (/ 0 )4, 
再加上二维极小调和映照的正则性，可以证明在这个类中有光滑的调和映照. 

Schoen 和 Yau 的证明还可以通过/在 M 的二维骨架上的限制而推广到高 
维 ■ ( White [ Wh ] 也注意到这一点.）有理由相信可以找到能量极小的映射，它 
在 tt 2 上的作用与给定的映射的作用在某种意义上相像. 

对于极小的调和映射， R . Schoen 和 K . Uhlenbeck 做了很好的工作 ([ ScUl , 

2])- 通过精巧地应用比较的映照，他们证明了能量极小的调和映照的奇点集的 
Hausdorff 余维至少是3 ， 用他们的定理还可以重新推出 Sacks 和 Uhlenbeck 的 
一个定理. 

2- 非紧流形 

非紧流形的调和映照的理论比紧流形的情形要复杂得多.一个原因是，当 
我们选取映照的一个极小化序列时，它们的能量不一定集中在一个有界域中. 
另一方面，人们希望通过对流形的拓扑的适当的限制，可以避免上述情形 • 

对于 L 2 调和映照，即有限能量的弱调和映照，有时可以通过附加一些几 
何的或拓扑的限制条件而证明存在性.当 iV 是曲率非正的流形时， Schoen 和 
Yau [ ScY 2] 推广了 Eells-Sampson [ ES ] 和 Hartman [ Hr ] 的工作 • 他们证明 了如果 

▲、 T 是非正截曲率的紧流形， M 完备且 f •• M — N 能量有限时/在紧集上与能 
量有限的调和映照同伦. 

后来， [ ScY 3] 一文通过具体地计算 NxN 上距离函数 d 2 的 Hessian 而证 
明了同一个同伦类中的调和映照的集合是连通的（当 M 紧致时见 [ Hr ]) 并且 
可以全测地浸入到 iV 中去. 而且，在 7 n ( iV ) 无非平凡 Abel 子群且 M 的象不 
是点也不是圆周时，它是一个点.这儿我们假设了 M 具有有限体积并且调和映 
照能量 有限. 他们也用调和映照研究了有限群在紧流形上的光滑 作用. 
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3. 刚性 

当 M 和 iV 是维数 > 3 的负曲率的 Einstein 流形时，自然要问：调和的 
同伦等价是否一定是等度？这是基于映入负曲率的流形的调和映照的惟一性 
及 Mostow 的刚性定理.如果这是对的，它将在秩为 1 的对称空间的情形给出 
Mostow 刚性定理的另一个证明. 

对于负曲率的流形 M 和 iV ，问 题是： 调和的同伦等价是否一定是微分同 

胚？ Schoen-Yau[ScY 4 ] 和 Sampson[Sal] 在 M 和 iV 是 Riemann 面时证明了这 
是对的.如果只假定曲率非正， Calabi 对 iV 是环面的情形造岀了一个反例. 

通过在微分同胚集合中使能量极小并配合一个平移的推理， Jost-Schoen 
[JS] 对于同亏格的曲面造出了调和微分同胚，而且他们不用到任何曲率的假设. 

当 M 和 iV 是 Kahler 流形时，调和映照的例子是很多的，例如全纯映照就 
是调和的.另一方面， Yaii 推测当 7 V 曲率是负时，调和映照是全纯的.为了解 
决 Yan 这个猜测， Siu[S2] 证明了当 iV 是强负曲率时且/的秩在某一点至少是 
4 时，/或是全纯的，或是反全纯的. iV 的曲率强负的定义与曲率算子是负的 
相似.人们希望能弱化这个条件，但如果只假设负的全纯双截曲率，则类似于 

鲁 

Siu 的定理的命题是 错的. 这是因为对 M = B n / T ( 看成 CP n 中的正则嵌入子 
簇）， M 的任意超平面截面具有负的全纯双截曲率并且一般不是刚性的. 

近来， Jost - Yau [ JYl ，2 j 考察了同伦等价于 iV = x £>/刃 （ 刃可约）的复曲 
面 M 上的复结构.令 /:M — iV 是调和的同伦等价，这儿 M 是 KShler 的. 
通过研究叶状结构尸三 const - 1 ( 特别是奇点集)，他们证明了 M 的万有覆盖 
与 DxD 全纯等价. 

接着， Mok 对于维数任意的而且在 Kahler 度量的范畴中同伦于多圆柱的 
不可约商空间的那些复流形证明了一个刚性定理.他也考虑了 Jost 和 Yau 研究 
的叶状结构. 

Jost 和 Yaii 还把刚性定理推广到拟投影流形去. 


对于曲率强正的紧致流形，我们希望能证明：要么它是局部 Hermite 对称 
的，要么它的复结构是刚性的， Sampson [ Sa ] 研究了 M ■是 KShler 且 iV 是有 


Hermite 负曲率，即< 0 的 情形. 基本上照 Siu 那样地应用 Bochner 


技巧，他证明了 M 到 iV 所有调和映照都是全 纯的. 利用 Sampson 的结果加上 
调和映照的存在性定理，我们可以很容易地得到 Kahler 流形的拓扑型的限制. 
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另一个有趣的情形是 M 和 iV 是 Kahler 流形并且 iV 有正截曲率的情形. 
是否每个极小调和映照都是全纯的或反全纯的？这个问题只在 ilf = CP 1 时有 
答案.并且如果我们能在加上 AT 是不可约对称空间的假设后证明这命题，则下 
列猜测可能是对的：不可约对称 Kohler 流形只有一个 KShler 结构. 注意，在可 
约的 Kahler 流形 CP 1 x CP 1 上，存在无穷多 Kahler 的复结构. 

4. 物理中的调和映照 

从曲面到 Riemann 流形、特别是对称空间的调和映照的分类是数学物理学 
家关 心的. 例如，著名的旋模型 (chiral model ) 就是研究炉到某个对称空间的 
映照. 

最简单的对称空间是实的及复的投影空间.在 [ Cal ] 中， Calabi 给出了曲 
面到实投影空间的迷向调和映照的一个有效的参数化•在 Calabi 和物理学家的 
工作的基础上， Eells 和 Wood [ EW 2] 建立了全迷向调和映照‘ M 2 — CP n 及 
序偶 （/, r ) 的 一一 对应，这儿/ : M 2 ^ CP 2 是个饱满的 （ full ) 全纯映照并且 
O ^ r ^ n 是个整数(定义见 [ Cal ] 和 [ EW 2]). 他们的想 法是: 如果/ : M — CP 2 
是全迷向映照，则对某个 r 和 S，r + 5 = n , 映照 

/ = [0 ㊉ D f , ( j > ㊉ … ㊉ CD " 广 V㊉ 〜 ㊉ … ㊉ PT 利丄 

是饱满的全纯映照，这儿以及 D 〃 是协变导数的 （1,0) 及（0, 1) 分量. 

后来， Bryant ([ Brl ]，[ Br 2]) 讨论了曲面至 妒及妒 的调和 映照. 在 Calabi 
及 Penrose 的 twistor 构造的启发下，他考虑了一类特殊的共形调和映照，即超 
极小曲面 （ super-minimal surface )( 注意 Hopf 已研究过这种曲面的雏 型). 他建 
立了超极小曲面同 CP 3 中的水平曲线的一一对应，后者是相对于 twistor 纤维 
化： CP 3 2^ 4 而言的•通过构造这种曲线， Bryant 证明了任意 Riemann 曲 
面可以共形地极小浸入 S 4 . 对于一般的4维流形的情形，参看 [ ESa ]. 

近来， K . Uhlenbeck [ U 3] 讨论了单连通2维域到实李群的调和映照的 

空间丑 （ 用物理学家的语言，即 chiral 模 型）. 她研究了流形丑的代数结构及 
其与 Kac-Moody 代数的 关系. 

调和映照领域的另一个尚未开垦的领地是曲面到 Ricci 平坦的3维 Kahler 
流形的调和映照的分类.对这一问题的兴趣是理论物理中的超弦 ( superstring ) 
的研究引起的. 
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8.4 极小子流形 

微分几何中另一个重要的课题是极小子流形的研究.在这一节中，我们主 
要考虑紧致三维流形中的极小曲面.极小曲面（除非有相反的声明）总是假定 
是正则的、嵌入的. 

一般说来，如果 M 的拓扑不允许某个曲面在其中收缩到一个点，则不难 
找到浸入的极小曲面.此外，有时候还可以证明曲面是嵌入的.例如 Meeks 和 
Yau [ MY ] 证明了如果 7 r 2 ( Af ) 一 0，则存在嵌入的炉及 RP 2 ,它们张成作为 
MM )- 模的 tt 2 ( M ). 这个定理可用来研究三维流形上的有限群的作用. 

用“山径原理 ” （mountain pass principle ) 去造极小曲面比较难 • 如何用 
Ljusternik - Schnirelmann 理论去找出许多极小曲藤或具有特殊的拓扑型的池不 
清楚. Sacks - Uhlenbeck [ SaU ] 把摄动的能量泛函与“ Morse 理论”结合起来证明了 
任意 n 维流形 M 包含至少一个浸入的极小的 S 2 ，如果对某个 O.Siu 
和 Yau 利用了 Sacks - Uhlenbeck 这一工作去解决 Kahler 几何中的 Frankel 猜测 • 
最近， M . Micalif 及 D . Moore [ MD ] 用类似的推理给出了 Riemann 几何中的经 
典的 Pinching 定理的一个 证明. 事实上，他们需要的 Pinching 假设 更弱. 

Pitts 在他的论文 [Pi] 中引进了 “殆极小 (varifold) 35 的 概念. 粗略地说这 
很接近于局部极小的 varifold 的概念.利用整系数闭链群的同伦群的非平凡性 
[A1] ， 他证明了任意维数彡 6 的流形中有非空、紧的、嵌入的光滑极小超曲面. 
他的想法是应用极小极大原理于妒到整系数流 (currents) 的映照上，后者据 
Almgren 建立的同构 [A1] 是非平凡的.由于这个造法太一般了，我们得不到这 
个超曲面的拓扑的任何 信息. 近来， R. Schoen 和 L. Simon[SS] 推广了 Pitts 的 
工作. 他们证明了任意流形中有极小超曲面，其奇点集的 Hausdorff 余维至少是 
7. 


对某些三维流形，作者可以对 Pitts 方法造出的极小曲面的亏格做出 估计. 
这个证明是很早之前就有了的.因为它还没有发表，我们在这儿给出证明的完 
整的大纲. 

设 M 表示这个三维流形， i ?, 及苑如是其标量、 Ricd 及截曲率•令 
”是 Pitts 造出的极小 曲面； 及 e 3 是的 Gauss 曲率、第二基本形及法 
向量场•由 Pitts 的造法，我们知 i ： 的指数是1，这个条件等价于算子 Z 的第 
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L = -△-(Ric(e 3 ) + ||A|| 2 ), 


△ 是曲面 X 的 Laplace 算子 • 换言之， 


(Ric(e 3 ) + \\A\\ 2 )f 2 dv < 


IIWII 2 心 




对所有垂直于第一特征函数 W 的函数/成立. 

现在我们用共形面积这个概念 （ 这是共形不变量）来给出第二特征值 A 2 的 
依赖于 MRS 的亏格的上界估计. 

设 P : r — 是到单位球中的共形浸入，则 F 与任意的共形变换分 e 

C 0n f(W) 的复合也是共形浸入.因为叫是正函数.用 [LY2] 中的论证，可以找 

到仍€ Conf (5 n ) , 使得 Po 。尸丄以 1 ， 即 

(go o F)u\dv = 0. 


现在考虑新映照仍 of , 我们仍用 F 记它 ， FUZfi 


2 


，因为 Z 


指数是1， 


并求和，得 



(Ric(e 3 ) + \\A\\ 2 )ffdv ^ / \Vfi\ 2 dv 

u JE 



(Ric(e 3 ) + \\A\\ 2 )ffdv ^ 


E 



因为 F 是共形的，/ Ei \^ fi\ 2 dv = 2Area(F(r)). 因此 

E 


2 inf sup Area(-gf o F(U)) ^ (Ric(e 3 ) + ||A|| 2 )di；. 

F geConf(S n ) 





左边的这一项是共形不变量 K ( n , r ), 叫做 n 维共形面积.它对所有 n 的下确 
界是 V C ( S ) , 叫做曲面 r 的共形面积. 

用 在炉 上的分歧覆盖，可以证明 V C ( S ) ^ 4 + i)tt, 这儿 g ( U ) 

是 Z 的亏格 [Gri]. 因此 


8 



(Ric(e 3 ) + \\A\\ 2 )dv. 
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另一方面，因为 Rk^d + IIAlp ^ Ric^ed + Ric^d — SK ， 如果我们假设 M 的 
Ricci 曲率非负，贝 ！ j 

/ ( Ric ( e 3 ) + P || 2 ) 彡 - / 2 Kdv = ^{ 2 g { E )- 2 \ 

J E JE 

把上面两个不等式结合起来就得到 

Btt ((^ + i) ^M2^)-2), 

因此 g { E ) < 4 ,这就是所要求的 i ： 的亏格的上界.事实上，应该能够再进一 
步改进这个估计，因为 K ( M ) 的估计不是最优的.能否把上面的推理推广去研 
究高指数的极小曲面？ 

人们想要估计极小曲面的亏格的原因是它们包含了关于背景空间 M 的信 
息.例如，具有正标量曲率的三维流形 M 的一个嵌入的极小曲面提供了 M 的 
Heagard 分裂的一个好的候 选者. 而且当 M 是三维同伦球且曲面的亏格小于或 
等于2时， M 实际上就是球.因此，若我们可以造出一个极小曲面，它正好是 
一个 Heagard 分裂并且给出其亏格一个好的估计，那么我们就朝着 Poincar6 猜 

测跨出了一大步. 

极小曲面理论中一个重要的问题是流形中多个极小曲面 （ 甚至无穷多个） 
的存在性.在2维球上，至少存在三条闭的、嵌入的测地线，椭球面上恰有三 
条，因此这个估计是最优的. 

对于三维球，人们希望证明存在至少四个极小球面.人们也希望知道，中 
心在 R 4 的原点的一个椭球面上，是否仅有的极小 2 维球是与三维坐标面相交 
得到的那四个. 

Smith 和 Simon 用 Pitts 的一个思想证明了任意三维球面中有嵌入的2维 
球.他考虑映射度为1的映射 F ： 7 x 5 2 5 3 ,使得在每个片上 （ 两端的除 
外)， P ( v ) :炉 —沪是个嵌入 • 他证明了如果取 


min max 
F tG[0,l] 


Area(F(t, 5 2 )), 


则得到一个嵌入的炉.对于同伦球，是否也有相似的定理？ 

另一个问题是去了解一个正 Ricci 曲率三维流形中具有给定的亏格 P 的所 
有极小曲面的空间 • 最近， Choi 和 Schoen[CS] 证明对固定的 p 这个空间实际 
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上是紧的.我们想提到的是甚至对三维球，这个紧性也是新的.他们的证明是 
基于 Choi 和 Wang [ CW ] 关于&的面积的估计.这个面积的上界则控制了极小 
曲面序列的收 敛性. 有了这个紧性的定理之后，仍然存在几个有趣的问题.例 
如，当 M 无对称性时，是否会存在连续的极小曲面族？当 M 有对称性时，是 
否任何这样的连续族都是等距群给出的？ 

第一特征值的估计总是有意思的，对极小曲面尤其如此.对于标准的三维 
球，在极小曲面上坐标函数都是特征值为2的特征函数 . Yau 猜测2就是第一 
特征值.为了证明 Yau 的猜测， Choi 和 Wang [ CW ] 证明了在 Ricci 曲率不小 

于 2 的三维流形中，极小曲面的第一特征值 Ai 至少是 1. 化成极小曲面的共形 
面积， Li 和 Yau 获得了 [ LY 2] Ai 的如下的上界 


2 Conf Area (^) 
Area(Z^) 




把这个不等式推广到高次的特征值并研究极小曲面的高次特征值是个有意思的 
问题. 

设 M 是三维同伦球.如果 M 不是炉，则它含有一个假 ( fake ) 三维圆盘. 
在上面赋一个度量，使它在近边界处是渐近于乘积 度量. 如果在同痕 （ isotopic ) 
于边界的 S 2 中考虑面积的极小化，则极限的 S 2 将包住一个假圆盘.在这个 
S 2 上画一条 Jordan 曲线使得它把 S 2 分成面积相对的两部分.那么可以期望 
此 Jordan 曲线在此假圆盘中界定一个嵌入的极小圆盘.如果能做到这一点，则 
可以再压缩这个 S " 2 从而得到 Poincare 猜测的证明 • 

最后，极小曲面理论应用到三维拓扑已获得了意外的成功.我们相信极小 
曲面的更透彻的研究将会揭示出三维流形的更多的奥秘. 


8.5 Kahler 几何 


下面我们考虑复几何中的四个基本 主题： 

1 . 复结构及近复结构的存在性. 

2. 复流形上的 Kahler 结构和代数结构的存在性 • 

3. 单值化问题与度量的参数化. 

4. 复流形上的解析对象 ( boject ). 例如，解析闭链 （ cycles ) ，全纯向量丛 


等. 
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相应地，我们将本节分成四部分. 

1. 复结构和近复结构. 

设 M 为偶数维定向微分流形.近复结构 J 的存在等价于向量丛的结构群由 
GL(2n ， R) 到 GL ( n , C ) 的过渡.这基本上是一个代数问题并已很好地研究了. 

然而，什么时候一个近复结构同伦等价于一个可积的近复结构（即由一个 
复结构而得的）却是个很困难的问题.当 n 二1时，每一个 M 2 都容许一个近 
复结构，且这样的结构是可积的和代数的.对于 n 二2, vendeVan 给出了几个 
M 4 ,它们有近复结构但没有复结构.他的方法基于对第一和第二 Cliern 类的 
计算.当 n > 3时，至今还没有这样的例子.特别地，我们不知道是否妒的近 
复结构容许一个复结构.这个问题已提出很长时间了 • 

回到 n = 2 的 情形. 对于一个复曲面，由 Hirzebmch 和 Noether 公式我们 
有- 2c 2 ,cf + c 2 = 12r ,因此 x(M) = 3r(M) ,这里 X 是 Euler 示性 

数. T 为 M 的指标.那么我们有下列问题.设 M 4 为一紧致近复流形，且满 
足 x ( M ) = 3 t ( M ) 并以 M 4 为拓扑覆盖 空间. 是否每一 7 n ( M ) 的 Abel 子群都 
是无限循环群？ M 是否容许一个复结构使得 M 以 C 2 中的单位球为全纯覆盖 
空间？也许 Lefschetz 定理对于解决这一问题是有 用的. 

2. Kahler 结构和代数 结构. 

设 Mn 为以 J 为复结构的 n 维紧致复流形.首先要问，什么时候 J 是 Kahler 
的，也就是说（风 J ) 容许一个 Kahler 度量？ Harvey - Lawson [ HL ] 给出了 Kahler 
条件的一个内蕴的 刻画： 当且仅当 M 上没有任何正流 ( current ) 是边缘的 （1,1) 
分量. Hodge 理论给出了许多复流形是 Kiihler 流形的必要 条件. 特别地，它们 
的偶 Betti 数是正的，奇 Betti 数是 偶的. 此外当 （ M ， J ) 是 Kahler 的时候，它的 
有理同伦型由它的有理上同调所决定，可参看 Deligne - Griffiths - Morgan-Sullivan 

的文章. 

现假设 M 为一 Kahler 流形，即 M 具有某 Kahler 复 结构. 是否 M 容许一 
个非 Kahler 的复结构？什么情况下 M 具有一个惟一的复（或 Kahler ) 结构？ 

当 n = 2时，每一个具有偶第一 Betti 数的紧复曲面是 Kahler 的（这来自 
Kodaira 的曲面分类.因为 Miyaoka [ Ml ] 证明了具有偶第一 Betti 数的椭圆曲面 
是 KShler 的， Siu [ Sl ] 证明了每一 K -3 曲面是 Kahler 的. 由此我们知在 Kodaira 
分类的七类曲面中，前五类关于每个复结构均是 KShler •的. 剩下的两类具有奇 
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第一 Betti 数，因而不容许任何 Killer 度量. 特别地可看出，在一 KShler 曲面 
M 2 上，所有的复结构都是 KSWer 的. 

当 n 彡3日也情况更加 复杂. Calabi [ Ca 3] 证明了复环垃具有非 KShier 结 
构. 另一方面，我们知道垃上仅有的一个 Killer 结构是其标准结构 • 

Yau 提出下述 猜测： 设 ikP ( n >2) 为一具负截曲率的紧致 Kohler 流形，则 
存在惟一的 K ^ ilei •复 结构. 当将负截曲率的条件换为负双截曲率时，这猜测将 

不成立. 

对于一个局部 Hermite 对称空间 M n , n ^2 , Calabi 和 Vessentini [ CV ] 证 
明了 H 1 ( TM )= 0 . Siu [ S 2] 证明了若 M « 为一具强负曲率的紧致 Kahler 流形， 
则的 Kahler 结构是惟一的，这部分地肯定了 Yau 的猜测 • 

现假设 ikf 是 Kahler 的且微分同胚于单位球 DcC n 的紧致商空间 D n / T . 
先于 Siu 的定理， Yau [ Y 2 j 利用不等式 

(― l ， .cr 2 c 2 > 結等 .CT, (8.5.1) 

这里 Ci ( M )<0. 证明了 M 的 Kahler 度量是惟 一的. 问 题是： 什么时候 M 的 

复结构是惟一的？当 n > 3时，还没有答案.仅知道的结果是每一个复结构在 
Kobayashi 的意义下是双曲的，即不存在任何 C 到 M 的非常值全纯 映照. 

不等式 (8.5.1) 也给出了 CPn 上 Kahler 结构的惟一性 • n 为奇数时，此结 
果属于 Hirzebruch 和 Kodaira [ HK ] (同样可见于 Morrow - Kodaira[MKj )• 我们注 
意到对这类刚性问题，调和映照似乎是很有用的.特别， Siu 关于脉 Bochner - 
Kodaira 技巧的修改有很好的使用前景（见 Siu [ S 2 j 和 Sampson[Saj )• 

关于 Killer 结构形变到代数结构的问题，我们有著名的 Kodaira 猜 测：每 
一个紧致 Kahler 流形能够变形到一个代数 流形. 当 n = 2时这是对的，事实 
上 Kodaira [ Ko ] 已经证明了每一紧致 Kahler 曲面可形变为一个代数曲面.对于 
n > 3 ， Kodaira 猜测尚未 解决. 特别地，若 ikT 是一个非代数的紧致 Killer 
流形， rM 为它的全纯切丛，是否 H \ TM ) ^ 0 ?由于一个 H 2 ^ = 0的紧致 
Kohler 流形是代数的，相应的问 题是： 若 M 是 KShler 的，是否由丑 2 , 0 #0能 
推出 H l { TM ) # 0 ? ( 不难构造一个 F 2 , 0 ( ilf ) 到 H l { TM ) 的映照 •） 

3. 单值化. 

在复一维情形，我们知道每一 Riemann 面都是下列曲面之一： 
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CP 1 : Riemann 球，具有惟一的复结构. 

E ： 一 个椭圆曲线，由 c 全纯覆盖. 

^ 91 {91 > 1) : 一 个由单位圆盘 DCC 全纯覆盖的曲面. 

在高维情况，许多结果和分类在推广上面的分类的努力中得到.人们想知 
道在什么几何条件下 M 双全纯同胚于一个高维的 CP 1 , 五或 E gi ( 9l > 1) 的类 
似物.这对应于流形是椭圆的、抛物的或双曲的.通常，惟一性是在双正则、双 
有理或单有理的意义下理解的.在非紧致的情形，人们试图处理无 g 远边界及 
把 M 紧致化为某一射影代数簇兑的一个 Zariski 开集，使得 M = & \ (子簇). 

A . 椭圆流形 

Prankel[Pr] 猜测任何具有正双截曲率的紧致 Kahler 流形双全纯同胚于 CP n ; 
他证明了 n = 2 的情形.后来 Mori 和 Siu-Yau 独立地证明了一般情形. Mori 
实际上在切丛是丰富 (ample) 的较弱的假设下证明了 Hartshorne 猜想. 

[Y6] 中提岀了下述猜 测：若 M 为一具非负双截曲率的单连通的紧致 Kahler 
流形，则 M 等度同胚于一个 Hermite 对称空间和复投影空间(不一定赋以 Fubini- 
Study 度量）. 

S. Bando[Bl] 证明了 n = 3 的情形. Mok 和 Zhong (钟家庆） [MZ] 证明 
了，若加上 M 是 Einstein 的条件，则 M 双全纯等度同胚于一个 Hermite 对称 
空间. 

在 [ S 3] 中， Shi 给出了二次超曲面的一个曲率刻画.他证明了若 M ' n 彡3为 
一处处 m - 正 （m < f + 1) 并在某些点2-正的紧致 Kahler 流形，则 M 双全纯同 
胚于 CP n 或二次超曲面 Q g C n+1 . 这里点 PeM n , m - 正意味着 P 点的双截曲 
率非负并且 dim 7 V P (0 < m^e T P M , Np (0 = {y e - = 0}. 

不久前， H.-D Cao 和 B. Chow [ CC ] 在 M 具有非负曲率算子的假定下证明 
了此猜测.最近， Mok 宣告他完全证明了这个猜测. 

设从打为一具正 Ricci 曲率的紧致 Kahler 流形 （ 这等价于 Ci(M) > 0 )• 

我们有下述 问题： 

(1) 是否是单有理的？即是否存在 CP n 到 ikP 的有理映照？ 

(2) 是否只有有限个 （ 在拓扑的意义下）具正第一 Chern 类的 n 维代数流 
形？ 


(3) 是否 Ci ( M) n < Ci ( CP n ) n ? 
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当 n = 2 时， ilf 2 为一 del Pezzo 曲面，（1)，（2)， （3) 是 对的. 当 n = 3时， 

M 3 为一 Fano 3维流形，即一具丰富反典则线丛的3维代数流形. Mori 和 
Mukai [ MM ] 给出了具第二 Betti 数 6 2 ( M ) > 2的 Fano 3 维流形的一个完全分 

类.他们实际上证明了在变形等价的意义下有87类具 6 2 ( M ) > 2的 Fano 3维 
流形，且满足6 < b 2 ( M ) < 10的 Fano 3维流形等度于 CP 1 x 5 n ^ 62(M ) , 这里 
Sd 表示 d 次 del Pezzo 曲面. & 2 = 1 的 Fano + 3 维流形称为第一类 Fano 3 维 
流形，并已由 Isokovskih [ Is ] 分类了 • 利用上述分类，容易验证 （1), (2)，⑶是对 
的.但对于 n > 4 ，( l )， ⑵和 （3) 是否成立尚不知道. 

n 

回忆 Gromov [ Gr ] 的 定理： 存在一仅依赖于 n 的常数 C ( n ) 使 

i=0 

< C { n ) 对任何具非负截曲率的 Riemann 流形都成立.当 M 是 KSMer 的，能 
否将条件“非负截曲率”换成“正 Ricci 曲率”？人们也想了解具 Kodaira 维数 
K { M ) = -oo ( 即 H °( M , K m ) = 0, Vm > 0, 尺表 示典则线丛）的代数流形.当 
n = 2 时，它们是有理曲面或直纹曲面. 

B . 抛物流形 

设为一个可由全纯覆盖的紧致 Kahler 流形. 是否它也可由一个复 
环 I ?覆盖？当 n = 2 时， Iitaka 证明这是对的 • 当 n > 3时，还未 解决. 即使 
当 n = 2 时， Kahler 条件也不可去掉 （ 否则有反例存在）. 

设为一具正截曲率的非紧致完备的 Kahler 流形，是否 M 双全纯同胚 
于 C n ?该问题已提出很长时 间了. Siu - Yau [ SY 2 ] 和 Mok - Siu - Yau [ MSY ] 证明了 
下述事实：设 M 为一个完备的非紧致 Kahler 流形 ， p e M 且 r ( o ;) = dist ( x ? p ). 
那么： 

⑷若 tti ( M ) = 0 ? 一； ^ Km ^0 对某一 e > 0 成立•则 M 双全纯等度 

于 C n . 

( b ) 若 P 为 M 的一个 pole 点（即 exp p 是微分同胚） \ K M \ < A /( l + r 2 ) 1+e , 

M M n 双全纯同胚于 C ' 若加上 K M <0 9 H!j M n 等度同胚于具平坦度量的 
C n . 

( c ) 若彡0,0彡 i ? <為且 Vol ( B ( p ， r )) 彡 CV 2 n ，则 ilf 双全纯同胚于 
C ' 这里4和 (7 为任何正 常数； Km 和穴分别为 M 的截曲率和纯量曲率. 

Mok 改进了这些结果，将+减弱到占，更确切地说，他证明了下 面的： 

( d ) 若 M 具正双截曲率，0 < 丑〈泠 ，且 Vol ( S ( p 5 r )) ^ Cr 2 n ， 為(7为正 
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常数，则 M 双全纯同胚于仿射代数簇 X . 

设 为一 Kodaira 维数为 K { M ) = 0( 即存在 <7，使得 H °( M , K m ) ^ C , 
对所有的 m 〉0 成立，这里 K 为典则线丛）的代数流形.可给出这些流形的分 
类吗？注意 CMM ) 为 K { M ) = 0的一个特殊情况.当 n = 2时，恰有两类代数 
流形满足 K { M ) = 0 ,它们是 Abel 子簇的商空间或 K -3 曲面.当 n > 3日也尚 
未知晓 ， n = 3的情形对于物理学中的超弦 ( superstring ) 理论将是很重要的. 

C . 双曲流形 

若 M 为一具负截面曲率的代数流形，那么 M 是否能够有中的有界域 
f ? 所全纯（分支）覆盖？ 一 个较弱的问题 是：若 M 为一具负截曲率的单连通 
Kahler 流形，是否存在 M 上的足够多的有界全纯函数以致可以分离点并给出 
局部坐标？至今，甚至在及为一紧致流形 M 的覆盖空间的假设下，也未证明 
任何非常数的全纯函数的存在. 

B. Wong[Mo2] 证明了若 r? C C" 为一具光滑边界的有界域，且为某一紧致 
流形的覆盖空间，那么 D 必为球. P. Yang[Yg] 证明了若 D 为 C 1 中秩大于 1 
的有界对称域，则不存在任何 D 上的 Kahler 度量使其全纯双截曲率介于两个 
负数之间.特别地， D 不能是任何具负双截曲率的紧致 Kahler 流形的覆盖空 
间.因此若一个有界域覆盖一具负曲率的紧致 Kahler 流形的话，那么它必定是 

相当不光滑的. 


最近， Mostow 和 Siu [ MS ] 通过巧妙地把2维球的 Poincare 度量和 Bergman 
度量并到一起而构造了一个具负截曲率的 Kahler 曲面 M . 他们证明 M 的万有 
覆盖及不是球，其方法是验证对兑而言 C ? < 3 C 2 . 这种流形不微分同胚于 
一个局部对称空间，还不知道它的万有覆盖是否是有界域.是否一个具（拓扑 
地）平凡切丛并为某一紧致代数流形的覆盖空间的非紧致完备 Kahler 流形双全 

纯同胚于一个域？ 

对于一个具正典则线丛的代数曲面，是否|脅 — ^|足够小能推出 M 有一 
个具负截曲率的 Kahler 度量？这一点尚不知道. 

代数曲面的拓扑是一个很重要的主题•经 Freedman 和 Donaldson 最近的 
努力，似乎有理由相信每一单连通的四维光滑流形可表示为代数曲面的连接和 
(可能具不同的定向）.最近由 Donaldson 得到了关于单连通的代数曲面的不可 
约性的很强的结果.显然若要将它表示为可微流形的连接和，则只会岀现 CP 2 
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因子 • 或许满足这些不可约条件的单连通的四维流形微分同胚于一个代数曲面. 

当基本群无限时，预计代数曲面的拓扑则困难得多. Shafareich 猜测代数 
流形的万有覆盖是全纯凸的.这给了除已知的 Chern 数不等式外的一些拓扑信 


4. 解析对象 

为了了解复结构，了解与它有关的解析对象是很重要的.这里给出两个例 
子. 

A . 全纯映照和向量丛 

对于一个复流形 M ，自然的全纯向量丛有 TM , TM *， A k TM , ㊉ 等等. 
其中最重要的是典则线丛 A n TM \ 

% 

用吹大 (blowing up ) 点或子流形可得到附加的解析对象.联系拓扑不变量 
和解析不变量的 Riemann-Roch 定理对于从给定的拓扑信息或复信息中构造解 
析对象或不变量是一个很重要的工具. 

Yang-Mills 理论在构造 Kahler 流形上的全纯向量丛和其他对象中通常是很 

有 用的. TaubesfTl ] 利用 Yang-Mills 方程的反自对偶 （ anti - self - dual ) 解来构造 

Kahler 曲面 M 2 上的秩为2的全纯向 量丛. 是否可以用这个理论来证明本文作 

者的 定理： “若 M 2 是单连通的，且它的 cup 积是正定的，则 M 2 双全纯同胚 
于 CP 2 ” 呢？ 

Taubes [ T 2] 在两个 Chern 数之间的一个不等式成立的假设下也构造了 Kahler 
曲面上的全纯向量丛（也可见于 Dcmaldsonpl ] 和 [ D 2] )• 至今为止，上面的方 

法仅用于 2 维的情形.在高维情形，还没有一个好的方法来构造全纯向量丛. 
Taubes 的想法可推广使用于构造高维流形上的全纯向 量丛. 目前还不清楚有多 
大的一类全纯向量丛可以用这样的方式来构造. 

B . 解析闭链 

解析闭链简单说就是解析子簇的形式和.设为一个代数流形 ， F c M 为 
一 余维是 p 的解析子簇，则 F 的基本上同调类啊属于 HP ， P ( M ) nH 2 P ( M , Z).ae 
H 2 p ( M , Q ) 是解析的如果它能表示为余维为 p 的子簇的基本类的有理系数的 

n 

线性组合，即 a =： 公槪， 这里匕€ Q 且 M 是 M 的子簇 • 显然，每一 

2=1 

ff 2 P(M ， Q) 中的解析元属于丑#(风 Q)niF 气 M). 反过来，我们有 Hodge 猜 
想：每一 气 M ， Q)nH ㈣ ( ikf ) 是解析的. 当 p=l 时，这是成立的，称为 
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关于 (1,1) 类的 Lefschetz 定理 ， p > 2尚无 结果. 

在 Kahler 流形 ikP 中每一个解析子簇都是体积极小的 • 这可直接由 Wirtinger 
和 Stokes 公式得到.反过来，在适当的条件下，体积极小子流形成为子簇.例 
如， Siu - Yau [ SYl ] 证明了若/ : CP 1 M n 是能量极小的，且 M 的双截曲率是 
、正的，则/是全纯的或反全纯的. 

Lawson 和 Simons 证明了 CP ^ 中每一个稳定的流 ( current ) 都是代数子 
簇.他们的方法 如下： 设讲为 CP « 中的单参数投影变换群，设 

B ( X , X ) = ^( Yo \ g t ( M ))\ t=0 , 这里 X =警， 

他们证明了 B 的迹是负的，除非 M 是一个子簇. 

Lawson - Simons 的方法给出了一个解决 Hodge 猜想的途径.给定一个嵌入 
f ： M n ^ CP ^ 和一个元素/? e H ^( M ) n H 2 p ( M , Q ) , 定义一个体积函数： 
Vol : PGL(N + 1, C ) — IR，p 4 —{¥(^(<7)|0是。的代表}.这里 a 为 的 

C 

Poincarfe 对偶且 Vol 3 ( C ) 为对应于度量 ( gofyds 2 0 的体积，而心§表示 CP W 上 
的 Fubini - Study 度量.若存在全纯的代表 a 的 （7 ,则 Vo \ g { a ) = Vo \ g { C ) 不依 
赖于9的选择.因此 Vol 为常函数并达到它的极小值.另一方面，若 Vol 有一 
极小值，则 Lawson - Simons 的方法证明了存在一全纯的代表 a 的 （7. 因此，如 
果能够证明 Vol 达到极小值，则 Hodge 猜测就证明了. 

Siu [ S 2 j 得到了下面的 结果： 设 M 为一具强负曲率的紧致 Kohler 流形.那 
么任何 H 2 k ( M , Z ) 中的元， K >2, 若能表示为一个紧致 Kahler 流形的连续 
象，则它可表示为一个解析 子簇. 他利用了 Bochnor 型公式于办 A 好来得到 
调和映照的复解析性.然而似乎很难确定什么样的闭链能够表示为 Kahler 流形 
的连续象. 

8.6 复流形上的典则度量 

给定一个复流形 M ，人们可以找 M 上的“典则”度量以构造复结构的不 
变量.对典则度量的一个很自然的要求是它们的全体可参数化为一有限维的空 
间且在双全纯变换群下是不变的. 

1. Bergman , Kobayashi-Royden 和 Caratheodory 度量 
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Bergman 度量首先作为 C n 中的有界域上一个自然度量而 导出. 后来，该 
定义被推广到其典则线丛火容许充分多的截面的复流形上.对于中的域 
乃，让 H 2 ( D ) 表示乃上的平方可积的全纯函数空间.选择该空间的一组正交 
基 { 也 }. 那么 Bergman 核定义为 K(z,w) = [也⑷表 ㈣ • 这定义不依赖于正 

麝 

交基的选取.且 K 关于^和证是全纯的 . 1 
我们现在可以定义 Bergman 度量为 


ds 2 



d 2 


dzidzj 


log K(z^z) - dzi® dzj. 


Bergman 度量的自然性不难从 Bergman 核的定义中 看出. 设 Di 和£> 2 为中 
的两个区域，且 ㈣ 和 K 2 (z f ,w’) 分别为它们的 Bergman 核.若: A — 
D 2 为一个双全纯同胚，则和 k 2 有关系式 


Ki(z,w) = K 2 {{F(z), F(w)) det 



若 M 的典则线丛 K 有充分多的整体的、平方可积的截面，我们可以选一个正 
交基{么}，给出一个 M 到 CP fc 的 嵌入. 拉回 (pull back ) 度量 F^(ds 2 ) 即为 M 
的 Bergman 度量•当 M 是复区域时，这一定义与前面的 Bergman 度量的定义 
是相同的，因为 d 上的任何全纯函数可看成 k 的一个截面. 

直观地说：对 Bergman 度量的全面理解能够为我们给出一个关于域的自同 
构的几何的清晰的图像.它将给出许多区域的不变量.近几年基于 Fefferman 的 
工作 [ Fe ] 有了许多进展. Fefferman 着眼于瓦0^)在区域边界的渐近性质.粗 
略地说他证明了沿着对角线 Bergman 核有下述展开式 


K(z,z) = c/)(z)/^ riJt ' 1 (z) + (j){z) log 少 ㈤ ， 


^4> eC ^{ D ),< i>\ dD = Q y 且少为区域乃的定义 函数. 且在边界附近我们 

有 

K(z^w) = (f){z ^ w) / {z ^ w) + (j>(z^w) \og^ f (z^w) J 

这里 0(4 W ), 石 0, K ；) 和 ^( Z , W ) 分别为 (/), 表及少满足某些条件的延拓. 

人们想更多地了解当 D 不光滑时， Bergman 核和度量的边界性质.度量 
的曲率性质及其他有关的几何性质.设 D 为一流形且 ds % 为 Bergman 度量. 
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若 P 有一个真的自同构的离散群，我们可以考虑商空间 Q / T 并把 Bergman 度 
量 ^ s 2 Q / r 拉回到 *^. Kazhdan 证明了若 D 的离散自同构群尸有一 filtrationr D 

A 2…2尸 rz 2 …， 满足 [ r i ? r i + i ] < 00且 n 乃 =⑴，则 Bergman 度量 

钃 

% 

dsl = ds 2 n / r . 的拉回 ( pullback ) 将在 i ? 上收敛于 i ? 的 Bergman 度量 ds 2 Q . 

另一有趣的方向是考虑典则线丛的幂的整体截面.对于 r 充分大考虑 H °( M , 
K r ) ,选择一个基给出一个映照 ct>r •• M 4 P ( F 0 (风，))•取 P ( F G ( M , in ) 的 
Fubini - Study 度量在 M 上的限制的 1/ r 倍，即得 M 上的一列度量.人们想知 
道，当 r — oo 时，是否有一个极限度量存在.若这一度量存在，则它将是“典 
则”的且很有可能是 K & hler - Einstein 的. 

对于复流形 D ， 有两个其他的内在的伪度量， Kobayashi-Royderi 度量和 
Caratheodory 度量. 设△是 C 中的 Poincare 圆盘. 记 A(i?) 为 i? 到 A 的全纯映照 
集， 0( A ) 为△到 i? 的全纯映 照集. 固定 A 上的 Poincarfe 距离. Caratheodory 度 
量定义为 Ff 2 ：TQ ~^R + , 这里 Fn{z,z) = sup {|/*( 2 )| : / € A(f2),f(z) = 0}, 
Kobayashi-Royden 度量定义为 


Fk •• T f2 — M + ， 

这里 Fk ( z ^) = inf{|u| : / e i?(A),/(0) = z ， f *( u ) = ^}.明显地，这两个内在度 

量在全纯映照下距离是递减的，而在双全纯映照下距离不变. 

B. Wong[Wol] 证明了 Caratheodory 度量的全纯截曲率小于或等于 -4 ，而 

当度量非平凡时 Kobayashi 度量的全纯截曲率不小于 -4 ( 对于 Bergman 度量 
已知道全纯截曲率不大于 -4 ). 然而这两个度量的一个弱点是它们在切空间上 
既非双线性的也非光滑的 （F —般只是上半连续的）. 

在某些特殊情况下，对于这两个度量有较好的 了解. 例如一个具强负全纯 
截曲率的流形总有一个非平凡的 Kobayashi-Royden 度量. 这一问题的主要定理 
是 Royden 的，他证明了 Kobayashi-Royden 度量实际上是 Teichmuller 度量. 

奇怪的是 Teichmuller 度量具有常数的全纯截曲率.可以对具有常全纯截曲率的 
Finsler 度量的复流形进行分类吗？ 

Lempert[Lel],[Le2] 证明了在 C n 中的凸区域上 Kobayashi 和 Caratheodory 

度量实际上是相同的.利用一个极值映照的存在性，他构造了许多有界全纯函 
数.他的理论只在凸区域上起作用，然而怎么才能将他的思想推广或使用这两 
个度量去构造更一般流形上的有界全纯函数则是很有 趣的. 
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另一个有趣的事实（由 B . Wong 证明的 [ Wo 2]) 是，若一个 C n 中的光滑、 
有界区域是一个闭流形的覆盖空间，那么它必然是单位球.这部分地证明了猜 
测： 一 个有界凸区域（不要求是光滑的）若为某一闭流形的覆盖空间，那么它 
是对称的.它的证明需要用到 Kobayashi 和 Caratheodory 度量的边界估计 • 

一 般地，我们希望比较 Bergman , Kobayashi - Royden , Caratheodory 度量和 
下节所讨论的 K — er-Einstein 度量 • 我们知道 Caratheodory 度量是三个度量中 
最小的 度量. 这可以由 Kahler 流形上一般的 Schwarz 引理得出 [ Y 4]. Yau ( 参看后 
来 Chan - Cheng-Lu 的改进形式）证明了若 M 为一 Ricci 曲率有常数下界的完备 
的 KShler 流形， iV 为一全纯截曲率有负常数上界 Hermitian 流形 ， f •• M — N 

为一全纯映照，则 d [ f ( p ), f ( Pl )) ^ Cd ( p ， pi )， C 只依赖于 M 和 iV 的曲率.当 iV 
只是一个 Finsler 空间时是否也是对的？若是对的，那么人们可希望 Teichimuller 
度量一致等价于 Kahler-Einstein 度量. 

2. 紧致 Kahler 流形上的 Kahler-Einstein 度量 

设 M 为一个紧致 Kahler 流形，则 M 上的一个 Kahler-Einstein 度量存在 
的一个必要条 件为： 

(*) 存在一个 Killer 类 D 使得第一 diem 类 Ci ( M ) 上同调于 D 乘以一实 

常数‘ 

这条件等价于： 

(*)' 第一 Chern 类满足 Ci ( M ) >0, Ci ( M ) = 0或 <^(均 < 0. 

本文的作者 [ Y 1] 5 [ Y 2] 证明了当 Ci ( M ) = 0或 Ci ( M ) < 0 (后者也 

可见于 Aubin [ Au 3]) 每一 Kahler 类有一个惟一的 Kahler-Einstein 度量•当 
C ^( M ) > 0时， Kahler-Einstein 度量在自同构群下不变.然而，存在性一般是 
不成立的，因而人们希望加上一些条件以保证存 在性. 

我们现在讨论属于 Futaki [ Pul ] 的、关于 Ci ( M ) > 0时 Kahler-Einstein 度 

禱 

量存在性的障碍 ( obstruction ) 理论同时也考虑“极值度量”的概念（属于 Cal - 
abi [ Ca 2]). 在紧致 Kahler 流形 M 上固定一个 Kahler 类 D =㈣ e ^〃(从)并 
用办 记属于 Killer 类 D 的所有 Kahler 度量的 空间. 定义泛函： 

F : Hq — > ] R , [ g ) — 

这里丑表示度量^的纯量曲率. Calabi 称该泛函的一个临界点为一个极值度 
量. 任何 KShler-Einstein 度量在它的 Kohler 类中极小化 / M jR 2 ，因而是一个 
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极值 度量. 这可由 Schwarz 不等式和 / M 丑等于 Ci (M) U ，- 1 在 M 的基本类 
上的取值得到，这里 w 是 P 的 Kahler 形式. 

Calabi 证明了对一个极值度量分，梯度 (gradient) 向量场 X = J 2 g ij 篇备 
是全纯的.他也证明了 M 的自同构群的一个分解定理 （ 类似于 Matsushima 和 
Lichnerowicz 于常纯量曲率的分解定理).特另! ] 地，他证明了 X 产生出 Aut(ikf) 
的一个紧 子群. Levine 给出了一个 Aut(M) 不具任何紧致连通子群的紧致曲面 
M 2 的例子•，因而 Af 2 没有任何 Kahler-Einstein 度量 • 


对于 非可约的其他例子，可参看 Sakane [ Skl ]，[ Sk 2] , Ishikawa-Sakane 

[ IS ] 和 Yau [ Y 3] •由 Calabi 或 Matsushima-Lichnerowicz 的定理，这些例子都不容 
许 K & hler - Einstein 度量. Putaki [ Pul ] 构造了 Aut ( M ) 是可约的例子，我们将在 
以后讨论 它们. 然而至今所有的具正第一 Chern 类而不容许 Killer - fiinstein 度 
量的 Killer ■流形的例子都有非平凡的全纯向量场，很自然地要问 •• 若 M 不存 
在任何非零的全纯向量场且 M 的切丛是稳定的，我们能极小化泛函 P 吗？关 
于稳定性假设的出发点将在以后讨论.当然若上面问题的答案是肯定的，那么 
(*) 也将是 Kahler - Einstein 度量存在的一个充分 条件. 

事实上，设 C ^ M 卜 C >] 且5为一极值度量. 由 x = 是全 

纯的，得 X = 0, 只为常数且 P 的 Ricci 形式是代表 Ci(M) 的一个调和形式•从 
一 个上同调类的调和形式的惟一性得 = Cgjj ； 因而 P 为 Kailer-Eiiisteiii 度 

量. Calabi [ Ca 2] 证明了每一极值度量5是泛函 F 的非退化局部极小点.度量 
9 又具有与 M 的复结构相容的最大可能的对称性.若 记为 中的极值度 
量的集合，它微分同胚于一个有限维欧氏空间.并且若一个中的度量具常 
纯量曲率，则每一个 CV ? 中的度量皆具常纯量 曲率. 人们预料 P 的临界点必是 
整体极小点，形成一个连通集且 m 上保持 r ? 的自同构在 Co 上是可递的 • 


现在考虑 Futaki 的关于 Ci ( M ) > 0的紧致 Kahler 流形 M 的 Kahler - 
Einstein 度量的存在性的障碍.设 r ?( M ) 表示 M 的全纯向量场的 Lie 代数， a ; 
为代表 Ci ( M ) 的一个 Kahler 形式，7。为它的 Ricci 形式，也代表 Ci ( M ) ，贝 !j 


7a ； = ^aaiogdet(p.j) , 


因此- u ； = ^ ddG , G 为一光滑 函数. 定义一个 


特征，/ : V ( M ) — C,X — / M ( XG)-^.Futaki 证明了 / 不依赖于 Ci ( M ) 的表 
示 w 的选择.因而整数心= dim (7 ? ( M )/ Ker (/)) 仅依赖于 M 的复结构 • 


若 M 有一个 Kahler - Einstein 度量，则 S M = 0 ； Futaki 猜测它的逆也是 
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对的.若 Calabi 泛函 F 达到极小，那么这是对的•由 7 . - u ; = ^ ddG 得 
/? = n + △(? ，则 f(X) = / (XG)co n = J(R a G a )uj n = f \^G\ 2 u n , 因而占 M == 0 
意味着 G 为常数，即 g 是一个 Kahler - Einstein 度量. 

利用阻碍， Putaki 给出了一个 Ci { M ) > 0, Aut ( M ) 可约，且 6 m = 1的 
紧致 Kahler 流形的 例子. 因而在这些例子上不存在 Kahler - Einstein 度量.设 i? n 
表示 CP n 的超平面丛， 7 r n : H n ^ CP n 为投影 （n = 1, 2). 若设 M 5 = P (£0 ， 
这里五 = 7^(丑 1 ) + 7^(丑 2 )看成是€? 2 上的丛，那么 M 就是所需的例子.下 
面是最低维的 例子： 若丑 C CP 3 为超平面并且 C C 丑为一二次曲线，那么将 
CP 3 沿 C 及 H 外的一点的吹大 (blown up ) 就得到这样的 M . 

Putaki 的思想是构造使 Ricci 形式成为调和形式的障碍.对于代表高阶 

Chern 类的曲率形式成为调和形式的障碍见 Bando [ B 2]. 对于与特征/有关 
的问题见 Putaki [ Pu 2 ] 和 Putaki - Morita [ FM ]. 

3. Hermite 流形和稳定向量丛 

我们将讨论紧致复流形上不一定是 Kahler 的典则度量.对于一般的 Hermite 
流形，由于 Hermite 联络有挠，因而是非 Riemann 的，很难找到典贝!1度量•所 

以人们企图给 M 加上附加 条件. 设 p 为 M 上的一个 Hermite 度量， o ; 为它的 
Killer 形式.一个自然的假定是. • 

(^ddiu;^ 1 ) = 0 

它较 Kahler 条件弱.人们希望给 5 力卩 （1) 外的其他条件使得度量更典则. 
受到超对称 ( supersymmetry ) 理论的启发， Hull 和 Witten [ HW ] 提出了 u ; 的下 
列条件：局部地可将 o ; 表示为 89 + 06 ,这里 6 为一 (0,1) 形式. 若 a ; 是 Kahler 
的，它总能写成5否 /. 

事实上，上述条件等价于= 0. 显然我们只需由=： 0导出有上 
面的表达式即可.由灰;是闭的，那么它是局部正合的.比较类型，可找到一个 
(0,2) 形式 r ? 和一个 (1,1) 形式 o / 使得： du = dQ + dJ,dQ = = o . 注意 

到 U ； = U ， 我们可证 u ;- Cc /- 亦--万为闭 形式. 因此它是局部正合的，可 
找到一个（0，1)形式0使得-亦=洲+ 那. 由 (9 a /= 0, o / 是局部次正 
合的， w 即是所需的形式. 

最近， Todorov 观察到任何紧致复流形有一个满足3灰;= 0的 Hermite 度 
量，因此似乎对任何紧致复流形来说研究所有3屯;= 0的（1，1)形式 a ; 关于 
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de + de . e 为整体定义的 (1,0) 形式的子群的商将是一个有趣的问题. 

现设 V 为具性质 dd ^- 1 ) = 0的紧致复流形 M 上的一个全纯向量丛.我 
们可以定义丛 F 对于^的度 （ degree ) 为 

deg ， = f E 1 ( V ) Au ; n -\ 

Jm 

这里氏⑺表示丛 V 的 Ricci 形式.由 ddi ^- 1 ) = 0知此定义不依赖于 F 上 
的度量的选择. 

在 [UY] 中 Uhlenbeck 和 Yau 证 明了： 

(2) 设 F 为一紧致 Kahler 流形 M 上的全纯向量丛.若 V 是稳定的，即 

对所有的满足0 < rank ( r ) < rank ( V)〆C F 的凝聚层 W 成 
立，则 V "有一个 Hermite - Einstein 度量，它在不计常数因子的意义下是惟一的 • 
反过来， V 上的 Hermite - Einstein 度量的存在则隐含着不计 M 的一个有 
限覆盖， V 是稳定丛的直接和.这是由 Kobayashi 和 Liibke [ Lu ] 证明的.很有 
可能 M 是 Kahler 的条件可由 （1) 代替.还应提到对于代数曲面，上面的定理 
是由 Donaldson 证明的 • 

我们现在叙述 （2) 的一些推论.首先，稳定全纯向量丛的对称张量积也是 
稳定的.其次，若 V 是稳定的 ， r = rank ( y )， 则 、 

(3) / M (2r, C 2 ( V ) - (r -1)0? (V)) Aa;- 2 ^ 0 , 等式成立当且仅当 V 是 M 上 

(或 M 的某有限覆盖）线丛的直接和（当 n = 2时，不包括等式情形的讨论， 
该结果是属于 Bogomolv 的）.因此，若^⑺-：。，那 2 彡0 

且等式成立当且仅当 V 是平坦的并在模去一个常量的意义下是惟一的.这些结 
果事实上推广了 Riemann 曲面时的结论.特别地，设 V 为 Riemann 曲面％ 
上的全纯向量丛，则 F 是稳定的且 Ci ( F ) = 0当且仅当 F 上存在具有零曲率 
的 Hermite 度量，即当且仅当有一个 ^( Ug ) 的酉表示 （ 详见 Narashimhan 和 
Seshadri [ NS ]). 

现在来考虑稳定向量丛的模 （ moduli ) 空间.设 M g ( r ， d ) 为 Riemann 曲面 

E , 上给定的秩『和度^的稳定向量丛的一个完备族.能够证明 ( MM g ) > 0 
吗？特别地，能构造％上具正 R ^ ci 曲率的一个 Kahler 度量吗？ Cho [ Co ] 证 

明了 M 9 (r ， d) 上存在 Ohler 度量其全纯截曲率为非负.然而，即使由全纯截曲 

率的正性也不能推出 Ricci 曲率的正性.例如：设丑是 CP 1 的超平面丛 ，⑴为 
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平凡线丛，则 Hirzebruch 曲面= ¥( H d + ( l )) 有具正的全纯截曲率的 Kahler 
度量. 另一方面，当 d > 3 时， Ah 不具正的第一 Chern 类. 

4. Chern 数不等式 

1976 年，本文作者证明了 Calabi 猜想，并在具丰富或平凡的典则线丛的代 
数流形上证明了下述 Chern 数不等式： 

(~irc 2 cr 2 > 去為卬， （*) 

这里等式成立当且仅当 M 以球为覆盖流形，即对某一尸 C SU ( n , l),M = B / T . 
大约同一时候， Miyaoka [ M 3] 推广了 Bogomolov 的方法，在曲面的 Kodaira 维 

数 非负的较弱的情况下证明了 n = 2时的同一不等式.然而他并没有表明等式 
成 立时的情形. 

通过研究带奇点的曲面， Cheng 和 Yau[CY2] 证明了一般型曲面的不等式 
(*)( 等式成立当且仅当 M 2 以球为覆盖空间）. [CY2] 中的方法也可推广到高 
维的情况.可以由此而刻画双全纯同胚于 B n /T (r c 517(2,1) 允许有不动点） 
的曲面 M. 注意由于 r 可以有不动点， M —般是一个簇 (variety). 

研究满足某些 Chern 数不等式的流形也是有趣的. Hirzebruch , Deligne , 
Mostow 等曾经研究过满足不等式 （*) 的 曲面. [ Y 2] 的一个推论是 CP 。 上 
K 5 Mer 结构的下述刚性 定理： CP" 上的惟一 KShler 结构是标准结构，且 CP 2 
上的惟一复结构是标 准的. 当 n 是奇数时，此结果是 Hirzebruch 和 Kodaira [ HK ] 
的. 


现在我们给出当 M 的典则线丛为丰富 (ample) 时不等式 （*) 证明的线索 • 
此时，存在一个 K 上的 Kahler-Einstein 度量. 对于 Kahler-Einstein 度量 （*) 左 

边的 Chern 积分可以由曲率张量的平方模表出，由于 Ricci 张量是仅有的曲率 
部分，能够表为 Ricci 张量的行列式的右边被左边项所控制.若 （*) 的等式成 
立，则两边的被积函数相等.后者可导出是等价于 M 具常全纯截曲率.因而 （*) 
中等式成立当且仅当 M 以球为覆盖流形. 

当其典则线丛不是某些丰富线丛的乘积时的代数流形不存在 Kahler-Einstein 
度量.然而，仍然可以研究具有几近丰富 （almost ample ) 的典则线丛的代数流形 
上的不等式 (*).[ Y 1] 中证明了存在一个 Kahler - Einstein 度量，它在一个除子上 
退化，而在该除子上其典则线丛是平凡的.类似地人们可以用某种方式将度量 
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吹大 （blow up ). 这被 Cheng 和 Yan [ CY 2] 用于证明一般类型曲面的不等式（*)， 
这种曲面 满足： 

Ci ( M ) ^ 0且在 M 的一个子簇外 < 0. (**) 


Kodaira 维数 K{M) 定义为: 


K(M) = 




若 N(M) = 0, 


max dim{U(M) 若 N[M) 妾 0. 


这里 N(M) = {m> 0\H°(M,K m ) = 0},(j) mk 为多典则 ( pluricononical ) 映照. 
容易看出 K{M) ^ M 的代数维数< n ，若 K(M) = n, 则 M 称为一般型的流 
形. 

在 n = 2时，曲面可由它们的 Kodaira 维数双亚纯地分类 • K{M) = 一 oc ， 0 
或1的情形已经是熟知的了. K(M) = 2 ( 即 M 为一般类型的曲面）当且仅 
当 M 满足 （**) .设 M 为一个一般类型的三维流形，且 K 为典则线丛乘子， 
Kawatama 证明若 K - C ^ O 对每一代数曲线 CCM 成立，则 M 满足 （**)• 

极有可能 （**) 总隐含 （*) :即若为一具几近丰富典则线丛的代数流 
形，则不等式 （*) 成立. 这在 n > 3时还不清楚.人们也想知道在一般型的流 
形和不等式 （**) 之间有什么关系.在这一方面 ， Sin [ S 3] 有下面的定理 [ S 5 ] •首 
先回忆 Siegel 的定理：复流形 ikP 上的亚纯函数域关于 C 的超越次数小于或 
等于 n . 当等式成立时， M 称为 Moishezon 流形. 一个 Moishezon 流形总是可 
以由一个代数流形通过有限次吹大和缩约 (blow up and down ) 而得到，因而双 
有理于一个投射代数流形 • Moishezon 流形上总存在一个全纯向量丛 L 使得 
C ^ L ) ^ 0并在一子簇外 C X ( L ) > O . Siu [ S 5] 证明了在 Ci ( L ) 非负且在某一点为 
正的较强的假设下其逆也是 对的. 因此一个满足 （**) 的流形是 Moishezon •现 
在还不知道是否 CP n ，n > 3，有一非标准的 Moishezon 结构 • 

5. 非紧致流形上的 Kahler-Einstein 度量. 

现在讨论完备非紧致流形上的 Kahler-Einstein 度量•设 p 是一个 M n 上的 
完备的 Kahler-Einstein 度量，即 = Cg ^ C 为 常数. 若 C > 0 ， 贝 ！ J Myer 定 
理指出 M 是紧致的.因此彡0则 Ci ( M ) ^ 0. 在该节我们讨论 Ci ( M ) < 0 

的情形，从而把 Ci ( M ) = 0留到下一节. 

问题是刻画带有完备 Kahler-Einstein 度量阳满足 = 一 的非紧致流 
形. 特别地，希望给 M 加上一些条件以保证 Kahler-Einstein 度量的存在性和 
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惟一性.首先，惟一性总是成立的.也就是说若 M 和 iV 为 满足丑=-1 的完 
备的 KShler - Einstein 流形且 — 为双全纯同胚，则 F 是等度同构•为 

了证明这点，设仏如和 g \ dv f 分别表示 M 和 iV 的 Kahler - Einstein 度量和体 
积形式 • 若设 p = log ( FW / di ;) ，则羽 p = -广 Rk / + Ric = F*g ， 一 g. 取迹， 
我们有 Ap = n + n • #/' 因此由极大值原理得 p < 0和>如，用 F - 1 
代替尼 我们有 F*dv f ^dv,F 是等度同胚. 

惟一性对纯量曲率等于 -1 的几近完备的 Kahler - Einstdn 度量也成立.这 

里， M 上的一个度量 ds 2 称为几近完备的，如果我们能将 M 表达为区域 r? a 

的递增，且有上的完备度量使得 dg 在 M 的紧子集上收敛于 ds 2 . 详 
见 Cheng - Yau[CY 1]. 

我们现在讨论具负纯量曲率的 Kahler - Einstein 度量的存在性 • 当然，这种 
度量的存在将给 M 的复结构一些限制 条件. 例如 Eiseman [ Ei ] 证明了若 M 有 
一纯量曲率小于负常数的 Hermite 度量，那么在 Eiseman 意义下的伪测度实 p 
上是一个测度，也就是说 M 是测度双曲的. ’ 

在 [ CY 1] 中， Cheng 和 Yau 证明了一大类非紧致流形上 KSMer - Einstein 度 

量的 存在. 确切地说，他们证明了下列定理：设 M n 是一个 Hermite 流形，它 
的 Ricci 张量定义了一个曲率和协变导数有界的 Kahler 度量，则 M 有一个一 
致等价于上述度量的 Kahler - Einstein 度量. 

若 M 有一具强负的 Ricci 曲率的 Hermite 度量且是相对紧致、光滑、拟凸 

的开子流形的递增和，那么在模去一个常数的意义下 M 有一个惟一的几近完 
备的 KShler - Einstein 度量. 且若 M 是完备的，则这一度量也是完备的. 

特别地在任何 C n 中的有界域上都存在完备的 Kahler - Einstein 度量，只要 

它是具 C 2 边界的域 的交. 在这一陈述中， （ C n 可代之以 Ricci 曲率具负常数上 
界的 Hermite 流形. 

Mok 和 Yau [ MkY ] 证明了 C 中的任何有界拟凸域都有一个完备的 Kahler - 
Einstein 度量.这是仅知的在任一有界全纯域上的完备的“典则”度量. 

现在讨论当 M 的体积有限时的 情况. 这时 M 的“无穷远点集”很小，而 
C n 中的有界域的无穷远点集相当大）.我们有下面的 猜测： 若曲率为负且 M 
具有限的拓扑型，则 M 可紧致化，也就是存在某一紧致 Kahler 流形 M 使得 
A / = M \ (子 簇). 在某些情形， M 实际上是代数的，因此 M 是拟射 影的. 
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对一个有限体积的局部 Hermite 对称空间 M ， Baily 和 Borel[BB], Sa- 
tako[St] 和 Mumford 得到了它们的一定程度具体的紧致化.对这些流形 Kahler- 
Einstein 度量存在 . Siu 和 Yau[SY3] 证明了一个具有限体积和曲率介于两个负 
常数之间的完备流形是拟射影的. 

若上面的猜测是对的，那么研究有限体积（且有有界的曲率协变微分）的 
Kahler 流形，人们只需考虑瓦\ Pi U … U 认），这里 M 是紧致 Kahler 流形且 

D u --, D k 为连通除子.若我们有适当的刻画 A 及描述 A 如何与巧相交的 
代数数据，那么可以有希望构造 M 上的 Kahler - Einstein 度量. 在 n = 2的情形 
这是已知的.例如，设 CcF 2 为椭圆曲线且 C . CcO .若 *9 是丛 [ C ] 的一个 
截面，且 c = 0 = 0} ，那么〜 /|5 | 2 (log |5| 2 ) 3 就是一个以 C 为尖点 ( cusps ) 
的 M / C 上完备的渐近 Kahler - Einstein 度量. 

设 P 为一紧致 Kahler 流形上的一个除子，在双上 C ^ K + ID }) > 0，在 
丽 K(K+[D])^s[D]\ d >0 , 则及\1)有一具有限 
体积的 Kahler - Einstein 度量.且度量的曲率和它的协变导数有界.还不知道是 
否完备的 Kahler - Einstein 度量具有界的曲率. 

对于拟射影流形 M = M\D, Kahler-Einstein 度量总是具有限体积且可 
定义对数 Chem 类 C ^ M . D ). Kahler-Einstein 度量的存在性蕴含下列关于对数 
Chern 类仏和巧的不等式： 

(…) 


一个特别有意义的事实是若拟投影流形以 C " 中的单位球为覆盖空间， 
则 （* * *) 中等式成立. 

一 个复流形称为测度双曲的，若 Kobayashi 测度是处处正的，对于完备的 
Kahler-Einstein 流形，下面的不等式 成立. 


^Kobayashi ^ ^ ^Kahler-Einstein ^ ^2^ ^Caratheodory ? 


这里 Ci,C 2 为两个普适正常数，我们有下列问题：若 M 的 Caratheodory 度量 
是完备的，那么 M 有一个完备的 Kahler-Einstein 度量吗？ 

6. 非紧致流形上的 Ricci 平坦度量 

现在讨论完备非紧致流形 M 上的 Ricci 平坦度量.首先，在这种情况下， 
惟一性是不知 道的. 即使是紧致流形 Kahler-Einstein 度量也只在每一 Kahler 类 
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中是惟一的.设 0 和 〆 是 M 上的两个 Ricci 平坦 Kahler 度量，若它们满足 
9(]~9^ = ddF , F 有界，那么柯=心.在紧致的情况下，上述条件表示夕和 〆 
属于同一 Kahler 类.由于不会存在太多的 Ricci 平坦度量，也许可以把 F 有界 
的条件去掉. 

在任何情况下，惟一性问题远远没有解决.甚至 M = C " 时， Calabi 提出下面 
的未 解决的 问题： 若 u : — R 为一严格的多次调和函数 ， det ( afej ) =1, 

那 么如果 KShlei •度量 = E 4^(8) 叔是完 备的，它是否有零曲率？注 
意 一 般来说是不完备的.例如 Fatou 和 Bieberbach ( 参看 Bochner 和 Martin 

的书 [ BM ], p 45 ) 给出了一个双全纯的 C 2 到的映照（这里 C C 2 是开集，且 
C 2 \f2 包含一个开集）使得, F 的 Jacobi 行列式恒等于 1 .设 W -： 以 2 + |q| 2 ， 
则 dsl F = F * ds 2 u = F * ds 2 0 是非完备的. 

有许多的双全纯的 F e Ant ( C 2 ) 其 Jacobi 行列式等于1，例如对任何整函 
数/ ， 令 F ( z , w ) = (z + f ( w ), w ). 对于上述的 u ， uoF 仍然严格多次调和且 
ds 2 u . F 是完备的且 Ricci 平坦的.所以，直观看来 Aut ( M ) 越大，问题就越困难. 

现在讨论存在性.正像负纯量曲率的情况一样，完备的 Ricci 平坦的 Kahler 
度 量的存在将给 M 的复结构加上某些限制.例 如：由 Schwarz 引理 [ Y 4 j ，我们 
知道 不存在 M 到一具负常数为全纯截曲率上界的 Hermite 流形的非平凡的全 
纯映照. 作为一个推论，若存在 M 到一亏格大于1的代数曲线的非平凡的全 
纯映照， 那么 M g M 不可能有任何具非负 Ricci 曲率的完备的 Kahler 度量. 

我们猜测：若 M 有一个完备的 Ricci 平坦的 Kahler 度量，那么 M = M \ 
(除 子），这里 M 为紧致 Kahler 流形.这意味着 M 的无穷远点集不能太大.现假 
设 M 2 = M \ (除子), dr 为 M 上的一个 Ricci 平坦体积形式.想确定 M ， 经万 
有 覆盖，不妨设 M 是单连通的.局部地 ， dv = (^ l ) 2 Kdz 1 Adz 2 Adz 1 Adz 2 , 

K 为正实值函数.由 Ric ( dv ) = 0 ,我们有劢 ( logK ) = 0且火可局部地写成 
\ h \ 2 , h 为全纯函数.由单值性方法能得到一个全纯2 -形式7/ = hdzldz'h 
无处 为零， 且 7} 八 Tj = dv . 因此， 7/ _1 = A dz 2 可看成是反典则丛火 - 1 

的整体截面. 

直观地说 A 可能在 M 的无穷远附近趋于 oo . rj - 1 可能延拓到 M 上，也 
就 是说存在一个非平凡的截面 S e H Q { M , K ~ l ). 这将意味着 K 是平凡的或 

K m ) = 0, Vm > 0 ,因此 M 2 的 Kodaira 维数为 - oo 或 0. 这是因为若 
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te H°(M,K^) ,则 t •沪为 M 上的全纯函数，因此为常数，但尺非平凡时 
由于 S 在某点为0,得 i •沪= 0,所以 f = 0 除非 K 在 M 上是平凡的. 

由 M 是 Kahler 的和单连通的， M 的极小模 （ model ) 是一个 KShler 曲 
面且 K = 0或 一 oc ， 当 K = 0时，它是 K — 3 曲面或 Enriques 曲面•当 

K = - oo 时，它是一个有理曲面或亏格为零的直纹曲面. F 2 为极小模在有限 
点上的吹大 （blow up) ， 且尬 = 双 \{5 ( = 0},0_5€ 丑。 ( 及 , 尺 - 1 ). 反 过来， 若 
M - M \{5 = 0},5 e J H r °( M ,^- 1 ), M 如上，那么 M 将有一个 Ricci 平坦的完 
备的 KShler 度量.高维情形将更为复杂. 

物理学曾研究了下述 问题： 具适当的局部渐近性质的 Ricci 平坦度量是否 
是惟一的？当度量渐近平坦时就是这样的情况.人们也想知道当度量局部渐近 
于一个锥 ( cone ) 时的情形，或许假定度量是 Kahler 时问题要容易一些. 

Ricci 平坦的度量的存在有许多应用. 例如： 利用 Ricci 平坦度量， Siu [ Sl ] 证 
明了任何 Ci{M) = 0 且 H 1 (M, M) = 0 的曲面 M 2 是 Killer 的.从 Todorov[To] 

也可见到高维的情况.人们也提出下面的问 题：设 M 2 - 为单连通的紧致复流 
形， n^2. 若有非奇异的 2 形式 a; e 丑 2 ， G ( M ) ，那么 M 是 Kahler 的吗？ 
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第九章几何中未解决的问题 


正如陈省身教授所建议，若一个研究领域中有许多有趣的未解决问题，则 
它是有活力的.所以，我搜集了我感兴趣的某些问题 1 .值此陈省身教授79岁 
诞辰之际，谨以此文献给陈省身教授.感谢我的朋友郑绍远， S . Bando 、 川又 
雄二郎 （ Y . Kawamata ) 、 P . Li 、西川青季 （ S . Nishikawa ) 和 R . Schoen 所提供 

的宝贵 意见. 我也要向 LmiraSchilesinger 深表谢意，感谢她耐心地打印了这份 
手稿，尽管我多次作了实质性的修改. 

9.1 度量几何 

1. 寻求一种在紧致 Riemann 流形上构造典范度量的一般方法.所有已知 
的典范度量均由变分原理获得.以往，几何学家研究了由全数量曲率、 Riemann 
曲率的 G 模所定义的泛函或与杨 -Mills 场相关的那些泛函的临界点.若存在 
一作用在流形上的紧致群，则可把变分问题简化为一个较易解决的低维问题. 
上述方法被相对论学者用来寻找 Einstein 方程的精确解.求典范度量的一种可 
能而有效的方法是采用奇异摄动法.例如，若两个紧致流形容有同号数量曲率 
的 Einstein 度量，则我们能否把这两个流形沿某个子流形连接起来，使得流形 

1 本章是丘成桐教授为庆贺他的老师陈省身教授 90 华诞而作 . 原载：《陈省身 ’ 一一 20 世 
纪的几何大师》，台湾交通大学出版社， 2000. 沈一兵译，李世杰、陈维桓校 . 
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之和容有一近似 Einstein 度量，我们再把它摄动成一 Einstein 流形 . Donaldson 
和 Fd e dman ([ DFr ]) 已对自对偶度量证明了这点，在那里他们取连通和.最近 
Taubes (见 J . Diff . Geom ., 36(1992), 163-253 ) 已对反自对偶度量证明了一 

个一般的存在性定理.因为一般四维环面的连通和不容有 Einstein 度量，故此 
Einstein 度量问题更为复杂.也许我们在做摄动之前应该适当地选择子流形.这 
种作法对于大于5的维数是否会更容易，因为对这些维数不存在已知的障碍？ 


我们可把这个问题推广到比 Riemann 度量更一般的某类度量上去.例如， 
我们可寻找 Finsler 度量或这样的 Riemann 度量，它的联络可以不是 Riemann 
的，但是满足 Lagrangian 有关的其他条件. 

2. 寻求一种好的拓扑条件，使一个流形容有共形平坦或射影平坦度量.显 
然，存在必要条件.例如，对于共形平坦流形而言，其 Pontryagin 形式消失， 
且流形的通用覆盖可以浸入到球面的一个子区域上.他们的基本群的结构是什 
么？似应研究结构群为共形群的丛.也许在这些丛之间存在某种稳定性概念. 
联想到类似于 Hermite 杨 - Mills 联络的发展，有可能定义“稳定”共形丛，使 
得具有消失的 Pontryagin 类的这种丛是平坦的. 

3. Schoen 和作者 （Conformally flat manifolds , Kleinian groups and scalar 
curvature , Inv . Math ., 92(1988), no . 1, 41-71.) 证明了具正数量曲率的紧致共 
形平坦流形的通用覆盖是中的一个区域.对于紧致流形上的射影平坦结构 
是否有类似的定理？代替流形为共形平坦的假设，我们可假设 Weyl 曲率张量 
由数量曲率决定.对于这样的流形，若把共形变换群代之以拟共形变换群，类 
似的定理成立吗？ 

4. Berger ([ B ]) 已把 Riemann 流形的和乐群作了分类.若度量不是 Riemann 
的而容许不同的符号差，则 Berger 的对应定理仍应存在.更重要的是，我们想求 
一 个完备联络，它的和乐群是给定 Lie 群.特别是把具平行旋量的完备 Lorentz 

流形进行分类. 

5. 高志勇和作者 ([ GY ]) 证明了每个紧致三维流形都容许一个具负 Ricci 
曲率的度量.在每个维数大于3的紧致流形上存在这样的度量，这似应毋庸置 
疑.关于具负 Ricci 曲率度量的空间的同伦型能说些什么呢？具负 Ricci 曲率 
的紧致流形不容许有连续等距群.若一个有限群光滑地作用在紧致流形上，则 
此流形上存在具负 Ricci 曲率的等变度量. 
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6. 设 M 是具正数量曲率的紧致流形. M 是否容许一有限覆盖及，使 
得在余维数 > 3 的球面上通过相继的换球术之后，立变成几维为紧致齐性流 
形的几维空间？根据 Stolz([St]) 的工作，这很可能是正确的.证明一个紧致的 
K(7r ， l) 不可能容有具正数量曲率的度量.若维数不大于 4, 这已被 Schoen- 丘 
([SY]) 证得. 

7. 沙际平和杨大纲 （ J . P . Sha and D . G . Yang , Examples of manifolds of 
positive Ricci curvature , J . Diff . Geom ., 29(1989) ， 95-103) 的最近工作表明，在 

具有正 Ricd 曲率的流形的范畴内，某种形式的换球术是可能的.不幸的是 ，一 
般地，两个具正 Ricci 曲率的流形的连通和未必容许具正 Ricci 曲率的度量.简 
单地取两个具非平凡基本群的流形，其连通和会有一个大的基本群，这是不可 
能的 • 对于单连通流形会怎么样？具有正的第一陈类的代数流形容许具正 Ricci 
曲率的度量.我们能否在这些流形上施行保持 Ricci 曲率为正的换球术？ 

8- 对于具正数量曲率的紧致自旋流形，调和的旋量消失，这个熟知的 Lich- 
nerowicz 定理意味着某些示性数消失.对于具正曲率的流形的微分结构，不存在 

已知的障碍.这是巧合吗？很可能存在其他的限制.我们能找到它们吗？若曲 
率是 1/4 拼挤的，则在微分结构上存在知道的障碍（见 M. Weiss , Pinching and 
concordance theory, J. Diff. Geom” 38(1993), no. 2, 387-416). 对于四维流形， 

关于具主 Ricci 曲率的流形的 Donaldson 不变量我们能说些什么？具有正曲率 

算子的紧致流形微分同胚于标准球面，这大概是无疑的.能证明这点吗？能否 
证明一般的紧致代数流形不容许具正 Ricci 曲率的度量？ 

9. 已给一个具非负 Ricci 曲率的 n 维完备流形，令 B { r ) 是以某点 P 为中 
心的测地球 （ 半径为 r —— 译注). 设❿是 Ricci 张量的次初等对称函数.那 
么，当 r 趋向无限时， r~ n + 2k f B(r) a k 有上界，这是真的吗？这似应看作 Cohn- 
Vossen 不等式的推广.若流形的曲率是非负的，能对由曲率形式构造的其他不 
变量考虑类似的问题吗？ 

10. Gary Hamrick 和 D. Royster 证明了 (Flat Riemannian manifolds are 
boundaries , Inv . Math ., 66(1982), 405-413), 平坦流形的 Stiefel-Whitney 数为 

零. 对于几乎平坦流形，类似的论断成立吗？关于双曲流形或其他局部对称空 
间，若只考虑 Stiefel-Whitney 数的子集，那又怎样？ 

11. 设 Mi 和从 2 ,是两个具正曲率的紧致流形，/是这两个流形之间的同 
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伦等价.那么，是否有(竭）=私奶）？其中 A 表示流形的2 类. 一个有 
关的问题是，对于与一给定的具正截面曲率流形同伦的具正曲率的紧致流形， 
是否只存在有限多个微分同胚类型？ 

12. 著名的拼挤问题是说，在一个紧致单连通流形上，若 ^min> l^max 
〉0,则该流形同胚于球面.若我们用规范化数量曲率代替 K m&x , 则能导出类似 
的拼挤定理吗？设 M 是具非负曲率的紧致流形，它的整系数上同调环与秩大 
于1的不可约对称空间的上同调环 相同. M 是对称的吗？对于非常曲率的秩 
1对称空间，我们可提同样的问题，如果曲率是1/4拼挤的.对于具非正曲率 
的流形，我们也可提类似的问题.当曲率为1/4拼挤且维数为4时，作者（未 
发表的1974年手稿）利用 Gauss - Bonnet 和符号差公式，能够肯定地解决此问 

题. 


13. 设 M 是曲率被拼挤在两个正常数之间的紧致流形，能否用这些常数和 
M 的同伦型来估计 M 的内射半径的下界？如所知，对于偶维数流形或 dim M = 
3,这是真的. 

14. 一个紧致单纯复形何时容许一非正曲率的度量？即使当复形的维数为 
2时，这也是一个有趣的问题.与非正曲率流形的基本群有关的大部分定理能 
否推广到这些空间？例如，能否定义这种空间的秩数？是否有一个有用的局部 
对称空间的概念？能否利用拓扑数据来表征被 Bruhat - Tits 构造覆盖的度量复 
形？若一个 K ( tt , 1) 容有使强等周不等式成立的度量，即对于任一圆盘区城 D，D 
的面积不超过 C 与边界之长度的乘积，其中 C 是与 D 无关的常数，则此 

1) 是否同伦于具强负曲率的单纯复形？ 

值得注意的工作是 ， Schoen (见 [ Sc ] 第 I 部分）研究了目标流形为具非正 
曲率的单纯复形的调和映射的正则性理论.为了得到正则性理论的深刻性质， 
他对复形需作更强的假设.他的工作对于理解 Lie 群中离散群的强刚性问题是 

实质性的（见 Gromov-Schoen 的工作 ： Harmonic maps into singular Spaces and 
p-adic Superrigidity for lattices in groups of rank one ， preprint .). 具负曲率的紧 

致空间的基本群是否在某种意义下是“刚的”？例如，基本群的映射类群是有限 
的吗？已有 Gromov , Thurston , Gerstein - Short 和其他学者等的工作，他们研究 

了与这些问题有关的问题. 

应当记得，为使一个群是一完备（非紧致）的具非正曲率流形的基本群， 
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除了群的上同调维数的有限性之外，没有已知的拓扑障碍. 

15. 设 M 3 是具非负数量曲率的三维渐近平坦流形.设乙是稳定的极小嵌 
入的#，在 S 2 的合痕类中，它在无穷远处使面积极小化.能否用炉的连续族把 
E 与在无穷远处的球面连接起来，其中这连续族满足一抛物方程，使得球面的 
质量能被控制住？例如， Geroch 和 Jang ([ Ja ]) 提出下 列流： dx/dy = -N/H , 
其中 iV 是法向量 ，丑 是平均曲率.在 R 3 中这被 J . Urbas 和 C . Gerhard 所研 
究 （[ G ])， 在某些非平坦度量下这被 H U i S k en ([ Hii ]) 所 研究； 并且通过比较这些 
情况下 E 的全质量和面积，而用它来证明 Penrose 不等式.有可能把 Penrose 
猜想推广成如下 叙说： 对于任何嵌入曲面，只要它在无穷远与球面合痕并且包 
围最远的可见地平线.则 Hawking 质量不大于三维流形的 ADM 质量.从这点 
来看，也许存在某种途径把 Willmore 泛函和 Penrose 不等式联系起来. 

16. 设 M 3 是数量曲率为零的三维渐近平坦流形.若在一紧致集的外面度 
量是旋转对称的，则此度量是否是处处旋转对称的？从度量的渐近展开式能得 
M 3 上的多少信息？我们能否有效地找出这种信息？ 

17. 设 M 3 是具非负数量曲率的三维渐近平坦流形，如果当曲率张量的 L 2 
模被规范化为1时全质量很小，则 M 是否微分同胚于] R 3 ，从而使度量也一致 
等价于平坦度量？（尚不清楚我们在这里的规范化是否是自然的. ） 我们料想流 
形不容许稳定的极小球面，并且也许问题15中提到的流整体地存在，这将使球 
面收缩为一点. 

可以推广上述两问题，使之包括广义相对论中更一七的“初始数据集”的 
系统表述. 


9.2 经典 Euclid 几何 


18 .已给 m 3 中一紧致曲面 I ：和 E 上互不相同的点{巧, ••- , Pn } 的一个 
分布，我们可用下列方法定出一个整数 m . 对于 R 3 中次数不大于 r 的多项式 
Q 我们可令 



Q = E 邮)〜 


其中 q 是仅与乃有关的数. 
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若 r 较小，则可使这公式对一切次数不大于 r 的多项式 S 成立（诸 Q 应选 
择得只与乃和 r 有关).整数 m 便是以这种方式所选择的最大整数 r . 它依赖 
于仍，…，^}的分布.固定 n 并令巧变动，我们可使 m 极大化并得一整数 
fin ). 对于 f ( n ), 点的对应分布和对应的权 Cl , ••- ,c n 进行研究是颇有趣味的. 
这种分布唯一到什么程度，并且能否在几何上表征它们？例如，它在某种意义 
下是绷紧的吗？即任何微小变形可导致在同一时刻使某种几何距离增加？这神 
分布可看作根据积分来最均等地分布点.我们如何确定权 Q ? 

代替点，我们也可考虑乙的平面截线的集合，用 Q 在平面截线上的积分 
来代替 Q(Pi). 我们可用这种方式来求 E 上平面截线的“均等分布”. 

这里所作的定义依赖于曲面到 M 3 的嵌入.对于抽象流形我们可用特征值 
小于一固定常数的特征函数的空间来代替次数小于 r 的多项式空间. 

在一个代数流形 M 上我们可以寻求代数闭链的类似表述.设瓜是余维数 
k 的不可约代数子簇.于是对 A k { TM \ Ni ) 的每个全纯截面&和的全纯截 
面 t ，我们可取碎和 («)- 的内积，并得到爪上的 （ 可能退化的）体积形式. 

对于不可约代数子簇的不相交集 { N ir --, N n } , 我们可以研究方程 



其中 t 是的全纯截面，&是 A k ( TM \ Ni ) 的全纯截面，它们的选择要与 f 
无关. 

当 m 较小时，我们可使上述方程对一切成立.变化〜并且 
取 m 的极大值，我们可求得仅与 { N u …， N n } 有关的极值 m . 再变化 M 我们 
可求得仅与 n 有关的整数 m = f ( n ). 研究极端构形 { N u …， N n } 是颇有兴趣 
的.即 使当况 为点时，这些点的几何特征也是不清楚的.在上面的表述中，显 
然我们考虑规范线丛 Km 是丰富的情形，从而使有许多全纯截面.当然， 
我们也可用其他的某种线丛1代替 K ，只要流形和1都容有某个度量. 

19. Minkowski 问题是利用曲率函数确定一闭凸曲面的问题，这个函数通 
过 Gauss 映射定义在单位球面上.寻找一种有效的算法求此问题的数值解，也 
许是有趣味的.这与反散射问题相关.寻找 Minkowski 问题在非凸曲面上的适 
当推广，或许也是很有兴趣的.大概需要了解多值支撑函数和多值曲率函数. 
这些函效能唯一决定闭曲面吗？.若是唯一的，则在数据的小扰动下结果是稳定 
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的吗？如何利用 Minkowski 数据来计算曲率线、渐近线和脐点？ 

20. 如何给出非正则几何对象的一种有力描述，特别是由变分原理定义的 
几何对象的奇异集.例如，调和映射与极小簇的奇异集有怎样的正则性？能否 
把极小曲面的 Douglas - Rado 映射方法，推广到边界不是 Jordan 曲线而是一复 

形的一维骨架的情况？应该用复杂性最小的单纯复形来代替圆盘域. 

21- 给定 M 3 中的一曲面，例如，人的脸，刻画该曲面的“特征”的最有效 
几何方法是什么？脐点、平坦点、曲率临界点、曲率线和渐近线等概念有多大 
帮助？对于一张一般曲面，如何描述脐点、平坦点和曲率临界点的分布状态？ 
有多少闭的曲率线或渐近线？在的闭曲面上能否求出两条以上的闭 
渐近线？ 

对于炉上每点，可从原点引一射线.若射线按几何光学反射，则反射线的 
方向 确定炉 上的一点.因此，我们得到一个从 炉到妒 的映射.这个映射告 
诉我们多少关于曲面的信息？我们能用有效的数值方法得到这信息吗？若我们 
重复此映射，则应有有趣的动力学.如果我们不按几何光学，允许射线从一点 
岀发，而在另一点接收到.若我们知道这两点到曲面的距离，则得一个从 R 3 到 
设 3 的映射.我们想根据这个映射恢复该曲面. 

22. 证明每个光滑曲面都能局部等距地浸入 M 3 和整体光滑等距地嵌入 
R 4 ，林长寿 （[ L ]) 对非负曲率的曲面的第一个问题已作出了重大贡献.根据 

E . Poznj ak(Isometric immersions of 2 - dimensional metrics in euclidean spaces , 

Uspekhi Math . Nauk 28, 47-76) 的论证，稍作修改，我们就能 证明： r 2 上任何 
度量都能等距地浸入到 M 4 中 •（ 见作者在 Berkeley 的 Lecture Notes , 1977.) 

23. 若中一闭曲面容有到任意阶的非平凡无穷小等距形变，则该曲面 
容有非平凡的光滑形变吗？（若一切都是实解析的，则这是真的，见 (N.Effimov, 

Qualitative problems and the theory of deformation of surfaces , Trans . Amer . 

Math . Soc., Vol, 37). 是否存在类似于 Kuranishi 理论的关于等距形变的较好理 
论？对任何 n ，我们能否找到一个容有 n 阶非平凡形变的闭曲面 （ 无边界）？ 

24. 每个紧致曲面都能等距嵌入到具非正曲率的三维流形中吗？（也应考 

虑具孤立奇点的三维流形. ） 假设第二基本形式是正定的.等距嵌入的模空间是 

什么？我们想用某种变分原理来选取这些三维流形.或许它能等距嵌入到低维 
Euclid 空间中. 
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25. 对于紧致流形上的一般度量， ikP 到 R -^- 1 的等距嵌入的模 
空间是什么？局部问题已被 E.Berger , R . Bryant 和 P . Griffiths 所研究（见 
Characteristic and rigidity of isometric embeddings , Duke Math . J .，50(1983), 

803-892 ). 对 Kghler 度量，有没有比较完整的等距嵌入理论？ 

26. 在圆盘域上给定一正曲率的度量，欲使一空间曲线是该度量在 M 3 中 
等距嵌入的边界的象，其条件是什么？若限制边界曲线为平面曲线，则能否给 
出圆盘到 R 3 中的等距形变的完整描述？也应对圆环或其他平面区域研究类似 
的问题.这些问题与具有 / K + =4 tt 的闭曲面的等距嵌入有关，其中我们用圆 
环代替圆盘. 

27. 对于等距浸入的大部分唯一性定理，要假定浸入有较高的正则性.然 
而，等距形变的实践表明,对等距浸入也应允许较低的正则性.那末， C 1 ， 1 是对等 
距浸入的合适假设吗？例如，在此正则性假设下， B . Halpern 和 C . Weavei •的结 

果 (Inverting a cylinder through isometric immesions and isometric embedding ， 

Trans . Amer . Math . Soc ., 230(1974) ， 41-70) 仍成立吗？显然，存在0 < cc 。 < 
1，使得当 a >邱 时 C 1 '- 等距嵌入是刚性的，而当 a <吻 时， 不是刚性的. 
那么 a 。 为何？ 

28. Nash 证明了每个光滑流形都容有一实代数结构.利用定义多项式的 
次数来估计几何不变量将是有兴趣的.例如，给定 e > 0和6 > 0，在集合 
d ( x , y ) > e 上逼近 Green 函数 〆 or , y ) 的误差不超过所给 6 的有理函数的最小次 
数是什么？当然，也可提关于热核、特征函数或示性数的问题. 

29. 设 M 是紧致单连通的三维 Riemann 流形.能否找到无限多个具固定 
亏格和无界 Morse 指标的嵌入极小曲面？（若 M 的 Ricci 曲率为正，则这是不 
可能的 .） Pitts 和 R U bin S tein ([ PR ]) 已 断言： 若这样的例子能找到，则著名的空 
间形式问题能肯定地获解，即光滑作用在沪4上的每个有限群必共轭于一线性 

作用群.一个有关的问 题是： 能否仅用外围流形的几何来估计嵌入极小曲面的 
第一本征值的下界？当 M 具有正 Ricci 曲率时这是可能的，且已被 Choi-Wang 
证得 (A first eigenvalue for minimal hypersurfaces , J . Diff . Geom ., 18(1983), 
559-567). 

30. Meeks 和作者 （[ MY ]) 班得 ： 3 维流形中使其在同伦类内面积极小化的 
极小球面必是嵌入.若指标数为1的极小球面由极小化极大的方法得到，则情 
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况如何？我们可用圆盘代替球面提出类似的问题.肯定的回答将导致 PoincaM 
猜想的肯定性解答. 

类似地，通过研究 5 2 xR 中与 柱心炉 合痕的极小嵌入 S 2 , 我们应能给出 
Smale 猜想 （ Hatcher 定理）的一个新证明.在炉 x R 上易给出一个度量，使 

得仅有的非平凡的极小 S 2 是柱心沪.希望了解在嵌入炉的空间中的极小化 
过程，以便证明这样的空间是可缩的.寻求 R 3 中嵌入闭曲线的经典流，以确定 
一条曲线是否是不打结的，这也是精彩的问题. 

31. 5-中是否存在非平凡的连续的一族余维数为1的紧致嵌入极小超曲 
面？在 R 3 中，利用共轭曲面的概念，可构造连续的一族极小曲面.对于 n > 3， 

在 IT 中是否存在其他的完备极小超曲面的连续族？若炉中不存在非平凡的 
嵌入 极小曲面的连续族，则著名的 Choi - Schoen 定理 （ Inv . Math ., 81(1985) ， 

387-394) 将意味着对每个亏格 ，炉 中只存有限多个该亏格的紧致嵌入极小曲 
面. 极小超曲面的体积和谱的性态是十分有趣的.极小超曲面的体积值的集合 
是闭的吗？如所知，大球面的体积是所有紧致极小超曲面中最小的.由球面乘 
积 给出的极小超曲巧的体积是否是所有非全测地的极小超曲面中有体积的最小 
值？ B . Solomon 认 i 是这样.他 ( [ SI ] ) 也计算了沪中许多等参极小超曲面的 
谱. 它们基本上是由代数数给出的.是否可预料，由紧致极小超曲面决定的 C 
函数具有类似于数论中所产生的那些特殊性质？它们是否满足某类泛函方程？ 
能 否把炉中闭极小曲面的谱与它的共轭曲面的谱联系起来？在中一嵌入 
极小超曲面围成一个区域.能否把区域的谱与极小超曲面的谱联系起来？ IT 
中 完备极小子流形的谱的结构怎样？有本征值吗？ 

32. 寻求一种有效的方法来构造或中的完备极小超曲面，使之具 
有有限拓扑且没有连续等距群.标准的 Weierstrass 表示和反射原理在高维没有 
有用的 类似. R . Hardt 和 L . Simon 利用在的极小超曲面上的极小锥的扰 
动，构造了许多例子. Meeks ([ Me ]) 已证明，在非平凡的三维完备平坦流形中， 
具有有限拓扑的完备嵌入极小曲面必有有限全曲率.但仍然不知道，螺旋面是 
否是 M 3 中仅有的全曲率非有限的非平凡嵌入完备极小曲面.具有限全曲率的 
完备极小曲面能被紧致化，并且它们的理论与 Riemann 曲面理论有很大关系. 

似 应给出 R 3 中具有限全曲率的完备极小曲面的模空间的一种描述.能否找到 
在高维 的类似理论？ 
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33. Osserman-Xavier-Fujimoto([0] , [X], [Fu]) 的工作解决了 R 3 中完备极 

小曲面的 Gauss 映射之值的问题 .（ 但仍然不知道，具有限全曲率的完备极小 
曲面的 Gauss 映射是否能不取三个点为值 .） 除了 Solomon([S2]) 关于所有第一 
Betti 数为零的最小化超曲面的漂亮工作外，基本上还没有高维的推广.能否找 
到 Solomon 定理在减弱后两个假设条件下的适当推广？对于 n < 8, 中不容 
有圆群作用且不是乘积的非平凡完备极小超曲面的 Gauss 映射的像是否在 5- 1 
中稠密？对于 4^ n ^7, R n 中是否存在非平凡的完备稳定的余维数为1的 
极小超曲面？ 

34. 把球面的所有等参超曲面进行分类. Munzner([Ml], [M2]) 证明了， 
这些超曲面必是次数为 1, 2, 3, 4 或 6 的代数超曲面.次数 9 < 3 的例子已被 
Cartan([C]) 分类，全部是正交表示的轨道. 5 = 4,6 的轨道例子也被项武义和 
Lawson([HL]) 所分类，但 g =： 4 的非齐次例子后来被 Ozeki 和 Takeuchi([OT]) 
及 Ferus-Karcher-Munzner([FKM] ) 找到了. M 8 是能容有非平凡的面积最小化 
超曲面的最低维空间，并且已知有两例：在沪 x 沪 C R 4 x M 4 上的锥面和在 
25 4 x V 2 S 2 C R 5 x R 3 上的锥面.其他还有吗？ 

9.3 偏微分方程 

35. 自然界中的许多双曲方程组提供了几何学家研究的自然奇异集.例 
如，广义相对论中的 Einstein 方程构成适定的 Cauchy 问题的双曲方程组.如 
果我们从非奇异数据开始，则可能以奇异时空终止.最具挑战性的问题之一是 
刻画由这种方法引起的奇异性. Penrose 的著名“宇宙检查”猜想是刻画这种 
奇异性的一个尝试.另一具挑战性的问题是寻求广义相对论中二体问题的显式 
解.寻求允许非平凡引力幅射的 Einstein 方程的显式解是重要的.在广义相对 
论中，创立了许多重要的时空，它们近似地满足场 方程. 能否把这些近似解摄 
动到精确解？基本问题是寻求广义相对论中二体问题的半显式解. 

36. 伸缩或迭代的概念在现代动力系统理论中起了非常重要的作用.漂亮 
的图画通过研究动力系统来创作.具分形维数的几何对象也经常被创造.这些 
集合的任一个能作为由一变分问题产生的某个自然定义的方程的奇异集吗？ 

例如： 设 D 是上的开区域，它允许一个具正数量曲率的完备共形平坦 
度量. Schoen 和丘成桐 (Inv. Math., 92(1988), no. 1, 47-71) 证明了， S n \D 
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的 Hausdorff 维数小于 n / 2 . 能够表征这类区域吗？在数量曲率能作成常数的情 

况下，闭集5"\^是自然的 Yamabe 方程的奇异集.这方面的某些结果可参见 
Schoen 的深刻工作. 


37. 作用在非紧流形的 P- 形式上的 Laplacian 的谱一般是非离 散的. 在大 
多数情况下，它组成一连续谱，并且它的离散谱部分可能嵌入在连续谱中.连 
续谱是较稳定的.当流形的曲率有界时，若我们取流形的覆盖，则连续谱的哪 
部分是稳定的？当我们一致变化度量时，连续谱的整体结构稳定吗？连续谱中 
何时出现带宽？它们的稳定程度怎样？（若流形覆盖一紧致流形，则这些问题 
应有更好的答案.我们也应研究系数在平坦丛中的形式 .） 

嵌入于连续谱中的那些本征值是较少稳定的.我们如何从数值上计算它们？ 
当流形具有有界曲率和有限体积时，我们能否证明它们有有限的重数，并且对 
应的本征值有适当的增长控制？ 


在 Schoen - 丘成桐的工作 （ Inv . Math . , 92(1988), no . l , 47-71) 中，对于共 

形 Laplacian ,能保证 Green 函数的模的有限性的最小 p 具有重要的几何意 

义.应当对 Green 形式提类似的问题，尤其对覆盖紧致流形的那些流形和中间 
维数的形式. 


38. 设{叫}是紧致流形上 Laplacian 的本征形式组成的一个正则化系 

列 . 对所有£>0,集合 {rr : ||叫|| < £} 的体积定义一函数 Fi ( e ). 是不是存在 

一系列 {q > 0} 使得 0 < .lim snpFiiei) < oo, 我们希望 q 只跟叫的本征值有 

1-^00 

关 . 当然，我们也可以考虑 lim inf 巧⑹. 

i—^oo 

39. 设是 n 维紧致流形， M/ 是 ikP 的紧 (Galois) 覆盖.能否用 Galois 
群的 阶数和 M 的几何来估计 ikT 的第 p 个 Betti 数?特别，当 Galois 群的 
阶 趋向无限时，何时趋向零？若办# n 且 M 具有负曲率，则也许这是真 

的參 


40. 在完备 Riemann 流形上已给一不同调于零的奇异闭链 C ， 是否 
总能找 到一闭形式叫它使得在 c 上的积分不是零？同时可在无穷远控制它的 
性态？ 例如，在什么条件下我们能选取 w 是 L 2 调和形式？当闭链具有像代数 
闭链， Lagrange 子流形等那样更多的结构时，我们想在形式上附加更多的结 
构，并且提反问题. 

41- 二维球面上 Laplace 谱是非常刚 性的. 有一种好的可能，即谱可以完 
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全确定度量.最近郑绍远证明了一个漂亮 定理： 若一度量的谱的重数与球面的 
谱的重数相同，则该度量的所有测地线是闭的.换言之，曲面必是 Zoll 曲面， 
Zoll 曲面的谱 能有炉 的谱的相同重数吗？对高亏格曲面的谱的重数能说些什 
么吗？例如，若环面上一度量的谱的重数与正方形环面上的谱的重数相同，则 
我们能对该度量说些什么呢？ 

42. 在文献 [ U ] 中 K . Uhlenbeck 证明了，对于紧致流形上的一般度量， 
每个本征值都是单的而无重数.能否给出关于度量的一个有效条件，以保证该 
度量是这意义下的一般度量？具有特殊性质的度量不大可能是一般的.例如， 
Einstein 度量具有退化本征值吗？ （ 一种方法是寻求与 Laplacian 可交换的非平 

凡算子.表征这些流形. ） 能否刻画使一切本征值均为单的区域？只有有限多个 
重本征值的区域存在吗？若存在作用于流形上的紧致群，则谱显然不可能是单 
的.但我们可用了解群的表示是否是不可约的来代替这问题. Weyl 估计告诉 
我们本征值的计数函数渐近性态的主项.误差部分是否反映了流形拓扑的某些 
方面？例如，环面能否容许一个度量，它的谱性态像是球面的谱去掉 Weyl 项那 
样？ 人 的重数的增长与流形的拓扑有关吗？仅从函数的谱中我们能获取哪些 
类型的拓扑信息？ 

43. Laplacian 或 Schrodinger 算子的本征函数几何学的研究是非常有趣 
的.需要估计本征函数的水平集和临界集的大小.对于前者，有 Donnelly-Fefferman 
([ DF ]) ， ■ Hardt - Simon 和 Dong ([ Do ]) 的精彩 工作. 对于后者，实质上什么都不 

知道.另一个十分重要的有关问题是，当我们把 炉 模规范化为1 时， 估计本征 
函数的极大模.对于哪类流形能估计极大模而与本征值的大小无关？ 

44. 在作者与 Singer , Wong 和 Stephen Yau 的联合工作 （An estimate of the 
gap of the first two eigenvalues in the Schrodinger operator , Ann.Scoula Norm . 

Sup . Pisa Cl . Sci ., (4) 12(1985)，319-333) 中，对于凸域找到了 (Ai - X 2 ) d 2 

的一个下界估计，其中 A l5 A 2 是前两个本 征值； d 是区域的直径.对于这样 
的下界估计，最佳常数量是什么？是否存在极值区域？对于非凸域或有边界 
流形，能否找到 A 2 - A ； l 的好的下界估计？设 M e 是 n 个 S 3 的积流形中由 
d ( xi , x i+1 ) < e ( Vi ) 和 d ( xi , x n ) < £ 所确定的流形.假定 e = 1/ n , 那末，对算子 
-A + d ( xi , x i + i ) 2 + d ( xi , x n ) 2 ] 估计入 2 -入 1 将是感兴趣的 • 

45. 最近 ， Melas (On the nodal line of the second eigenfunction of the 
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Lalacian in E 2 ? J. Diff. Geom., 35(1992), 255-263) 证明了任何第二本征函数的 

结点集不可能包围一有界凸域得紧致子区域.对于高维 Euclid 空间有类似的结 
论吗？ （ 最近 David Jerison 在这方面已作出了一个重要贡献 •） 对于带边界的 

紧致流形，这些结论在什么程度上成立？更高本征值的结点集的拓扑是什么？ 
例如，能否找到本征函数的无穷序列，它们的结点域是胞腔的非交并？ 

46. 如所言， 198 4 年， Went e ([We]) 最终解决了关于 R 3 中常平均曲率环 
面的存在性这个早就著名的 H. Hopf 问题. 接着 Kapouleas (N. Kapouleas ， Com¬ 
pact constant mean curvature surfaces in Euclidean three space, J. Diff. Geom .， 

33(1991), 683-715) 构造了高亏格的常平均曲率曲面的例子.这些曲面有物理意 
义吗？正如 Barbosa 和 do Carmo 已注意到，这些曲面在古典意义下是不稳定 

的.这些曲面是否有可能在某个适当意义下是稳定的？常平均曲率曲面的模空 
间是什么？在 Reilly 的关于嵌入曲面的 Hopf 猜想的证明中，他实际上证明了 
曲面的浸入不可能是一个三维流形的浸入的边界 • 因此，不是浸入的每个拓扑 
型都是可允许的.这些浸入能在拓扑上进行分类吗？如果我们把曲面的面积规 
范化为1，则它们的平均曲率的可能值是什么？ 

4 T . 具非正曲率的秩1紧致流形的通用覆盖的 Martin 边界是什么？注 

意， W. Ballman([Ba])(On the Dirichlet-Problem at infinity for manifolds of non- 
positive curvature, Forum Math., 1(1989), 201-213) 解决了这些流形的 Dirichlet 

问题. 对于曲率介于两负常数之间的完备单连通流形，有 M . Anderson 和 R . 
Schoen 的深刻工作 （[ AS])(Positive harmonic function on complete manifolds of 
negative curvature , Ann . Math ., (2) 121(1985),429-461). 当流形为乘积流形时， 

有 A. Freire 的工作 （ [F] ， J. Diff. Geom.，33 (1991) , 215-232). 仍然未解决的一 > 
个问题是，寻求完备流形上的一般条件，以保证流形支撑非平凡的有界调和函 
数.例如，若流形是完备单连通的、且曲率以一负常数为上界，则能否找到定 
义在流形上的非平凡有界调和函数？若流形是有限连通而不一定是单连通的， 
则会发生什么情况？显然，我们应假定体积是无限的. 

对于具负曲率的完备 KShler 流形，能提类似的问题.可以研究这些流形 
Silov 边界.然而，这是不成熟的，因为我们甚至还不知道如何只根据曲率和拓 
扑数据的知识来构造非平凡的有界全纯函数. 

48•设 M 是具非负 Ricci 曲率的完备 流形. 具有多项式增长 （ 当增长率固 
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定时）的调和函数空间是否是有限维的？ R n 具有多项式增长调和函数的极大 
维数吗？自从作者在1981年国际数学家大会的演讲中宣布此问题后，李伟光和 
谭联辉 （[ LT ]) 已对此问题作了极好的工作.当 M 为 Kahler 流形时，我们想知 
道多项式增长全纯函数的代数是否是有限生成的？生成元将导致 M 到 C " 的 
全纯映射.它的象和纤维看起来像 什么， 我们也可用具有界曲率的线丛的全纯 
截面代替全纯函数. 

49. 在度量空间中应用 Richard Hamilton 流 ( flow ) 方面，已有许多精彩结 
果.也存在着有待研究的若干重要问题.当度量为 Kahler 曹怀东 （[ Ca ]) 证 
明了长时间的整体存在性.方程的渐近性态是十分有趣的.似应与流形的复结 
构的稳定性有关.当流形为三维时，流的奇异性也许与流形拓扑的约束有关 • 

50. R . Bartnik ( Comm . Math . Physics , 94(1984) , 155-175) 证明了在某些坐 

标条件下极大叶片在无穷远和在内部的存在性.假设只是测地完备的并且是一 
个渐近 Euclid 的 Cauchy 曲面，这样的极大叶状结构存在吗？可能这与 Eschen - 

berg ， Galloway , Baum , Ehrlich , Markvorsen 和 Newman 等最近证明的分 
解定理有关. ( J . H . Eschenberg , The Splitting theorem for Spacetime with strong 
energy condition , J . Diff . Geom ., 27(1988), 477491; R . Newman , A proof of the 
Splitting conjectue of S - T . Yau , J . Diff . Geom ., 31(1990), 163-184) 在分解猜测 
( 见丘成桐编的“ Problem Section ”,问题 115, Ann . Math . Studies , no . 102, 
Princeton University Press , 1982, 669-706 -译注）的叙述中，我们能否把存在 

一直线的假设代之以存在一完整的稳定测地线？ 

51. 在广义相对论中，存在一组包含渐近平坦度量张量与另一对称张量的 
约束方程组.有四个约束方程，因而是欠定的.我们能以有效的方法来“解” 
这组方程吗？ 

最近， R . Bartnik ( Quasi-spherical metrics and prescibed scalar curvature , J . 

Diff . Geom , 37(1993), 31-71) 已找到一种方法将一大类 M 3 上具有非负数量曲率 

的渐近平坦度量参数化.他假设存在面积递增的圆球面的叶状结构.后面这个 

假设是为了防止极小球面的存在.最好是给出没有假设条件的完全分类.更一 

般地，在 M 3 我们有另一对称张量，它在无穷远处二次地衰减，使得 

r 2i 2 
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是否也能将渐近平坦度量连同这个张量；的集合参数化？参数化这些初 
始数据集使得策划曲面 （trapped surface ) 存在，这也是很重 要的. 是否有证明策 
划曲面存在性的变分方法？ Schoen - 丘成桐 ( Comm . Math . Phys .，90(1983) , 

575-579) 利用物质稠密性找到了充分 条件. 寻找包含引力内容的条件也是重要 

的. 

9.4 Kahler 几何学 

52- 试证： 维数 >3的每个紧致殆复流形都容有可积的复 结构. 对于6维 

球面，这个问题仍未解决.一种方法是在殆复结构空间中作一抛物流，以便把 

殆复结构变形到可积的复结构.能否利用流形的拓扑不变量给出流形上复结构 
模空间的分支数的估计？ 

53. 给定一复流形，我们能否找到一种操作程序来认定它是否允许 Kahler 
结构？所有已知的不变量都出自 Hodge 结构. 存在挠不变量吗？若一流形容 
有两个具相同陈类的复结构且其中一个复结构容有 Kahler-Einstein 度量，则另 
一个复结构也是 Kohler 结构吗？（注意，若流形不是 Kahler-Einstein 的，则 
Hironaka 已经构造了反例 •） 

54- 代数流形上全纯丛的陈类可用代数闭链来表示.对于一个容有全纯结 
构的复向量丛 f ， 若我们允许取 y 与某平凡丛的直和，这是否是仅真的障碍？ 
为使紧致流形 M 的上同调类表示成与 M 微分同胚的某复流形上全纯向量丛的 
陈类，其障碍是什么？显然，它们是整数的，并且对某个复结构它们必是 
型的.若我们把全纯向量丛限于由切丛生成的自然丛，则以型作为障碍 
当然是不够的.进一步的准则是什么？例如，一个 （ A ;， fc ) 型整数类何时是流形 
上某个复结构的陈类？对于复曲面这与和 C 2 的分布问题有关. 

55. 若紧致复流形 M 可形变到具非正数量曲率的 Kahler-Einstein 流形， 

則 M 是 Kahler 的吗？ 一 种特殊情况是 K -3 曲面. Todorov 有一个利用周期 
映射的满射性的 想法. 在作者建议利用某种特殊 Hermite 度量的基础上，肖荫 
堂能够完成对于 K -3 曲面的证明.也许这些想法的推广能应用于高维情况 • 

56. 试证： 紧致 Killer 流形能被形变到代数流形.每个紧致 Kahler 流形 
能被嵌入到某个 （ 奇异的）能形变到 CP 。 通用对象中，这可能吗？ 

57. 紧致复流形的代数维数是亚纯函数城的维数.当它等于流形的维数 n 
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时，称该流形为 Moishezon 流形. Moishezon 证明了，经过沿子簇的膨胀变换 
(blowing up ) 后， Moishezon 流形就变为代数流形.能否控制这一类子簇？通 
常是，在 Moishezon 流形上存在同调于零的复闭链.这是一般现象吗？若代数 
维数为 n - 1，则 Ueno(Springer Lecture Notes , 439) 证明了，它双有理同构于 

Moishezon 流形上的一个椭圆滤子空间.当代数维数更小时，对应的结论是什 
么？ 

58. 固定一复流形 M，M 上具有已给复结构的拟射影结构的模空间是什 
么？表征那些模空间维数非零的 M . 能确定那些仅与复结构有关的拟射影结 
构的双有理不变量吗？若我们用 M 上正则的双有理变换把拟射影结构等同起 
来，则是否能利用这些双有理不变量来确定模空间的分支数？使分支数等于1 
的较好条件是什么？（当 M 的第一陈类为负时，便是这种情况 .） 对 Kodair 维 
数较低的 M ，问题更困难.特别，不知道的每个射影紧致化是否是有理 
的？ 

存在着关于全纯向量丛的对应问题.关于拟射影流形上的全纯向量丛，能 
否找到这样的内蕴条件使它们可扩充到流形的某个紧致化上？若拟射影流形上 
两代数向量丛彼此双全纯等价，则什么时候它们是代数等价的？著名的 Serre 
猜想便是当流形为 C - 时的特殊情况. 

59. 设 M 为紧致复流形.我们可用那些由全纯向量丛表示的元素构作拓 
扑向量丛之群的子群.这两个群的相关位置似应告诉我们关于 M 上复结 
构之形变的信息.当 M 为代数流形时，.代数上闭链是子群在陈特征下的像. 
Hodge 猜想是说，这对应于整型 ( p ， p ) 型闭形式.在陈特征的映射下，哪类丛表 
示 （ p ， p ) 型闭形式？ 

设 M 是代数流形.令 lg ( M ) 是 M 上所有代数向量丛的集合对下述等 
价矣系取模 （ 即代数向量丛按下述等价关系的等价类 集合. ——译注).所谓 
两个代数向量丛 W 和込是等价的，如果存在代数线丛 A 和代数向量丛％， 
使得 ㊉ (A < g > %)代数等价于迗 ㊉ ％.在此等价关系下 K i g ( M ) 成为环.它确定 
M 的代数结构到何种程度？ 

60. 已给一代数流形 M ，在具有正规相交的 除子乃 上使其补集为 

或容有负曲率完备 Kahler 度量的条件是什么？能利用 ( M , D ) 的拓扑和 M 的 
模空间计算补集上拟射影结构的模空间吗？ 
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61. 最近， Looijenga ( E . Looijenga ， L 2 -cohomology of locally symmetric va ¬ 


rieties , Comp . Math ., 


67(1988), 3-20) 和 Saper 


Stern ( L . Saper and M . Stern , 


L 2 -cohomology of arithmetic varieties , Ann . Math ” 32(1990)，1-69) 在他们各自 


独立的工作中解决了著名的 Zucker 猜想. 对于一大类具有限体积的局部对称空 
间， I 2 上同调被证实是同构于有 Baily-Borel 紧化的空间的相交上同调.一个 


具有限体积和非正曲率的完备流形，何时有有限维的 L 2 上同调？在这种情浼 
下能否拢到一个适当的紧化使它的相交上同调为 P 上同调？ 


当流形为 Kohler 时，我们可以有一较好的 回答. 也许具有限体积的完备 
KaWer - Einsteiii 流形总有有限维的 L 2 上同调，它同构于一适当紧化的相交上同 

调. 也许紧化能用多重典则线丛的 L 2 全纯截面 （ 对一切 p > 0 ) 的环来描述. 
这个环是有限生成的吗？ 

孀 

6 2 •设 M 是完备 Kahler 流形，它容许一个到同维数 Euclid 空间上一致 
Lipschitz 的微分同胚 • ikf 双全纯于复 Euclid 空间吗？这可看作高维 Kohler 流 

形的一种“抛物” 一 致化.我们可用其他模型空间来代替 Euclid 空间.例如， 
若用一紧致 Kaihler 流形上全纯丛的全空间来代替 Euclid 空间，则我们 可问： 
这 Kahler 流形是否是具相同纤维维数的全纯向量丛？ 


63. 设 M 是完备 Kahler 流形，它的体积增长不大于同维 Euclid 空间的体 

积增长. M 上是否存在非平凡的有界全纯 函数？ 关于多项式增长的全纯函数 
又怎样？它们构成一有限生成的环吗？ 


6 4 •设 M 是具零 Ricci 曲率的紧致单连通 Kahler 流形 • 是否能把 M 中所 
有稳定极小的沪进行分类？它们关于 M 上某个复结构是全纯的吗？解决 IT 
中面积极小化曲面的问题也许也是有兴 趣的. Micallef ([ MM ]) 的工作已解决了 
这个问题的大部分. 


65. 证明： 一个具正的第一陈类的紧致 Kahler 流形容有 KEhler - Einstein 度 
量的充要条件是流形在几何不变量理论意义下是稳定的，切丛作为一个丛是稳 
定的，并且自同构群是可约 化的. 至今所知的最有意义的结果属于田刚 （ G . Tian ， 
[ T 1】 和 [ T 2 ]). 虽然自田刚工作之后有若干文章发表，但还未有更好结果.距离 
全部都解决这个猜测还有一段 距离. 

66. 设 M 是具非负第一陈类的 n 维紧致 Kahler 流形.令 u ; 是整 Killer 
类. 是否 能用/ 来估计 c 2 Uw n - 2 的上界？除非 M 被环面覆盖，否则 c 2 Ua ; n - 2 
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总是正的吗？对于每个维数，是否只存在有限个具非负第一陈类的流形的形变 
类？若 M 不是被环面覆盖，则 M 中是否总能找到有理曲线？当然 Mori ([ Mo ]) 
和 Wilson ([ Wil ]) 的理论对此为我们提供了许多结果. 

67. 设 M 是具正全纯截曲率的紧致 Kahler 流形. M 是否是单有理的 
( unirational )? M 是否具有负的 Kodaira 维数？ M 是否为代数流形这一点也不 

大清楚. 

如所知，这类流形必是单连通的，因为闭测地线的第二变分公式表明 ，一 
条闭曲线总能最短化.当 M 为曲面时， Hitchin ([ H ]) 证明了这类流形恰好是有 

理曲面类.若具正全纯截曲率的紧致流形沿着一个子簇膨胀后得一代数流形， 
则此代数流形是否仍具有正全纯截曲率的度量？ 

寻找一个好的充分条件，使代数流形容有一负全纯截曲率的 Killer 度量， 
这也是颇感兴趣的. 

68. 寻找一般的几何准则，使一个代数流形是单有理的.例如，怎样的 Fano 
流形是单有理的？我们能否找到一个微分几何准则来区分单有理和有理的概 
念？ 

69. 设反是 一般型紧致代数流形 M 的通用覆盖.假定 M 具有有限拓扑 
并且不包含有理曲线 . 兑是否双亚纯于某个代数流形 iV 的一个子域，使得 M 
的覆盖变换群可表示为 iV 的双有理变换群的子群？若 M $有理曲线，则我 
们应考察包含一切有理曲线的子簇的补集的通用 覆盖. 若 i 是 c - 中的有界 
域且若 h ( M ) = 0 ,则 M 的模空伺紧致吗？具有％ = 0 ( 对于 i 〉1 ) 的紧 
致 Kahler 流形是趋向于刚性的.能否描述这个刚性？能否把这些流形的^分 
类？若 r 是 Kahler 流形 M 的等距群的离散子群，使得及\尸是紧致的，则尸 
是否同构于某个紧致 Kahler 流形的基本群？若 r 保持 Hodge 度量不变且它容 

有一个具有限指标的无挠子群，则这就是上述的情况. 

70. 设 M 是一代数流形，它的切丛是半正定的.若 M 的 Kodaira 维数为 
负，则 M 是齐性流形吗？若 M 的 Kodaira 维数为零，则 M 被环面所覆盖吗？ 
当 dimM = 3时，，郑方扬（间）能够给出一个肯定的回答. Campana 告诉作者， 

他和 Peternall 可证明同样的 论述. ( F.Campana and Th . Peternall , Projective 
manifolds whose tangent bundle are numerically effective , Ann . Math ., 289(1991), 
169-187.) 
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71. 设 M 是具正 Ricci 曲率的完备 Kahler 流形. 试证： M 是某个紧致 
Kahler 流形的 Zariski 开子集. 

72. KShler 流形能看作辛流形.辛结构与复结构之间的相互作用应是非常 
有趣的.例如， Schoen 和 Wolfson 证明了，2维紧致 Kahler 流形中的闭 Lagrange 
曲面的面积可在它的同伦类中极小化，从而得到极小 Lagrange 曲面.当 Kahler 
曲面是具有 Ricci 平坦度量的 K -3 曲面时，这样的曲面关于 X -3 曲面上的某个 
复结构必是全纯的.对于具 KShler-Einstein 度量的一般 KShler 曲面，这是真的 
吗？特别，每个单连通的 Kahler 曲面是否容有一复结构使它支撑一有理曲线？ 

当两个 Kahler 流形辛微分同胚时，关于它们的复结构我们能说些什么？构 
作一个4维辛流形使它不允许 Kahler 结构是颇为费劲的.使一单连通的辛流形 
是 KShler 流形，除不等式 3 c 2 > c ? 夕卜， 其他的拓扑障碍是什么？ 

73. 能否用代数几何方法表征那些第一陈类可用非正的半定形式来表示 
的代数流形？这与下述丰满猜测 （abundance conjecture ) 有关：对于 一 个“极 

小”代数流形，典则线丛的高次幕由整体截面生成（见 Kawamata , Inv . Math ., 
79(1985) ，567-588 )， Kawamata 也证明了，若典则线丛是数值有效的且是大的， 

则它的高次倍数没有基点.这当然是与上述问题有关的.能否证明：对于某个 
仅与维数有关的整数 iV ，典则线丛的 iV 重将给出一个到射影空间的双有理映 
射，如果典则线丛是数值有效的且是大的. 

74. 设 M 是 Kodaira 维数为零的 Moishezon 流形. M 是否双有理等价 
于某个典则线丛平凡的代数流形（具有适度奇性）？最近 Kawamata 对三重形 
(three fold ) 证明了这个论断.已给一具平凡典则线丛的三重形，我们能否把相 
互双有理等价且微分同胚的所有其他的具平凡典则线丛的三重形加以 分类？ 

75. 能否用代数几何表征那些第一陈类可用正的半定形式来表示的代数流 
形？若典则线丛是无挠的，则反典则线丛有非平凡截面吗？ 

76 . 设 M 是第一陈类为零的紧致三维 Kahler 流形.弦论学家们提出 M 
的镜流形的概念.它被假定为第一陈类为零的另一个紧致三维 Kahler 流形. 
然而， Euler 数应是互为反号的.若一个流形的第二 Betti 系数等于1，则存 
在着另一流形的复结构的模空间来计算这流形中固定次数的有理曲线个数的方 
法.能否以数学方式来叙述这些概念并证明某些公式？显然 M 的环路空间或 

到 M 的映射空间与镜流形中相应的几何有关， M 的模空间显然是镜流形 
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的 KShler 锥所定义的管状城与一离散群的商空间 • 无论怎样，还不知道模空间 
是否是拟射影的. 

77. 设 M 是第一陈类和第一 Betti 数均为零的紧致三维代数 流形. 能否找 
到这样的稳定丛，它是切丛的形变加上平凡线丛，使得稳定向量丛在任何有理 
曲线上的限制是非平凡的？对于流形 M 上使得 Cl ( V ) = ci ( M ) = 0和 c 2 ( V ) = 
c 2 ( M ) 的秩为3的稳定向量丛 V ， \ c 3 ( V )\ 的最小可能值是什么？能使 \ C3 ( V )\ < 
| c 3 ( M )| 吗？ 一 般地，我们想要构造这样的稳定丛 F , 使得 C !( F ) = 0, c 2 { V ) = 
c 2 ( M ) 和 \ c 3 ( V )\ = 6,并且 F 在任何有理曲线上的限制是非平 凡的. 设 M 是 
使 Cl = 0, C2 = C 2 ( M ) 且它在任何有理曲线上的限制为非平凡的稳定丛的模空 
间.这些丛在弦论中 （[ Wi ]) 是特 殊的. 关于这个空间，还能说些什么？ 

78. 在弦论中，寻找那些使 c 1= 0， Euler 数等于±6且其基本群为非平 
凡的三重形 (three fold ) 是很有用的.我利用在射影空间乘积中超曲面的完整交 
上取&自由作用，构造了一个例子以后田刚 ([ TY ]) 和我再推广到其他情形. 
所有这些，或相互微分同胚，或用小分解来构造，或取这些流形的轨道空间来 
构造. 因此，这种作法可用来构造成千上万的例子 ([ CGT ]). 然而，没有产生使 
Euler 数等于±6且基本群为非平凡的本质性新例子.看看是否有更多的某种例 
子，这也许是有趣的. 

79. 为了从分析上理解镜对称性，寻找如下形式的 Hermite 度量是有兴 

趣的.局部上应存在 （ i , o ) 形式 ％ 使得并且要求 - 
rl ) = 0. 在紧致复流形上容有这样的 Hermite 度量的条件是什么？且如何将它 

们参数化？ 

80. Donaldson 不变量是在研究紧致四维流形上自对偶联络的模空间时被 
构 造的. 对于代数曲面，能否用某些易算的代数几何不变量来表达 Donaldson 
不变量？例如，能否用多重典则环来计算它们？对于维数大于2的复流形，可 
以用 Hermite 杨 - Mills 联络代替自对偶联络.于是可以定义类似的不变量.关 

于它们，我们能说些什么？ 

81. 设紙和从 2 是两个具有有界曲率和有限体积的完备 Kohler 流形.假 
定和 M 2 是相互 （ 正常）同伦的 • 能否找到媽和 M 2 之间的具有有界能量 
的同伦等价？这在研究刚性问题 （[ JY ]) 中是重要的.若问题的回答是否定的， 
则对那些不支撑这种同伦等价的流形的拓扑进行分类将是有意思的.对于具有 
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有限体积的局部对称空间，同样的问题也属未知. 

82•设 M 是完备 Kahler 流形，它是某个紧致流形的 Zariski 开 子集. 假定 
我们要研究能被紧致化的 M 的形变 • 能否推广 Kuranishi 理论，用 H ^ T ) 中 
的 Z 2 模来表示这些 形变. 显然，关于 KEhler 度量需要某些 条件. 这些条件是 
什么？ Y . Kgwamata ([ K ]) 已发展了一种对数形变理论，它涉及理论的代数方 

面. 然而，在分析方面似乎有更多的工作要做. 一 个有趣的例子可描述如下. 
设 M 是 Ricci 曲率为零的完备 Kahler 曲面. 令 o ； 是 Kahler 形式是一全纯2 

形式使得 = 万和 o ; 的线性组合将在 M 上定义一个新复结构 • 

我们如何描述这个复结构？ 

83. 对于 CP " 中的区域，寻找一个判别准则，使它能支撑一个满足下述条 
件 的完备 KShler 度量： （1) 正的全数量 曲率； （2) 正数量曲率； （3) 正 Ricci 曲 

率 •，（ 4 )正全纯曲率 ： （5) 正的双截 曲率； （6) 严格负的 Ricci 曲率； （7) 严格 
负的 全纯截曲率； （8) 严格负的双截曲率.对于前五种情况，我们想研究区域 
的 补集. 它有小的 Hausdorff 维数吗？它是复子簇之并吗？ 

84 - 有一个漂亮的 Belyi 定理 ([ Be ]) , 一 条代数曲线被定义在 Q 的代数闭 

包上，当且仅当它能在 P 1 上分枝，最多具有 P 1 中的三个分枝点 ( Belyi , G . V ., 
On Galois extensions of a maximal cyclotomic field . Mathematics of the USSR , 

14(1979), 1-3, 247 - 257). 能否给出这个定理在高维代数流形的 推广？ 例如， 

Heraiite 对称域的商可以用代数几何表征（见 [ YI ] )• 能否用代数几何的数据来 

区分哪些是定义在 Q 上的？给出作者下述定理的纯代数几何证明是重要 的：球 

体的商由陈数所表征 • （作者也证明，其他的 Hermite 对称域的商也有代数几 

何 的特征 .） 这样的证明有希望能挑选岀哪些是算术群的商. 

85. 给出全纯向量丛 F 容有平坦联络，即由 WM ) 到 GL ( n , C ) 的表示 
所产生丛的代数几何准则.自然，对一切 i，q = 0是必要条件.若它由町(从） 
到 U ( n , C ) 的表示所产生，则根据 Donaldson ([ Dj ) ;和 Uhlenbeck - Yau ([ UYj ) 的 

定理 ， ci = C 2 = 0,且丛的稳定性是充分必要的•在 F 上设置 Higgs 结构， 
Simpson ([ Si ]) 已得到了类似的 准则. 也应提及 Corlette 的工作 ([ Co ]). 知道了 
丛 是由基本群的表示所产生的之后，我们能否用代数几何数据来发现表示的特 
征？ 射影平坦结构结果变成是非常自然的.它们出现在弦论中产生的有关问题 
中. 如何能用代数几何表征它们？若流形是拟射影的，则会发生什么？ 
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86. 已给两个非紧型的局部不可约的 Hermite 对称空间腿和 M 2 . 若对 
每个纤维维数，和 M 2 上的平坦向量丛的模空间是互相同构的，则从同 
构于 M 2 吗？ 


87. 若紧致 Hermite 流形的和乐群能约化为 U { n ) 的真子群，则我们关于 
流形能说些非平凡的东西吗？问题是联络未必是 memann 的.例如，若和乐群 
是离散的，则流形被一复 Lie 群全纯地覆盖.从切丛构造出来的全纯丛，例如 
切丛与平凡丛的直和等，对于这种丛上的 Hermite 联络研究同样的问题也是很 
感兴趣的.也应允许和乐群是非紧致的. 

88. 设 M t 是圆盘上的紧致代数流形的全纯族，使得当 t # 0时 M t 容有 

Kahler-Einstein 度量. 当 f —* 0时 Kahler-Einstein 度量怎样变化？ Green 函数 
和谱怎样变动？ Ji ( p ]) 和 Wolpert ([ Wo ]) 对 Riemann 曲面研究了这个问题 • 
Jorgenson ([ Jo ]) 和 Wentworth ([ W ]) 也研究了当度量是从 Jacobian 诱导出来时 

的有关问题. 

89. 对于作为广义相对论中精确解出现的不少流形 ( 具有奇性 ) 可以“ Wick 
旋转” （[ P ]) 其度量来得到非奇异的 Ricci 曲率为零的完备 Riemann 流形.这是否 
是一种偶然性，或是否在这种构造背后有一个有用的原理？能否从完备 KShler 
流形回归到物理上感兴趣的时空？ 


9( h 设是一般型的紧致代数流形，它能微分同胚于一个非一般型的代 
数流形吗？在一般型的紧致代数曲面上，代数结构的模空间是连通的吗？哪种 
类型的基本群可作为一般型代数曲面的基本群出现？ Toledo 的最近工作 （[ To ]) 
给出一个基本群不是代数的紧致代数曲面的 例子. 能否表征那种拟射影流形： 
它是一般型代数曲面的模空间？ 

91. 设 M 是代数流形， G 是光滑作用在 M 上的有限群. G 是否必保持 
M 上某个复结构不变？ “特异”作用应是罕见的.如何描述它们？ 


92.设 X 是一紧致的代数簇 . X 的哪一部分拓扑是双有理不变的？假设 
D 是任一有效除子，它是相异不可约的子簇的直和.由包含关系可知，在诸 
的集合上存在一个偏序.取 X \ D 上各种解析对象的极限，便可定义 X 的双 
有理不变量.例如，可取1\乃 或炉 ( X \ D ) 的极限.如何计算它们？对于群 
7 Ti ( X \ D ) 研究它的表示论可能是有趣的. 若 X \ D 被具有覆盖变换群的 
非紧流形所覆盖，则我们可研究戈 D 的作为 G 模 L 2 上同调 Hodge 群. 
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我们能否取这些模的极限来给出 X 的双有理不变量？ 

93. 试把那些包含同构于 D \ r 的 Zariski 开集的紧致复流形进行分类， 
这里 O 是一紧致 Hermite 对称空间中的开区域， r 是这空间的双正则变换子 
群 . 一切 ▽//() 类的曲面大概都以这种方式出现. 

我们期望见到一大类维数 > 3 的非 Kahler 的紧致复流形.对这些流形， 
Hodge 理论一般是无 效的. 我们能引入哪种类型的解析不变量来研究它们的复 
结构？在 M n 上满足条件 dd ( u ; n - 2 ) = 0 的 Hermite 度量 o ； 似乎对许多有用的 
解析论证特别有趣..郑方扬向我指出了：在这些流形上全纯1形式必是闭的. 
对于这些度量存在性能否找到有用的判别准则？对于非 Killer 流形，能否找到 
其和乐群落在 GL ( n , C ) 中的典则 Hermite 度量或典则联络的一个好的概念？ 

94. 田刚 ([T3]) ^ Todorov 已经 证明： 第一陈类为零的紧致 Kahler 流形 
的形变是无障碍的.对全纯向量丛存在这种类型的定理吗？对于附加条件的一 
般型曲面，能否找到类似的定理？例如，若切丛是负的，则模空间将是无障碍 
的吗？多年前，当作者提出负曲率的紧致 KShlei •流形上复结构的刚性时，作者 
也提议研究这些流形上全纯切丛的刚性.利用丛曲率找出使丛为刚性的充分条 
件，这可能吗？ 

95. 设 M 是具有丰富典则线丛的紧致代数流形.作者 （[ Y ]) 证 明了： M 
能写成非平凡乘积流形之商，当且仅当 rM 全纯地分裂.若 m 是一般型的且极 
小的，则这样的定理看上去亦真.也许利用函数代数也有这样的定理的表述. 
换言之，能否找到使一个函数代数成为子域的非平凡张量积或“挠曲”张量积 
的某种“线性”表征？进而能否找到这样的一个准则，它是利用代数流形的切 
丛来判别该代数流形是否是另一流形上的非奇异纤维空间？显然，切丛必是另 
一丛的全纯子丛的扩张. 

若一个具有负的第一陈类的代数流形微分同胚于一个乘积流形，则该代数 
流形能写成全纯纤维空间吗？ 

96. 证明： 任何同伦于紧致 Hermite 对称流形的代数流形必双全纯于这些 
流形的纤维积.若我们只假定流形是 Moishezon ， 则会怎么样？若流形是三维 

的，则后一问题的回答是肯定的.（见 Kollar, Survey in differential geometry, 
1991, 175 ) 

97. (在 Kobayashi 和 Brody 的意义下是双曲的）复几何中许多概念在 


9.4 Kahler 几何学 
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Riemann 几何中都有它们的对应.设 M 是一流形 （ 或单纯复形 ) .若 M 上存在 
一 度量，使得不存在 IR 2 到 M 的距离递减的共形调和映射，则 M 被定义为拓 
扑双曲的.由 Sacks-Uhlenbeck 的定理，易见 M 是根据 V. Bangert 和 
V. Schroder 的最近工作 (Existence of flat tori in analytic manifolds of curvature, 
Ann. Scient. EC. Norm. Sup., 24(1991), 605-634) , 我们也料想：若具,正曲率 

的紧致流形在它的基本群中不容有非平凡的 Abel 子群，则该流形是拓扑双曲 
的.已给一个紧致的欠 ( tt ,1)， 在它的基本群中不容有非平凡的 Abel 子群，那 
么该流形是拓扑双曲的吗？若 K ( tt ，1) 不是有限维的，则推广这概念的好方式 
是什么？（注意，若流形边界非空，则我们应要求边界是凸的 .） 

类似的“测度双曲”是说流形的 Gromov 体积非零.复流形中一个类似的 
未解决问题是下列 问题： Gromov 体积非零的紧致 n 维流形是拟双曲的吗？拟 
双曲性是上述双曲性定义的如下 修正： 允许从 R 2 出发的映射的像是一确定的 
低维子簇的子集. 

数量曲率非负的紧致流形能否是拓扑拟双曲的或拓扑测度双曲的？如果我 
们用余维 >3的嵌入球面上的割补术修正流形，则这些概念如何变化？ 

98. 设是复流形.取个数最少的从到的全纯映射使得 AT 1 能 
被这些映射所覆盖，我们可用这个最小数来定义 M 的一个全纯不变量.若不能 
用这些映射覆盖 M " ,则定义此数为无穷大.在满全纯映射下这个数递减.对 
于有理流形，能否计算此数？若在上述定义中我们要求映射是浸入或嵌入，则 
会怎么样？若我们观察 (fc < n ) 到 ikP 的映射，则我们可以寻找这种不可约 
全纯映射族的个数. 

99. 对于一维 Kohler 流形， Green 函数是一个有力工具，并且由于 Lapla- 

dan 共形不变性，对于它是相当了解的.在高维 KShler 流形，我们寻找函数 p 
使得 a; + > 0 并且 （ a; + 由 delta 函数的某个倍数所给出.能否利用 

这个非线性 Green 函数来作出有界全纯函数？也可通过观察 Laplacian 在 （ n ， 0) 
形式上的作用来研究线性 Green 形式. 

100. 在 Rifemann 几何中， Laplacian 的谱与闭测地线的长度之间有着密 
切的关系.对于 Laplacian 在形式上的作用，是否存在类似的那些公式？对于 
Kohler 几何，我们想研究 Laplacian 在 （ p ， g) 形式上作用的类似公式.极小球面 
的面积与作用在流形的环路空间上的某类算子的谱有关联吗？ 
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附录 I 几何学的未来发展 


校长、院长及各位同学，今天很荣幸能够在这里演讲，尤其今年是交通大 
学一百年校庆纪念，能到一个比较注重工程的学校来讲数学，表示交通大学也 
注重理科方面的工作，这是很有意义的.因为基础科学对于工程学有很重要的 
启 发性. 今天我讲的题目是林松山教授给我的.但是学术的未来很难猜测，很 
多有学问的人都曾经得出错误的结论.所以我不作任何猜测，我只能够 根-以 
前的历史来做一些建议. 

今天要讲的历史主要是从个人的体验来看.我不是一个历史学家，我讲的 
很可能是错误的.可是这不重要，因为我想讲的是我从做学问得出来的观念，希 
望能够以我自己的经验来做一些建议.清华大学和交通大学都曾赠予杨振宁先 
生荣誉博士，我看过杨先生写的一篇文章，杨先生讲做物理好像画图画一样. 
我想做几何也跟画图画差不多，不过我们画的图画更广泛一点.物理学家要画 
的基本上只有一张图画，就是自然界的现象.但是几何学家可以随意去画，我 
们可以画广告画，画工程学需要的画，也可以画印象派的画和写实的画.广告 
画可以在商业上有很大的用处，过几年后可能成为收藏的对象.但是由于商业 
气氛浓厚， 一 般画家不大愿意认同它们的价值.广告画或工程画却可能对写 
实派的画和印象派的画产生相当的影响.不过画印象派的画或山水画，一定要 
有很深的技术、功力和想法才能画得好.出名的画家往往花很多时间在磨练、 
猜测，将他的工具不停地推进，在好的气质修养下，才能够画出好的印象派的 
画或山水画.一般数学家和几何学家也有同样的经验，有意义的工作即使是个 
很小的观察 （ observation ), 往往花了数学家很大的精力去找寻.找寻的方法 

不单是从大自然吸取，也从美学和工程学来吸取.怎样去寻找有意义的工作， 
跟我们气质的培养有密切的关系. 

现在我想谈几何的历史，看看从前，再预测未来.因为我没有想到林松山 
教授给我这么长的时间，所以会讲长一点.从前我们念中学的时候，念国文、 


1 本文是丘成桐教授 1996 年在台湾交通大学的演讲辞，由林松山整理 . 
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念文学批评，总会说一个时代有一个时代的感慨.文学上有古文学、有诗经、 
有汉赋、有唐诗、有宋词，从一个时代去学习一个时代，很少能够学得刚好一 
样.我们现在看诗经写得好得不得了，可是我们学不到诗经里面的情怀意念. 
时代不同，感慨也不同了.随着时代的变迁，因为时代不同的需要，我们培养 
出不同的感情，取舍自然不一样.数学基本上也是一样，我们可以很羡慕从前 
大数学家做的工作，可是我们不可能也不一定要跟他们一模一样.就好像我们 
现在学苏东坡的诗和词，我们不可能也不需要学得一样，但是我们可以从他的 
诗词里得到想法，帮助我们去理解大自然，找寻表达自己感情的方法.从几何 
来说，我们所要寻找的跟物理学一样，就是真和美这两个观念.还有一个很重 
要而容易忽略的动力，是由工程学对数学需求所产生的.这三个想法推动了几 
何学的发展. 

美的观点在不停地改变，改变的方式跟我们当时认识的自然界有很大的关 
系 .一、 二千年前我们认识的自然界跟现在我们理解的自然界完全不同，所以数 
学或者几何学不停地受到这个变动的影响.在几何学来说，美可分为两 方面： 
静态的美和动态的美.静态的美，譬如一朵花或雅致的山水，我们大致知道怎 
样准确地去描述它们，甚至将我们的感受表达出来.如何描述动态的美对我们 
来说是一个很困难的问题，例如水在流或天在下雪，在不同的时间、空间，事物 
会产$剧变，这是一个相当美的图画.可是到目前为止，剧变的研究对理论物 
理学家、数学家跟几何学家都是一个很大的挑战.为了对时空作深入的描述， 
几何学家有不同的研究的 路径： 有人从物理学的角度去了解，有人从微分方程 
的角度去了解，这都成为几何学的重要课题. 

从古至今大家都讲美，但是没有很客观的标准来决定什么叫美或者不美. 
最重要的观念只有一个，就是简洁 simplicity . 这往往是我们审美的一个主要标 
准.在做几何、做数学、做物理的研究时，我们都在描述一个很复杂的几何现 
象.假如我们没有办法将几何现象用很简洁的语言表达出来的话，我们不算有 
一 个好的定理或者好的文章.用很简洁的语言来推导和描述繁杂的几何现象， 
在欧几里得的时代就归纳为用三段论证方法得出的过程.当时有很多定理，从 
希腊或埃及早期就发现了很多不同的平面几何现象，但是没有办法有系统地放 
在一起.欧氏很重要的贡献，就是能够将定理统一起来，用公理来解释所有当 
时发现的定理.例如两点之间可以用惟一的直线连接起来这个事实，可以推导 
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出很多 定理. 追求用简洁的语言来解释复杂的几何现象，是几何学家的目标. 
物理学也是一样，物理上很复杂的现象也希望用统一场论来描述.从前中国也 
发展了平面几何，可是始终没有办法发展成完美的严格数学理论.这是中国数 

学不如西方数学的一个原因.公理化以后我们才能够统一处理和了解繁复的现 

* 

象， 也因此知道欧氏几何所能解释的只是很简单的理想化的几何现象. 

我们在自然界里面发现的现象远比平面几何要复杂得多，阿基米德和牛顿 
开始用微积分的方法来描述变动的曲线和曲面.引进了微积分以后，几何学有长 
足的进步，我们开始知道直线或是圆以外的图形都可以用严格的数学来描述. 
牛顿从物理的观点来看质点怎么变动成一条曲线，从而发展了微积分.几何学家 
发现描述几何图形非靠微积分不可，几何学从希腊的公理化到牛顿的微积分是 
一个很大的进步. 

古典力学无论在阿基米德，牛顿或是现代，对几何学的影响力都是很深远 
的.它引进了变分法的观念，例如我们研究一个简单的 问题： 两点之间最短的 

s •• 

线是直线.这是平面几何要求的.可是假如中间有障碍，就不再是一条直线， 
并且最短的路径并不惟一.这是简单的变分问题，问两点间最短的线是什么？ 
怎么找这些曲线及它的分布情形，到现在为止还是微分几何的一个有趣问题. 
我们知道在圆球上所有的测地线 ( geodesic ) 都是大圆.假设我们将圆球变形 一 
下，变成凸曲面 （convex surface ), 这问题就变成一个很复杂的数学问题.它的测 

地线分布状态并不明显，到目前为止没有办法处理这个问题，只有在简单的椭 
圆体时可以全部解决这个问题.古典力学帮忙我们发现很多不同的工具来解释 
测地线的问题. 

到了 20世纪，我们又发觉古典力学和量子力学有密切的关系.一个重要的 
问题问，当普朗克常数趋向于零的时候，古典力学和量子力学中间的关系如何 
描述，在这方面有很多重要的工作， 例如： WKB 的近似方法.它在几何上产 
生了有趣的影响.例如 Hamiltonian Mechanics 里面的 classical path 和光谱的关 

系，引起了微分几何学家和微分方程学家企图联系 Laplace 算子的谱和测地线 
长度的工作.古典力学通过 geodesic ,量子力学通过 Laplace 算子得到很多几何 
现象， 如何将它们联系是一个很有趣的几何问题.我想这方面的研究会有很大 
的 发展. 从古典力学到量子力学，更进一步，就是量子场论，这里有无穷多个质 
点，相空间变成无穷维空间.由于在古典的量子力学里，有限维流形上的谱分析 
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和 classical path 有关，在无限维空间时，我们就期望某种极小曲面和量子场论 
出现的 partition function 有关系.在这方面，弦理论已经得到相当大的进步. 

可是物理学家讨论场论的时候，遇到很多困难，起源于无穷维流形算子的谱分 
析不知如何处理. 一 个重要例子是 loop space , 这是将给定的流形上的所有封 
闭曲线放在一起的空间，我们要寻求在它上面的谱分析，这是一个很困难的问 
题.量子场论还缺乏严格的数学基础.用 Renormalization 的方法，出现很多无 
穷的 cancellation 问题.在物理上岀现的问题在数学上会更为困难.因为物理学 
家愿意接受直观的证明的观念，而数学家难以接受.可是从量子力学、量子场 
论推导出来的数学，几何学家往往惊叹他们如魔术般的奇妙直觉 （intuition ). 
在有限维空间时，由物理学引起的几何，我们大致上都可以理解和证明.可是在 
无穷维空间里面，我们发觉古典几何学的直觉与真理有相当远的距离，没有办 
法将有限维空间的想法简单地推导到无穷维空间几何上去.这十五年来，自从 
弦理论产生以后，我们惊讶地发觉从物理直觉产生的几何结论往往是正确的. 

虽然量子场论本身的基础不够精确，它的物理意义也不见得能够说服所有 
的物理学家，可是得出来的几何结论即使不能以物理学的思维来严格证明，却 
意义深厚且往往可以用不同的数学方法来验证.现在举一个例子，这是一个很 
深奥而古典的问题，已经有一百多年的 历史： 一 个五次方程，它有五个变量，这 
是中学生都看得懂的方程.我们要解这个方程，我们问一个很简单的问题，假 
如要求寻找这个方程的函数解，它是可以写成一个参数 t 的有理函数，问这个 
方程有多少个这样的函数解.这是一个很古典的问题，跟 Fermat 问题很相似. 
我们的解可以分为不同的类别，我们可以用*的阶数来将解分类，一般来说解 
有无穷个.可是我们可以问阶数等于1的时候有多少个解，等于2时有多少个 
解.古典的几何学家算出来阶数等于1的时候有2875个，等于2的时候也可 
以算出来，等于3是近几年才找出来的，我们猜想它有无穷多个解，阶数越大 
时解可能越多.数学家没有办法解答这个问题，连猜测都没有办法做.这个问 
题在十年前，用弦理论的镜对称猜测到一个公式，来表达所有解的个数.这个 
镜对称理论是十年前我的一个博士后研究员和在得克萨斯州的一个教授跟他们 
的同事们建立的.镜对称没有办法严格地去证明这个公式，当时用古典方法一 
个一个地去检查，发觉阶数小时公式基本上是对的.可是这种检验不是公式的 
证明，从量子场论得来的结果一般来说不能当作定理.今年年初这个公式终于 
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由刘克峰、连帮豪和我、以及俄国数学家 Givental 用数学的方法给岀严格的证 
明.虽然最后的证明跟路径积分的想法无关，但是得到这个公式的过程有很大 
的意义，因为在量子场论找到这个公式以前，数学家连怎样找这个公式都不知 
道.等到这个公式找出来以后，我们才有办法从公式本身去着想，得到它的证 
明.我为什么要讲这个问题呢？因为无穷维空间在物理上有许多直观的想法， 
从数学的观点来看，几乎是不可能接受的.这种公式往往是从路径积分加上正 
规化的观念导出来的，在严格上和直观上数学家都不能够接受，但却得出正确 
的 答案. 因此，我们要追究物理学家在量子场论的直观是怎样训练出来的，我 
们几何学家缺乏这方面的训练.近十年来，从量子场论得出来的重要观念，解 
决了很多我们以前没有办法解决的问题，可以看出古典力学、量子力学、量子 
场论对几何的影响是很深远的.我想这个发展会继续下去，21世纪的上半叶， 
无穷维空间的几何要不断地受到量子场论的影响.如果单从数学出发，我们很 
容易地定义什么叫做无穷维空间上的几何，可是往往没有办法得出任何有意义 
的 结论. 这是因为几何学家对现代物理的观念搞得不清楚，而无穷维的几何往 
往不是古典的直观可以得到的.所以我们要接受从现代物理或其它自然界供给 
的观念.这是一个很重要的交汇，数学家自以为很漂亮的工具，往往不能够解 
决任何问题.假如物理上的直观可以代表真的话，这种直观会成为几何学的骨 
干. . 


我刚才强调从物理得来的几何观念，可是我们也应当知道几何或数学本身 
有它生存和美的意义，也有生存和美的价值.我们可以不受到客观世界的影响， 
推导很多很漂亮的理论.只要这个理论漂亮而同时能够解释很多几何上的现象 
的话，它一定有存在的意义，这是我们做数学的人相信的.举个例子来说，从牛 
顿以来，古典力学对微分几何确有深远的影响.到了 19世纪， Gauss 却有一个 
很重要的发现，把牛顿以后的微分几何带进一个新的纪元.这个定理引进所谓 
内在曲率的观念，曲率的观念在 Gauss 以前就有了.自微积分被创立以后，我们 
就知道怎么处理二维的曲面， Euler 等很多重要的数学家在这方面有很大的贡 
献. 曲率测量二维曲面在三维空间里面的扭曲性， 一 般来说有两个不同的方向， 
一个得出^，另一方向得出 fc ，它们的乘积 M 定义为二维空间的 Gauss 曲率. 
Gauss 重要的贡献是发现 Gauss 曲率只与曲面的本质计量 （intrinsic metric ) 

有关.二维曲面变形时，只要本质计量不变，它的曲率就不变.例如圆形柱中 
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间切一条线以后，张开来变成一个长方形.这个过程并没有改变度量，所以圆 
柱的曲率为零. Gauss 自己也认为这是一个很重要的发现.发现的过程跟物理 
或其它的科学没有直接的关系，大概跟测量地形有间接关系.是 Gauss 经过很 
复杂的微积分计算，发现出来的公式，他发现曲率只跟本质计量有关. Gauss 
的公式并不容易看得懂.事实上，用不适当的坐标表达的时候，微分几何的公 
式可以变成很复杂，但这也是微分几何漂亮的地方，往往在选取好的坐标时可 
以得到很简单的公式.目前在课堂上就可以很容易将 Gauss 的公式写下来.这 
是因为我们已经将 Gauss 的想法全部吸收而融会贯通的缘故.有了 Gauss 定理 
以后才有 Riemann 几何的发展. Riemann 根据 Gauss 的发现，发觉我们可以 
推导一个全部本质的几何学 （ intrinsic geometry ). 我们只要知道两点之间的距 
离怎么度量，就可以引进曲率的观念，距离可以决定曲率，这是 Riemann 几何 
一个重大的突破， Riemann 几何要求欧氏几何在一个无穷小的领域上成立，然 
后推导了曲率及一系列微分几何上主要的观念. 

当时 Riemann 创造这个理论，基本上是好奇.因为他希望能够重新解释 
Gauss 定理，同时又将 Gauss 公式推导到高维空间去，并解释了几个重要的观 
念，例如欧氏几何里所谓平行公理的问题.一直到 19 世纪后期，微分度量几何 
的发展与理论物理关系并不大.当年引进了很多不同的观念都是基于微分几何 
学家的好奇心.他们发现很多欧氏空间上能够做的事情，都有办法在 Riemann 
流形上面做，微分和积分的观念全部可以推导到流形上去，到了 19 世纪末叶 

他们已经将微分几何推广到抽象而完美的状态，当时的推导是基于公式的简洁 
和优美. 1915 年， Einstein 引进广义相对论，使 Riemann 几何得到进一步的 

改变. 

Riemann 几何在 Einstein 的广义相对论上有很大的贡献 • 由于 Einstein 对 

微分几何不太了解的缘故，刚开始推导出来的方程式是有缺陷的.到数学家跟 
他合作以后，他才推导出正确的方程，对 Riemann 几何来说，这是一个很大的 
鼓舞，抽象的想法竟然得到物理学上的重要应用.反过来说，广义相对论成功 
以后，对于 Riemann 几何的发展产生了很大的刺激，整体微分几何跟广义相对 
论因此有着密切的关系.在 Riemann 几何本身，我们当然能够找到有意义和漂 
亮的问题，可是有一些观念，几何学家没法单凭几何直觉得出.到了物理学家 
要追求一些实际的问题时候，我们才了解它的重要性和解决它的可能性. 
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十多年前，我跟一个朋友做一个广义相对论上的题目，这是一个好几十年 
的老问题.当时几何学家不太懂这个问题，物理学家向我们解释清楚以后，我 
们才知道，它的特殊情形基本上是一个几何问题.因此我们对它有很浓厚的兴 
趣. 我们将它用几何的方法解决以后，才去处理物理学家要求的原始问题，我们 
从古典几何的观念来看这个问题的一般情形时，我们认为这是不可思议的.事 
实上，当我们将这个问题全部解决了以后，一个很有名的几何学家还坚持这不 
可能是对的，可以见到古典几何的直觉有一定的规限.反过来说，物理学家也 
有他们的规限，例如刚才讲这个问题，他们想了很久也没有办法解决，而我们 
用几何的方法却将它解决了.所以这是一个互补的情形，有些命题在我们来说 
几乎是不可能对的，物理学家却极力坚持，认为物理的直观会遇到挑战，所以 
我们愿意花很大的功夫去了解它.假设当时物理学家没有极力坚持的话，恐怕 
我们不可能花这么多时间去考虑它.以后物理学家引进超引力的观念，简化了 
上述问题的证明，反过来对几何学有很大的帮助. Einstein 的引力理论给几何 
注进新的生命，物理学和数学的交流至为重要，这是几何发展的一部分，这条 
路 线会走下去，这是无可置疑的. 

未来半个世纪，几何学家会解决从古典广义相对论里面出现的问题，物理 

\ 

学家大概发觉这方面的数学问题有相当的困难性，所以不大愿意做古典广义相 
对论的理论问题.他们的兴趣是时空的量子化，这当然是很重要的，它是统一 
场论的最关键 问题： 也产生了很多有意义的几何问题，例如熵的定义就是一个 
有挑战性的命题. 

古典的 Einstein 方程是一个很漂亮的方程，产生了很多重要而有意义的几 

何现象.其中最重要的是时空的奇异点问题.这几十年来数学家研究奇异点，在 
代数几何方面有很长远的进步.一个很出名的定理是 Hironaka 的 Resolution of 

鑄 

singularity ， 这是三十年前做的，与微分几何不同的地方是代‘数几何的奇异点是 
比较容易定义的.因为代数流形是用一组多项式定义的，流形本身可以定义奇 
异点.代数几何学家有很有效的方法来了解奇异点的结构.另一方面 Mather 和 
Arnold 等好几个数学家考虑了所谓平滑奇异点 (smooth singularity ) 的 问题； 不 
一定由多项式定义，而是由平滑函数 （ smooth function ) 定义.他们引进了很 
多拓扑学的 工具. 基本上的方法还是变成多项式的情形来解决.可是这些方法 
对于时空的奇异点问题暂时没有帮助. 
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研究一般性的奇异点，无论在物理上、微分方程上或者几何上，都是基本 
的问题，这些研究正在萌芽，可是对于真正了解它们还是相差 很远. 例如在广义 
相对论里，奇异点没有一个很好的定义.我们知道奇异点是在时空的边界上， 
与我们现在所看到的 Minkowski 时空是不同的.这是简单的事实，它的局部性 
质跟一般时空不一样，但我们不了解它们的内在结构，连该问的问题我们都不 
太清楚，真是一个很困扰的状况.广义相对论的进步，要依靠我们对微分方程 
的了解.为什么呢？因为古典的广义相对论本身是由 Einstein 方程来决定的. 
假如我们脱离了 Einstein 方程，得出来的结论只不过是一个抽象的架构，不能 
够说符合广义相对论的要求.不幸的是 Einstein 方程式是一个很复杂的非线性 
双曲线方程组.我们对它的了解极为薄弱.我们希望能够从 Einstein 方程得到 
时空的奇异点观念.当 Cauchy problem 的初始值是光滑的时候，时间向前走， 
我们要问奇异点是怎样产生的.了解了奇异点产生的机制，我们才能了解奇异 
点的结构.在广义相对论里，有两个重要的奇 异点： 一 个就是黑洞， 一 个就是 
裸的奇异点 (naked singularity) . 这两个不同的奇异点有浓厚的物理意义，我们 

期望从方程上能够了解它们.当初始值光滑时，这两种奇异点如何产生.对一 
般的光滑初始值，裸奇异点可否出现？这是古典相对论最重要的问题. 

一般物理学家研究黑洞时，用几个主要的解来解释它们的特性，这就是 
Schwarzs child 的解和 Kerr 的解，可是这两个解不见得有一般性.我们希望从 
微分方程或者几何的观点来了解这些一般解的性质.例如证明星云毁减时，时 
空会渐近一些基本解，或者在这些解集合里跳跃，也希望知道这些基本解奇异 
点的 结构. 找出奇异点的结构，不单对黑洞本身的了解有重要意义，重力辖射 
(gravitation radiation) 的问题也会得到帮助.现在的观察仪器差不多可以观察 
到重力辐射.可是从观察得到的资料的意义，还不清楚.因为无论从理论上或 
计算数学上，我们都没有办法从 Einstein 方程里将辐射公式很透彻地了解.这 
个问题跟奇异点应该有关，在这几十年内希望能有很大的进展. 

我们看的几何现象都会有某种奇异点.我们怎么去分类它？奇异点有不 

參 

同的类型，一种是人为的， 一 种是自然的，这两类奇异点我们都要去研究•人 
为的奇异点在工程计算往往会出现，而自然的奇异点则从物理方程可以推导出 
来. Einstein 方程里边的奇异点是最困难的问题.规范场的坐标没有选好也可 

以得出奇异点. 
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Einstein 方程不单是一个最重要的非线性微分方程，也影响时空的拓扑， 
对微分几何学家来说是一个挑战，因为奇异点可以将时空的拓扑吸取.一般来 
说，微分几何从几个背景来建立我们的理论，拓扑结构就是最重要的背景.当 
奇异点破坏了这个背景时，我们有时会手足无措. 

微分几何学家对拓扑学一直都很重视.现在讲最近拓扑学的走向，跟微分 
几何的关系.微分几何跟拓扑学的密切关系可溯源至 Euler 公式和 Poincare 天 
文物理的研究.而复分析却是微分拓扑萌芽的一个关键.它在 19 世纪已经有很 
深入的发展，不过很多自然的复函数有单值化的问题.例如 log 函数在平面上 
有 branch cut ，所以复数分析要处理这个问题.从此处可以引出 monodromy 群 

对同调群的作用和整体拓扑学的 一 个发展，其实 monodromy 群可以看作规范场 
理论的一部分.用 monodromy 群来控制整体几何和代数系统仍然是一个蓬勃 
的方向，通过群表示理论，它在几何学里起着很大的功用.由复分析理论引出 
Riemann 曲面的理论，可以说是近代拓扑的第一块基石，我们开始研究外微分 

形式的周期问题，例如 dlog 可以在 C \ {0} 上定义而且在任何绕零的闭曲线有 
同样的周期，这影响了 deRliam 定理的发现.拓扑学和复数分析结合起来以后 

产生了复 几何. 高维空间复流形和代数几何的发展息息相关， homology 的观念 
和代数 Cycle 的理论相关而互相辅导 ， Lefschetz Pencil 和 Morse 理论的发展也 

是互 助的. 2 0世纪初期对流体方程和电磁方程的研究，使得几何学家引进了 
Hodge 理论，以后的 Yang - Mills 理论源于高能物理方程，却可以看成为非交换的 
Hodge 理论. 为了解如何处理整体微分几何的问题， Cartan , Whitney 等引进了 
很多重要的观念，其中纤维束和特征类是其中最重要的.这几个观念影响了 20 
世纪整个数学的发展，包括了微分几何、代数几何、代数和数论. Whitney 考虑 

了 tangent bundle , normal bundle 和一般的 vector bundle 的观念 . Vector bundle 

% 

在 Whitney 手上变成拓扑学里面一个最重要的 工具. 他考虑了 classifying space 
的观念并研究 Grassmaniaii 空间及它的同调群，因此引进了特征类 • 他的乘积 
公式影响至今 • Pontryagin 和陈省身更进一步考虑实数和复数空间的特征类. 


Pontryagin Class 和 Chern Class 都可以用曲率表示，它们代表了大范围的 
拓扑学观念，而曲率是一个局部的观念，这两个观念结合起来以后，我们就可 
以将局部的微分几何踉大范围的拓扑 比较. 微分几何从古至今都期望从局部的 
结构来了解大范围的几何结构，这也是物理学家的期望，他们希望由微小的粒 
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子理论和微分方程来推导宇宙的结构，'^见物理学家跟几何学家有很多共同的 
想法.也因此我们都想了解奇异点的局部结构. 


决定了流形的结构后，我们要研究它上面的规范场，由不同的 vector bundle 
可以得到不同的 Yang-Mills 场. Grothendick 建议将所有 vector bundle 放在一 

起，然后做简单的等价和加法就得到所谓 K 群的观念，这是几何学很重要的不 
变量， Atiyah 和 Bott 利用它解决了多个重要的问题，对时空的结构本身有基 
本的贡献.通过特征类，我们可以得到由 K 群到同调群的一个很重要的映射， 
这映射与 Riemann-Roch 定理有密切关系，这定理可以解决代数流形上的存在 
性问题，它能够计算代数方程 的解. 从前 Riemann 与 Roch 在一维情形下首先 
得到这个 公式. 到了 50 年代由于 Sheaf 理论和特征类的发展， Hirzebruch 成功 

地将它推广到高维 空间. 这可以说是本世纪一个伟大的定理. 


有了 Riemann-Roch 定理， Atiyah-Singer 将它普遍化成 index theory.Atiyah- 

a 

Singer 发觉 Riemann-Roch 定理不单在代数流形上成立，同时也可以推广到一 
般流形上.事实上这是椭圆微分算子指针的问题.加上 Bochner 的消灭理论， 
index 理论可以将椭圆算子的解的个数变成拓扑学上的算法.这个发展对近代 
物理，尤其是高能物理里的 anomoly 理论有很大的 贡献. 


Yang-Mills 理论在物理上有基本性的贡献，在近代拓扑学上也是举足轻重 
的.事实上数学家对规范场论的观念很早就有了.从 Whitney 发展 vector bundle 
理论后，几何学家也考虑其上的联络和曲率，但很奇怪的是他们没有发展 Yang - 
MillS 理论. Yang-MiUs 理论考虑规范场的曲率，将它平方积分然后做变分得到 
Yang-Mills 方程.从前的几何学家对方程的兴趣不大，有些古典几何学家认为 
只有工程师才会去解方程. 70 年代中叶才将 Atiyah-Singer 的理论用到 Yang- 
Mills 理论上去，得到长远的进步.以后最出名的工作当然是 Donaldson 的理 
论.以前物理学家只讨论妒上的规范场，问 Yang-MiUs 方程的解的维数有多少 

或者怎样去描述解的样子.可是很少人问在一般的流形上，我们怎么去解这个 
方程. Uhlenbeck 首先考虑一般空间上的规范场的性质，而 Taubes 用 Singular 
perturbation 的方法更证明一个很重要的存在性 定理. Donaldson 用了 Taubes 
的存在性定理再加上 Atiyah-Singer 的理论，研究四维空间上 Yang-Mills 场的 
moduli space ,他因此构造了四维拓扑学的不 变量. 这是很重要的贡献，他解决 
了四维空间里一个很重要的拓扑学问题.这里可以看出来几何学家的走法和物 
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理学家不一定相同，物理学家当时只想解决沪上面的 问题. 可是我们基于好 
奇心，发展了一套美丽的一般理论，然后解决了拓扑学上重要的问题. 


Donaldson 的工作以后， Mrowka 和 Kronheimer 做了重要的 贡献. 他们将 
Donaldson 的多项式结构搞得很清楚，引起了 Witten 的注意， Witten 企图要 
从量子场论来解释这个 公式. 物理学家对 Dcmaldson 的不变量一直在注意，可 
是始终没有办法将它解释得很 清楚. 到了 Kronheimer 和 Mrowka 将这个公式搞 
清楚了以后， Witten 才用路径积分的方法来了解 Donaldson 的不变量究竟在物 
理上是什么 意义. 他与 Seiberg 用 supersymmetric Yang-Mills 的想法，得出所谓 


Seiberg-Witten 不变量 • 这两年来极为流行，在代数拓扑、微分几何跟代数几何 
发展里面是一个很重要的 工具. 很多 Donaldson 理论没有办法解决的问题，例如 
Thom 猜测，却可以用 Seiberg-Witten 的办法解决 • Seiberg-Witten 不变量跟原 
来 Donaldson 的不变量关系密切，但有惊人的简化. Seiberg-Witten 方程是非 
线性 t / ⑴ gauge 方程 coupled with spinor 得 来的. Seiberg-Witten 理论的最重要 
的定理是 Taubes 定理. 他证明 Symplectic 流形的 Pseudoholomorphic curve 的 
个数与 Seiberg-Witten 不变量基本等价，这是一个很深入的存在性定理，对四维 
的 Symplectic 流形有深刻的贡献，解决了很多古老的惟一性问题.究竟 Taubes 
定理在高维空间有没有好的推广仍然悬而未决.一般来说， Symplectic 空间的 
自构群是无限维的，所以椭圆形方程方法比较难以应用，但 Taubes 定理指出它 
的可行性，以后应当有进一步的发展. 


很多四维甚至三维空间的问题由 Seiberg-Witten 不变量得到 解决. 是不是 
所有四维的问题都可以由此解决呢？我想差得很远，四维空间的拓扑学实在很 
复杂，不可能由一两个想法全部解决.由于复曲面是四维空间最基本的例子， 
任何四维空间的结构性理论都将与复结构有关，椭圆方程理论应当想办法找出 
可积的复结构的 条件. 这样会给出重要的信息，也将是一个困难的工作.但可 
以确信的是，低维空间的几何和拓扑息息 相关. 物理学指出八维以下的空间的 
理论都可能有交汇的地方. 


三维空间的问题是一个很基本的问题，我想这里面有一个很重要的工具还 
没有完全掌握的.这就是存在性的问题.微分方程学常问什么时候存在解？事 
实上在数学发展的历史上， 一 个主要的突破是找到存在性定理的证明.我们在 
四维三维空间的存在性问题还没有完全 解决. 我们希望微分方程能够帮忙：椭 
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圆系统存在性运用于低维的拓扑学上会有宏大的威力.我猜至少要几十年我们 
才能够将这些结构全部搞清楚.但是可以看出微分几何会是物理、方程跟拓扑 
结合在一起的领域.从前 Thurston 用 Riemann 曲面和三维拓扑的方法得到一 

个重要的几何结构存在性的定理，但他的假设使得他的定理不能概括所有三维 
拓扑.二十年前我建议 Hamilton 用他的方程来创造几何结构，并解决 Thurston 
的问题，由于 Hamilton 顽强的分析能力，此事已有长足的进步.希望在未来二 
十年内， Hamilton 方程能够发挥威力来解决三维甚至四维拓扑的古老问题. 

偶数维空间都与复几何有关，但在四维和八维时有更丰富的几何结构.它 
们可以有 sp ⑴和 sp(2) 为和乐群的结构.而八维时更可以存在 spin(7) 的结构， 
在七维空间则可以有 G 2 结构.它们的 Ricci 度量都等于零，而它们之间息息相 
关.物理学家很重视这些具有超对称的结构，给我们带进新的观念，但是微分 
方程还是主要的工具.如何证明这些结构的存在性是极为有意义的分析问题， 
这些自然的几何结构很有可能具有某些简单的奇异点，这些奇异点往往有自然 
的物理和几何意义，我们一定要解释它在整体空间的地位. 

在研究这些结构时，我们要考虑它的模空间，一般来说，有意义的几何结构的 
模空间是有限维的.同时在可能的情形下，保持 Hausdorff 的性质.在 Geometric 
invariant theory 的理论中，引进了结构稳定的观念，就是为了对付这个问题. 
有时为了达到结构的稳定，我们可能在原来的结构上再加其它新的构造. 

二十多年前，我考虑 Calabi 猜测这个问题，解决了相当广泛的代数流形上 
的 Killer Einstein 度量的存在性问题，这是重要的几何结构.当时我应用它得 
出代数流形的重要拓扑量的不等式，在差不多同时，代数几何学家 Bogomolov 
和 Miyaoka 利用代数稳定性理论亦可以得出类似的不等式，所以我开始寻找代 
数流形稳定性和 Kahler Einstein 度量的关系.第一个重要的结论是 Donaldson 
在代数曲面和 Uhlenbeck 和我在一般复流形上的定理.在 holomorphic vector 
bundle 稳定的情形下，我们证明它有 Hermitian Yang Mills 场，这是一个很重 
要的结论，无论在物理学和代数几何学上都有它的贡献.以后李狻、郑方阳和 
我更利用这个定理用来解决一个重要的复曲面的问题.因此我进一步猜测假如 
第一陈氏类可用 Kahler 的常数倍来表示，则 Kahler- Einstein 度量的存在性和 

流形本身的稳定性等价，在我的讨论班上，这是一个主要的讨论项目.我曾经 
提出一系列的研究这个问题的方法，我的研究生例如田刚、罗华章等的博士论 
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文都与这个问题有关，但这个问题还待深入理解. 

我认为几何稳定性理论除了对复几何外，对一般非线性方程亦会有贡献. 
我相信非线性微分方程，几何稳定性和几何结构的交汇是一个很基本的问题， 
在未来的几十年里将会有深入的互动，更可以想象的是它跟物理学上的 renor- 
malizationflow 会有密切关系.当结构稳定后，我们希望将全部结构完成一个紧 
致空间，因此要引进半稳定结构的观念，而这些结构可以看做模空间的边界， 
也因此一般来说它们有奇异点，这种自然产生的奇异点是微分几何学里面重要 
的奇异点，在这些空间上，研究它们的几何结构，规范场和子流形是很有意思 
的事情，往往经过 singular perturbation 后，我们对原来光滑的几何结构会有更 
深入的了解. 

除了研究几何结构的模空间外，还有规模场、子流形和全纯映像空间的模 
空间，周炜良在代数子流形模空间上有伟大的贡献.这些模空间的拓扑和陈氏类 
都 是代数流形的重要不变量.它们有重要的物理意义， Donaldson 的不变量是从 

规 范场的模空间引出，上述的弦理论在代数几何上的应用是从全纯映像的模空 
间得出，如何了解这些模空间的拓扑意义是极为重要的 • 事实上， Donaldson 理 
论的一个重要起点在于 Hermitian Yang Mill 和 anti-self-dual connection 的等价 
性，而后者在一般的四维流形亦可定义，其模空间在 generic 的 Riemann 度量下 
最为清楚.代数几何的工具可以计算 Donaldson 不变量.而后者让 Donaldson 证 
明它是微分不变量. Donaldson 对这些模空间的了解是他的理论成功的一个原 
因. 

代数几何学里一个最重要的问题乃是 Hodge 猜测.如何知道一个拓扑同调 
类可以由代数子流形来表示，这是一个困扰了数学家大半世纪以上的问题，它在 
数论上亦占一个重要地位，在未来的世纪里它应该得到解决.与此相关的一个 
极为重要的问题问：复的 vector bundle 在甚么流形下有全纯结构？及复流形什 

么时候存在可积的复结构？这都是极为重要的问题.它们的模空间如何描述？- 
Hodge 结构和 Torelli 定理就是很重要的关键，它在高维空间的推广和在 vector 
bundle 的意义是值得发展的方向. 

弦理论引进了奇妙的对偶观念，我们需要深入地了解其中的几何意义，这 
些对偶将上述各种几何结构、规范场和子流形漂亮地连结起来而得到出乎意表 
的结果，我们不可能漠视它们的重要性.基本上，几何学家应当有宏观的视野， 
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表面上不同的结构可藏有深入的联系. 

算术几何的发展使代数几何开阔了视野，它引进了重要的工具，也渐渐地 
影响了微分几何的看法，尤其是 Calabi-Yau 流形与算术几何的关系日益密切， 
弦理论的对偶理论和算术几何的 I 函数的发展应当指日可待. 

算术和几何的互动无可避免会考虑 Arakalov 几何和由此引出的微分几何问 
题.有限域上的几何可以提供微妙的方法来了解一般代数流形的 性质. 在这方 
面最著名的定理是 Mori 在有理曲线方面的著名工作.我们希望能够从不同的 
角度用几何方法来了解 Probenius action. 最近几年来在 Calabi-Yau 流形上的工 

作，显示它在算术上的关系将会愈来愈密切.我们需要一个通盘的考虑，将算 
术几何、代数几何、微分几何、分析和弦理论的保角场理论结合在 Calabi-Yau 
流形上来讨论. 

Shimura 流形在算术几何和分析中有很重要的应用，但我们对它的拓扑和 
种种几何性质了解并不清楚.我想在这个问题上，高维拓扑的理论会重新发现 
它的重要举例来说，如何决定一个流形拓扑与 Shimura variety 同胚是一个 

有趣的问题. 

更进一步的问题是，什么时候可以决定一个流形是某些自然结构的模空间 • 
研究模空间的拓扑性质需要融合几何几个不同领域的学问，它的 intersection 
cohomology 和 L 2 cohomology 的关系就是一个例子. 

微分几何经过种种的融合后将会是多姿多彩的，但是它能否有足够丰富的 
结构来迎合近代物理时空量子化的需要，这是一个意义深长的问题，有人建议 
用非交换几何的架构，有人建议碎形几何，让我们拭目以待吧. 

开始时，我谈到几何的发展受到应用数学的影响.在古代测量地形和建造 
房屋、金字塔的时候很明显地意识到平面和立体几何的重要性，以后 Kepler 对 
二次曲线和正立体的兴趣更指出天文物理和几何的密切关系. 

自从古典力学和工程学得到良好的结合以后，很多自然界的现象，例如水 
流、湍流、光波散射的种种问题都得到某些认识并引出优美的几何现象，例如 
geometric optics 和孤立子 soliton 等理论都是很有意思的问题，近代计算机的进 
步影响了图论的发展，更引进了很多几何的观念，而 pattern recognition ， com¬ 
puter graphics 更是直接的用到几何的方法， 例如多维图形的剖分，离散群和格 
点的分布等等，可以见到几何学家不应忽视工程上的问题. 
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微分几何确是一门丰富的学问，本文并未概括所有有意义的工作，但已经 
看出 2 1 世纪的几何学将会是数学和一般科学的 中心. 
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在本文中，我们将讨论几何学与相关学科中作者认为比较重要的问题. 

自从古希腊数学家的时代开始，几何学就被认为是科学的中心.科学家总 
是无法抗拒用几何学的语言去解释自然现象.确实，我们完全有理由把几何对 
象看作自然界的一部分.事实上几何学中几乎所有美妙的定理都在经典的或现 
代的物理学中找到了应用.为了更好的理解几何学的未来，我们也许有必要回 
顾一下已知的结论.当然，我所认为重要的问题也许在他人看来并非如此.同 
样的，我们也应该牢记，现在热门的问题也许今后并非如此. 

一套理论只有当它的结论能够帮助我们更好的理解几何学的基本结构和内 
在美感的时候，才能被认为是成功的. 

虽然我们要把这个学科分成几个门类来讨论，但是这种分类其实是人为的， 

因为每个分支的发展都强烈的依赖于其他的分支. 

I . 子流形. 

经典几何学中的许多非常重要的问题现在仍然没有解决.描述三维欧氏空 
间中的曲面已经成为计算机图形学与数据压缩中的重要命题.同时它们也在现 
代电影制片中起着重要的作用. 

其实，三维空间中的曲面理论是几何学的中心论题.许多困难的问题至今 
仍没有解决.从 Ga USS 的时代开始，几何学家就对曲面的内蕴度量结构与它们 
在外围空间中的外蕴几何性质之间的关系抱有浓厚的兴趣. 

A . 曲面的等距嵌人. 一个熟知的问题是刻画曲面上所有可以实现为到三维 
空间中嵌入的内蕴度量. Minkowski 在这个问题上作了第一个重要的进展，证 
明了任何凸多面体都是可以实现的 [152]. 对具有正曲率的光滑曲面，由于 Weyl 
做出了第一个重要的估计 [221] ，所以这个问题被称为 Weyl 问题 . H . Lewy 在 


1 本文 (Reviews of Geometry and Analysis ) 是丘成桐教授 2000 年 3 月发表于 Asian J . Math . 
Vol . 4, No . 1， 235-278 的文章，由徐浩翻译，丘成桐 校订. 
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实解析范畴下解决了这个问题 [124] , Pogorelov [169] 和 Nirenberg [162] 解决了 
光滑的情形. 

Weyl 问题能够解决的一个重要的原因是它的解必定是惟一的，这是 Cohn - 
Vossen 和 Pogorelov 的一个定理.这里的惟一性是指，曲面的任何等距嵌入都 

相差一个三维空间中的刚体 运动. 这样的整体刚性对非凸曲面而言，如何找出 
好的定理是困难的. A . D . Alexandrov 研究了下一个最简单的情形，即曲面曲 
率的正部的积分等于 4 tt [1]. 他只对实解析度量证明了刚性. Nirenberg 做了一 
个非常漂亮的尝试来证明光滑的情形 [163]. 我们只要证明曲面上至多存在一条 
闭的渐近曲线，就可以套用 Nirenberg 的论证.理解曲面上的渐近曲线仍然是一 
个显著的问题.它们在负曲率曲面的整体等距嵌入问题中具有基本的重要性， 
因为它们是等距嵌入问题的特征曲线.负曲率曲面的等距嵌入问题是一个非常 
有趣的双曲问题.同样地，证明对这类曲面的整体存在性定理是非常困难的. 
其实，著名的 Hilbert-Efimov 定理说，一个具有强负曲率的完备曲面不能等距 
嵌入到三维欧氏空间中 [55]. 

一个重要的存在性定理是由洪家兴证明的 [98] ， 他假设了曲率按合适的方 
式 衰减. 一个很有挑战性的问题是，给出 Efimov 定理的一个量化的证明.也就 
是说，取一个半径为 r 的测地球，其上的曲率< -1 并且在圆心曲率等于- 1. 
问使得它可以嵌入到 M 3 并且第二基本形式小于一个给定常数的最大的 r 值. 

整体刚性对一般的紧致曲面不成立，不论度量是否是实解析的.然而，经 
典几何学中的一个显著的问题是，是否存在 R 3 中紧曲面的一个非刚体运动的 
连续族的等距嵌入. 


R . ConnellypO ] 和 D . Bleecker [15] 对多面体给出了这个刚性猜想的漂亮的反 
例. 他们的方法似乎不能改进来给出光滑情形的反例.闭曲面的等距运动存在 
外蕴的不变量.很可能只有有限多个这样的不变量，使得等距运动的空间是有 
限维的. Bleecker 的例子表明这种曲面所包围的体积不是一个不变量.我们应 

该能够把这些多面体的例子推广到分段光滑的情形，并且了解这种运动是否是 
边界的运动造成的. 


同样， Cohn-Vossen 发展了闭曲面的无穷小刚性理论 [47]. 其中的方程是线 
性的，所以更容易处理.但是只有当曲率为正时才是椭圆型的.所以对曲率变 
号的曲面来说，了解这个方程会很困难. 
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我们知道，对某些闭曲面存在非平凡的一阶等距形变.现在的问题是，怎 
样刻画这些曲面.这些是关于整体曲面上的混合型方程的自然的惟一性问题. 
对一般的一簇带负曲率的曲面，应当有无穷多个曲面存在一阶等距变形，有没 
有办法用微分方程的谱束找到这些曲面： 


当然，我们也可以对开曲面问上面的问题. Cartan 证明了每个实解析曲 
面可以局部等距嵌入到 M 3 中 [35]. 同样的问题在光滑度量时要困难得多.林长 
寿的一个重要的定理说，具有非负曲率的光滑曲面可以局部等距嵌入到 M 3 中 
[140], 他也解决了曲率的梯度不为零的情形 [141]. 一 个公开的问题是说，是否 
这个假设可以去掉.这个问题最近由 Nadirashvili 找到了反例. 


对带边紧曲面的等距嵌入的边值问题，我们可以有两种不同的表达方法. 
一种是 Neumann 问题，要求边界的平均曲率等于一个给定的函数丑 .（ 我们要 

求炉 ) 当然，我们也可以要求边界曲线的象是某个曲面的子集.另一种 
是 Dirichlet 问题，要求边界的象是一条给定的 Jordan 曲线.在第一个问题中， 

如果曲率为正，平均曲率可以是有界的，并且能够保证正则性.后一个问题中， 
给定曲线的一个重要的必要条件是它的第二基本形式的长度必须控制原来边界 
的测地曲率.洪家兴已经对这个问题做出了重要的进展 [97]. 

对 M 3 中的无边的闭曲面，它们的内蕴曲率存在许多约束.第一个重要的 
约束是，曲率在某一点必须为正，并且仏尺十彡 4 tt ， 其中 K + = m a x ( K ，0). 

Nirenberg[163] 证明如果 f E K + = 47 T , 那么集合 {is ： < 0} 的每个分支都包 

含在两条闭的平面曲线所围的区域中.这个事实给出了可以等距浸入 R 3 的度 
量的一个约束.集合 { K 〉 0} 和 {K < 0} 的拓扑是否存在一般的约束？ 

如果 S 是嵌入在 M 3 中的，则它的内部是区域 fi . 把 S 的谱和 D 的谱建立 
联系应该会很有趣.一个简单的论证表明 D 的体积的上界是 ^ Area ( S ) A ~" , 
其中 Ai 是 S 的第一特征值.从这个陈述以及 Korevaar[ 116 ] 的工作可以得出 

G 〉 0 ，其中糾⑼是 Q 的第丨个 Dirichlet 特征值， A^(S) 是 S 

的第 i 个特 征值. 这里是一个只依赖于 S 的亏格的常数.什么是的最佳 
值，以及是否存在一个曲面取到这个最佳值？是否集合{糾⑴)}决定了 {A,(E)} 
以及反过来？如果曲面 S 可以等距嵌入 M 3 中，它的谱 (A,(E)} 很可能是有约束 
的.那么约束条件是什么？我们知道 {^( S )} 的渐近行为是和 S 的测地流的动 
力学性质密切相关的.是否测地流的动力学性质有约束？既然 S 不能有处处非 
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正的曲率，是否闭的嵌入曲面的测地流是非遍历的？如果它是非遍历的，是否 
可以用外蕴几何描述测地流的不变区域？什么是这个流的熵？是否可以用 K 3 
的坐标描述这些测地线？ 

B . 几种不同的几何. 我们可以研究曲面在比正交群更大的群作用下保持不 
变的那些性质.比如作用在 R 3 上的特殊线性群，共形变换群和射影变换群.我 
们可以问曲 SfS 在这些群作用下保持不变的性质.它们分别称为仿射，共形和 
射影几何.这些几何中有许多有趣的尚待解决的问题. 

仿射几何中重要的不变量是仿射度量与仿射法线.当曲面的所有仿射法线 
都汇聚于一点时，称该曲面为仿射球面.这种曲面已经在 Calabi ^ j ^ Calabi - 
Nirenberg^ 和 Cheng-Yau[39,40] 中做了广泛的研究.从这些工作，我们知道 
对任意的凸锥，有一个完备仿射球面和它渐近 （ 例如，曲面:= 1和坐标锥 
渐 近).如何有效地构造这样的仿射球面将会是非常有趣的.是否可以找到一个 
用全纯函数的表示（参看 [218]) ?是否可以用闭形式写出这样的球面？多面体 
锥的情形是特别有趣的.我们是否可以计算这些情形下的仿射度量？当然，我 
们可以对高维情形问同样的问题，这和线性优化问题有联系 [110]. 

到目前为止，大多数进展假定了曲面是凸的.当曲面具负曲率时会有什么 
结果？怎么样的仿射球面具有完备的负曲率的诱导度量？ 

仿射极大曲面的概念是由一个四阶的椭圆方程定义（参看 [25] ). 我们所 
以可以固定曲面的边界和沿着边界的法向.如果我们固定一个三角形的边界， 
那么是否有一个有效的方法来解这个仿射极大曲面的边值问题？如果我们固定 
R 3 中的一个多面体，我们可以尝试构造一个通过多边形所有棱的 C 1 - 曲面，并 
且该曲面在每一面都是仿射极大的.在所有这样的 C 1 - 曲面中，我们可以试图 
找出一个具有极大全仿射面积的曲面.最近， Trudinger 与汪徐家 [214] 解决了 
仿射极大曲面的 Bernstein 问题.我们希望今后会有更多关于仿射极大曲面的估 
计的工作出现. 

如同我们在 Cheng-Yau[40] 中所讨论的， E" +1 中的仿射球面的仿射度量在 
经过一个 Legendre 变换以后成为了 IR" 中一个凸区域的上的射影不变度量.所 
以把 DT 中曲面的射影不变性质和『+ 1 中的仿射球面的超曲面的仿射性质联 
系起来会是一个有趣的问题. 

我们知道如果] R 3 中的一个闭曲面是无穷小（度量）刚性的，那么它在射影 
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变换下的象也是无穷小刚性的.是否可以在射影或仿射几何中找出好的不变量 
来解释这个现象？ 

K 3 中的代数曲面当然是重要的曲面.然而，我们对它们几乎一无所知.现 
在有一些关于它们的分支数目的信息.但是它们的几何肯定是特殊的.脐点的数 
目，闭测地线的数目，闭渐近线的数目，正曲率区域的拓扑， Laplace 算子的特 
征值，这些都是和定义曲面的多项式相关的有趣的不变量.例如，我们希望用这 
些曲面和直线相交的情形来估计它们的值. 一 方面，我们有从代数几何中得到 
的技巧和信息.我们可以把曲面复化以得到它们的拓扑和相互间的关联信息.不 
幸的是，代数曲面复化并不惟一，如何处理复化是很有意义的问题.另一方面， 
我们希望用经典的方法来理解这些曲面的经典几何-偏微分方程和来自实射影 
几何的联系.在这两种方法间建立沟通将会是非常重要的.当我们复化这些曲 
面的时候，大多数情况，我们可以找到一个具有负的数量曲率的 Kahler-Einstein 
度量[ 2 07].既然这个度量在反全纯对合下是不变的，我们就找到了曲面上的一 
个典则度量. （ 典则是指如果有一个代数双射对两个代数曲面和它的复化曲面 
是双射时，它会是这个典则度量的等距映射. ） 实代数簇上的一些定理可以用典 

则度量来加以证明.我们如何把这个典则度量和曲面上的诱导欧氏度量联系起 
来呢？ 

在复代数几何中，了解一个代数流形上的代数曲线是非常重要的.实代数 
曲面上的实代数曲线扮演了什么样的角色？这些曲线的拓扑与几何性质怎样？ 
我们如何用定义曲线的多项式的次数来给出这些曲线的分支数目和测地曲率的 
上界 • 


很可能每个闭曲面都可以用次数足够大的实代数曲面来逼近.什么是逼近 
一个给定曲面的代数曲面的最小次数？换言之，给一个常数£>0,使得和给定 
曲面的 Hansdorff 距离小于 e > 0的代数曲面的最小次数是多少？是否可以用 
曲面的合适的可计算的几何量给出一个估计 （ 比如曲面平均曲率和它的微分的 
L 2 范数）？如果我们对次数小于一个给定整数的曲面的平均曲率的 L 2 范数取 
极小化，那么我们会得到什么样的代数曲面？ 


实代数曲面提供了很丰富的一类自然奇点.研究奇点附近的主曲率的行为 
是非常有意思的. Laplace 算子的特征函数在这些点附近的行为也会是很有趣 
的. 
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相反的，如果我们有代数1 -形式定义了一个（可能奇异的）叶状结构， 
如何找出闭叶和这些叶的数目的上界将会很有趣.什么时候这些叶是代数的？ 

C . 极小曲面 . 文献中研究的有几类重要的曲面.大多数是由变分方法得到 
的. 

第一类主要的是极小曲面.这些曲面的平均曲率为零.当我们给定 M 3 中 
的 一条闭曲线，我们寻找边界是这条给定曲线的曲面中面积最小的.我们可以 
限制这些曲面的拓扑是属于某些类型的.比如，我们可以考虑所有亏格是5的 
曲面 . 那么面积的极小值是一个依赖于亏格的数.一般而言，> A 9+1 彡 
…[ I 49 ].当边界曲线是光滑的， Hardt - Simon 的一个著名定理说，对某个如， 

= ^0+1 -•••[90]. 现在还没有有效的方法估计如，这将会是一个有挑战 
性的 问题. 

现在还不知道是否 R 3 中的一条光滑简单闭曲线可以成为无穷多个极小曲 
面的 边界.（如果曲线是实解析的，这种情况不会发生 （ Tomi[212] ).) 是否 

有一个一般的算法来找到所有以一条给定闭曲线（或一个闭曲线的集合）为边 
界 的极小曲面？计算以给定曲线为边界的非稳定极小曲面仍然是一个困难的问 
题 . （现在也没有很有效的方法来计算面积极小的曲面. ） 我们不知道以给定的 
光滑曲线为边界的稳定或非稳定极小曲面的亏格可以有多大.是否可以是任意 
大？ 

有关极小曲面的定量行为的许多基本问题现在还没有解决.一个熟知的问 
题是，等周不等式的最佳常数，即#的最佳上界是多少，其中乂是面积 ， L 
是边界的长度.自然地我们会猜测它等于 1. 如果边界是一条约当曲线这是已知 
的 （参看 Li-Sdi 0 en-Yau[132] ). 这个问题和极小曲面的 Sobolev 不等式的最佳 

常数 有关.这个是以的情形 . P 的情形也同样有趣. 

极小曲面的第一 Neumann 特征值的下界估计和第一 Dirichlet 特征值的上 
界估 计是很有趣的问题. 

虽然对于一条闭曲线的存在性问题已经解决了，多个边界分支的情形还所 
知 甚少.同样，当边界是奇异的，只有非常少的结果. 

给定 IR 3 中一个同胚于炉的单纯复形的一维骨架，我们可以极小化从炉 
到 M 3 的通过这个一维骨架的映射的象的面积，其中象的面积的重数是 1. 其中 
会产生什么样的奇点？比如，对一个同胚于四面体骨架的一维集合来说，是否 
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可以找到一个同胚于这个骨架上的锥的极小集合. 

由于 Meeks ， Hoffman ， Jorge ， Karcher，Rosenberg 和其他一些人的努力（参看 

[58,96,148] )， R 3 中完备逆紧极小曲面的拓扑分类已经接近完成.然而，现在还 

不清楚如何分类相配的共形结构以及和第二基本形式联系的二次微分形式（虽 
然在 Collin - Kusner - Meeks-Rosenberg 最近的工作里有了进展 [49} )• 除了分类问 

题，许多和这些曲面上的分析相关的问题还没有解决. 

例如，我们可以问关于 K 3 中完备极小曲面上的调和函数的问题.如果调 
和函数是正的，是否它在曲面的每个末端渐近于一个常数？如果一个调和函数 
U 有至多多项式增长，那么是否存在一个常数 a ，使得 


0 < < oc ? 


这样的 a 组成的集合是不是无穷的，是否渐近于一个整数？对每个 a ，这样的 
调和函数空间是有限维的.在一个合适的加权 Sobolev 范数下，所有多项式增 
长的调和函数空间和函数 | af 所生成的函数环应该张成所有多项式增长的函数 
空间. 


一个完备逆紧嵌入的极小曲面上 Laplace 算子的谱应该不会和 M 2 的情形 
相差太远.此外，我们希望知道如何描述连续谱和近似特征函数. 

也许研究算子- △ +扛|| 2 的谱是很有趣的，因为它是离散的.这应该与 
Ikll 2 的临界点和连接这些临界点的经典道路有关 •（ 经典道路是指那些相对于 


Lagrange 函数 / | Vu | 2 + / || o ;|| 2 u 2 临界的道路） • 


用共辄极小曲面的构造方法，很容易构造极小曲面的非平凡连续族.然而， 
这族曲面中只有孤立的成员是嵌入的.一些经典的嵌入极小曲面的例子，如 Rie ~ 

mann 楼梯 （ staircases ) 和 Scherck 塔 ( towers ) ， 的确构成曲面族 •（ 参看 Grosse - 
Brauckmann,Kusner 和 Sullivan [83] 最近的关于裤子形状的常平均曲率曲面的分 
类). Kapouleas [108,109] 用奇异扰动方法构造了大量的 1 R 3 中极小曲面和常平 
均曲率曲面，但是构造极小曲面的非平凡连络族仍是很有趣的问题. 

大多数完备逆紧浸入的极小曲面都是渐近平坦的.了解这些曲面上的测地 
流的动力学性质应该是非常有 趣的： 测地线何时从无穷远发出？它们是怎么散 
开的？ 


我们知道存在逆紧浸入到球中的完备极小曲面.这些曲面的几何性质怎样? 
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它们能否是嵌入的？既然曲率一定趋于负无穷，找出这些曲面在末端的精确的 
渐 近行为就非常重要.它们的谱是否是离散的？ 

D . 闭的极值曲面 . R 3 中最简单的极值闭曲面是指面积取到极值，同时保 
持内部体积固定.这些曲面具有常平均曲率. Wente 解决了如下的经典问题， 
证明了存在具有常平均曲率的浸入环面 [220]. 虽然有更多的例子被构造出来， 
具有常平均曲率曲面的分类还远未完成. 

Wente 曲面上的曲率线都是平面曲线.了解自相交线的组合结构，曲面上 
正曲率区域的拓扑及其渐近线都会是有趣的问题. 

另一类重要的曲面是相对于泛函 JH 2 取极值的曲面 . Leon Simon [189] 证 

明了取得整体极小值的环面的存在性，对高亏格曲面的存在性问题也取得了重 
要 进展.计算这种曲面上 JH 2 的可能值毫无疑问是非常有趣的.这也将解决 
Willmore 猜想，即环面上 J 孖 2 的整体极小值等于 27 r 2 [222]. Willmore 问题有一 
个分段线性的版本 （ 参看 Hsu - Kusner - Sullivan [101]), 但是甚至在这种情况下还 
不清楚如何保证极小化的存在性. 

在一个三维流形上，我们可以将泛函 V^(l || F || 2 ) 极值化，其中 A 

是曲面的面积.在相差一个正规化下，这个量被称为曲面的 Hawking 质量 [92]. 

E . 曲面的 ‘ 运动 . 曲面在 R 3 中有许多运动方式.我们已经提到了怎样描述 
曲 面的保持内蕴度量的运动这个非常有趣的问题.什么是研究这些运动（模掉 
欧氏空间的运动）的好途径？如果我们移动曲面的边界，是否紧曲面的运动可 
以由有限多个参数所决定？如果曲面的曲率可以为负，这是一个困难的问题. 

更一般的，是曲面允许度量随着第二基本形式变化的运动.也就是说如果 
X ⑷是一族曲面的嵌入，我们要求 | 〈狀⑷, dX ⑷〉由 X ⑷处的第二基本形式 
决定的一 个对称张量所决定.我们期待这样一族曲面会有怎样的奇异行为呢？ 
由于 Weyl 定理，这个问题在凸曲面情形是适定的.在这样一个运动下保持曲面 
凸性的 条件是什么？ 

更多的熟知的曲面运动是把速度替和曲面法矢的某个数量倍数相等起 
来 . 这个数量可以是曲率，平均曲率或平均曲率的逆加上一个合适的正负号 .一 
套漂亮 的理论已经由 Hamilton , Huisken 和其他学者建立起来(参看 [87],[102]). 

对奇点的完全理解还没有完成 （ 除了 Huisken 和 Sinestrari [104] 在正平均曲率曲 
面的工 作).在出现奇点后这个流会发生什么情况？ 
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在这些曲面的运动过程中，观察基本的几何量的变化会是非常有意 思的. 
其中包括第二基本形式，测地线，脐点和曲面的谱等等的行为. 

自然运动中创造出的奇点也许是自然界中最普遍的奇点.或许对简单运动 
而言，有某个“奇点消解”金理可以帮助我们理解奇点是怎样发展的.考虑方 
程的“图”和奇点的一个典型的方法是通过投影或者与平面 相交. 是否可以推 
广这类构造来理解 3 维空间中曲面的运动？例如我们可以考虑曲面和它的切空 
间在 M 3 的切向量丛上的移动. 

除了用前面方法定义的运动外，还有 3 维空间中曲面的波运动.当我们观 
察水滴，表面波，和振动膜的时候，我们会看到漂亮的几何图画.我们应该如 
何期望去描述这些图画，虽然我们对支配它们形成的方程还了解得很少？ 

对振动膜而言，我们熟知波运动可以用膜的特征函数展开来很好的逼近. 
如何解释这种逼近？有两个方程和振动膜有关.一个是^ = - HN , 其中丑 
曲面的平均曲率， iV 是曲面的法矢.我们也可以研究平坦 Minkowski 时空中的 

类时极小超曲面.在两种情形下，我们对超曲面的整体时间行为了解得很少. 
对线性波方程，有明显的具有时间周期的波.还不清楚这对上面的非线性方程 
意味着什么. 

F. 欧氏空间中曲面的表示. Minkowski 给出了表示 M 3 中曲面的第一个系 
统的方法.他成功的处理了凸多面体的情形 [152]. —般而言， Minkowski 的纲 
领是通过将法矢平移到原点的方法把曲面 S 映射到球面 S 2 上 （ Gauss 映 射). 
如果曲面 S 是严格凸的， Gauss 映射就是 一一 的.因此曲面的所有信息都可以 
通过 Gauss 映 射在炉 上表示出来.其中 Gauss 曲率，特别的，可以写 成炉上 
的一个函数.著名的 Minkowski 问题是当我们知道 S 2 上的曲率，再生出曲面 
S . 如果给定的曲率函数是光滑的，那么曲面 S 是光滑的.同时它在至多相差一 
个平移下也是惟一的.这些事实是由 Pogorelov[l 69 ] 和 Nirenberg[162] 证明的 • 

有几个重要的问题有待解决.我们如何用数值方法有效的解决 Minkowski 
问题？当我们离散化球面时，很明显离散化要和曲率函数值的分布相适应.曲 
率函数值很大的地方，这些点的领域里应该包含更多的节点.什么是选择这些 
点的最佳途径？在经典几何的许多应用中，我们需要在 S 上积分.是否可能通 
过炉的离散化给出 S 的一个有效的离散化，使得任意光滑函数的积分可以用 
这些点处的函数值来最佳的表示出来. 
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当曲面是凸的，无边界时， Minkowski 问题已经作了很好的研究.可是要 
去掉凸性或无边界的假设都是困难的. 


给定舻中的一条闭曲线 t 和一个定义在 S 2 上的正函数 K ，什么时候我 
们可以找到一个以 r 为边界的凸曲面 S , 使得 S 的 Gauss 曲率在 S 的 Gauss 
映射下等于对于 K 和 t 有相当多的相容性条件.首先， t 是某个凸曲面 
它的边界.其次，姜在乃上的积分大于以 t 为边界的曲面面积的极小值.第 
三， 27 T 和 D 的面积之差的绝对值不超过 T 的第二基本形式长度的积分.了解 
是否这些是解带有 Dirichlet 边值的 Minkowski 问题的所有的相容性条件将会很 

有趣. 当然可以在要求呢在一个给定的闭曲面上的条件下提出类似的问题. 

如果曲率允许改变符号，那么 Minkowski 问题甚至对闭曲面也是困难的. 

很明显曲面上曲率等于零的部分产生了分歧"也许从一开始就应该假定 K 是 
实解析的_ Gauss 映射不再是一一的.结果， Minkowski 数据成了一个集值映 

射. 一 般的，曲率函数的值是一个带有阶数的有限集合.阶数是从炉上的点所 
定义的支撑函数得到的.如果一切都是在适当定义的实解析的条件下，是否这 
个数据可以决定这个闭曲面？ 

取 p 是 M 3 中的一个点.考虑所有通过; p 的直线.它们和一个给定的曲面 
相交，然后按几何光学原理 反射. 反射可以持续若 干次. 这样，我们就得到了 
从以 P 点为圆心的单位球面到曲面上的集合的一个集值映射. 

这个映射通过拉回曲面的表面密度，给出了单位球面上的一个密度.对这 
个密度有何说法？它如何依赖于点 p 的选择？ 

当曲面是闭的且是凸的，同时 p 在曲面的内部时，我们应该能够回答这个 
问题.给 定炉上 的一个密度，我们能否找到一个闭曲面实现之？ 

类似的，如果我们有一个和曲面不相交的平面，它接收到从 p 点发岀经由 
曲面 反射的 光线. 这样就得到了 上的一个密度.了解这个密度可以在多大程 
度上决定这张曲面是很有意思的.如果曲面是凸的，通过移动 p 或1/的位置， 
应该能够得到这张 曲面. 如果曲面不是凸的，情况又是如何呢？ 

G. 三维流形中的极小曲面 . 极小曲面和 JH 2 的极值曲面是三维流形中最 
自然 的特殊曲面.对炉中的这些曲面进行分类并非不切实际.估计这些曲面上 
的几 何不变量也是非常有趣的.多年以前，作者猜测炉中的嵌入极小曲面的第 
一特征值等于 2 .虽然这个问题仍未解决， Choi 和 Wang [43] 已经做出了进展. 
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s n 中的极小超曲面的 Z eta 函数是否有很好的表现？能否找到这些 zeta 函数的 
算术性质？这些是否和通常的泛函方程类似？ Laplace 算子的行列式应该有特 
殊值. 

考察妒中是否存在非平凡连续族的闭极小曲面会很有意思.如果这样的 
族确实存在，那么对每个亏格，都有有限多个炉中的极小曲面.如何对它们进 
行分类以及它们的面积是多少？ 

除了自身的美以外，研究中的极小曲面与吧^ 1 中极小子流形的孤立 
奇点的研究有关系. 5" 中的极小子流形上的锥是 M -+ 1 中的一个具有孤立奇 
点的极小子流形.所以 M -+ 1 中的极小子流形和中的极小子流形之间有密切 
的关系. S n 中极小曲面的特征函数和对应的 M ™ +1 中的极小子流形上的齐次 
调和函数有关.这个共同的次数 a 和 W 中的极小曲面的特征值有关.其实， 
特征值就是 + 其中 fc 是!中子流形的维数.和这种对应相关的有 

一些自然的问题.中极小子流形上的调和函数空间的维数的估计是 Peter 

♦ ■ 

Li[131] 和 Colding-Minicozzi[ 48 ] 给出的.特别的用曲面的面积给出了 极小子 
流形的特征值的重数的估值.当极小子流形是线性的， a 是一个整数.这可以 
从调和函数的可去奇点定理得到.能否用极小曲面的面积给出 a 的一个合理的 
约束？当 a 很大时，它在一个误差下渐近于一个正整数.我们如何估计这个误 
差？当子流形是测地球面时，它的重数很可能最大.能否证明这个论断？ 

在 [133] 中， Peter Li 与作者引进了 Riemann 曲面上共形结构的共形面积 
的概念.这和 Riemann 曲面的特征值有密切的关系.一般来说，对闭 Riemann 

曲面上的一个给定的共形结构，我们可以对每个共形度量赋一个数 AM ，其中 
h 是度量的第 i 个特征值， 4 是面积.由 N. Korevaar[16] 的定理，这个数有一 

个上界，找到一个取到这个上界的极值度量将是非常有意思的.球面中的许多 

I 

极小曲面应当会给出这样的极值度量.能否给出一个精确的关系？ 

对5^中的一个不包含在任何 S n ~ l 中的闭极小曲面，这个曲面的第 cn 个 
特征值是否^2,其中 c 只依赖于曲面的亏格？是否有可能估计 c ?是否它和 
亏格无关？特别的， M n+1 中的一张通过原点的超平面应该把这张曲面切割为 
至多 cn 个分支. 

H . 高维空间中的子 流形 . '自从 John Nash 在流形 ikP 到的等距嵌入 
的基本工作以来，对这种嵌入的理解只有很少的进展 • 的余维数太高，以 
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至无法讨论任何有意义的刚性问题 •（ 很大的余维数是为了用拓扑方法帮助证 
明等距嵌入的存在性）为了使等距嵌入可见，应该找一类可以完全描述其形变 
的 嵌入. 如我们所知，流形可以等距嵌入的最小维数是然而，对 
n 彡3，我们不知道任何有意义的关于中 ikP 的刚性或等距形变理论. 
(对 R 2 ^ 1 中的 M n ， 有更多已知的刚性定理 .） 

对足够大的 iV ， 我们可以在所有从给定流形 ikP 到的等距嵌入中，极 
小化 SH 2 . 什么是这个泛函的临界点？ 

一般来说， 一 个等距嵌入在 IR # 中的完备非紧流形 M 。 的平均曲率不是有 
界的.如果 Ricci 曲率有下界，那么很可能找到等距嵌入，使得平均曲率是有 
界的 •• 什么是使得流形具有有界平均曲率的等距嵌入的最优条件？从 Michael - 
Simon 定理 [151] ， 对这些流形满足一个等周不等式. 

一个限制更大的问题是，把一个完备非紧流形嵌入到纪中成为极小子流 
形.对曲面来说， Weierstrass 表示可以用来刻画这些度量.当维数大于2，目 

前仅知的限制是度量是实解析的， Ricci 曲率是非正的，以及等周不等式和热 
核上的某些不等式[ 3 8]成立.（例如，热核在每一点的迹都不超过&，其中 
n 是极小子流形的维数 •） 可以在某个极小子流形上实现的全体度量构成的空间 
一定是一个瘦 （ thin ) 集.我们应该如何描述它？是否每个非紧流行同胚于一个 
欧氏空间中的完备极小子流形？是否每个紧流形同胚于一个球面中的极小子流 
形？当维数大于3,只知道很少的关于极小子流形的具体例子.甚至极小图也 
还没有被分类. 

极小图具有这样的性质，它是用极小子流形叶化欧氏空间得到的一片叶子. 

相反的，能否分类的所有以极小子流形为叶子的叶状结构？这样的叶子一 
定是面积极小的.是否一个余维数为1的没有奇点的极小叶化必须由图生成？ 
有许多具有某些奇点的极小叶化.例如，某片叶子可能是一个极小锥.分类具 
有孤立奇点的余维数为1的极小叶化将会很有意思. 

具有更高余维数的一类很丰富的极小子流形来自复子流形.实际上，大部 
分高余维数的极小子流形都是这样构造的，不是把它们和复子簇联系起来，就 
是从带奇异点的极小子流形用扰动方法得出或是把问题通过作用在欧氏空间上 
的一个紧群降到更低的维数 • 对后面的方法，总是和计算一个奇异度量的测地 
线有关.这个奇异度量下的极小曲面值得研究. 
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欧氏空间中的极小子流形和球面中的极小子流形密切相关.球面 5- 中的 
极小超曲面在 n ^4 时很难构造. S n 中的非奇异极小超曲面族是否只有有限 
多个？目前还不知道中是否有一个非平凡的非奇异嵌入极小超曲面族.如 
果余维数是一的超曲面形成的锥是稳定的， Schoen [179] 注意到在这个情况下， 
极小超曲面容许一个正数量曲率的共形度量，这就给中极小超曲面的几何 
与拓扑加上了很强的限制.我们应该能够分类这些超曲面. 

S n 中的极小超曲面的体积是重要的不变量.什么是可能值？作者猜想对嵌 
入极小超曲面，第一特征值等于 n -1. 这个应该和子流形的体积估计非常有关 
系.从 Cheng - Li - yau [38] 的工作，我们可以构造极小子流形的热核的迹的 
一个上界估计 c k Vo \( M k ) t ~ k / 2 . 既然沪的坐标函数给出了 M fc 的特征值为 fc 
的 n + 1个特征函数，可以证明当 M fc 不是 W 的任何子球面的一个子集时， 
Vol ( M fc ) 有一个下界估计 c ^( l) k / 2 (n + l ). 

是否极小子流形的体积的值的集合是离散的？存在一个具有同样体 
积的极小子流形的连续族.一个自然的例子是从 cp " 或 inr 中的一个子流形 
上的连续族的 Hopf 纤维化的逆像得到.还不清楚是否在球面中存在一个连续 
族的偶数维极小子流形 M 2k , k > l . 

明显的，处理 Cauchy - Riemann 方程是比较简单的，因为它们是一阶的椭圆 
方程组.对这个方程组， Atiyah - Singer 指标定理可以用来计算解空间的维数.不 
幸的是，极小子流形是由二阶椭圆型方程组定义的，很难理解它的形变理论. 

( 给定一个极小子流形上的 Jacobi 场，什么时候可以找到沿着这个场的一族极 
小子流形的形变？ ） 有可能存在一类面积极小的子流形，和某个一阶方程组密 
切相关. 


为了找到这一类特殊流形，通常我们要求外围流形有特殊的和乐群.对 Kahler 
流形 （ 和乐群是 U { n )), 这个想法追溯到 Wirtinger 不等式.这个想法就是找一 
个 L ⑴ 范数点点为1的闭的 fc - 形式.那么任意的满足 o ;| M 为体积元的 A : 维子流 
形 M 必定在它的同调类里体积极小.（从 Stokes 定理得出. ） 通常对具有特殊和 

乐群的流形，可以从和乐群构造出一些特殊的闭形式.这些形式其实是平行的， 
所以有常值的范数.当外围流形是欧氏空间时， Harvey 和 Lawson[91] 把对应的 

极小子流形称为校准的 (calibrated) . 现在构造这样的子流形仍然很困难，除了 
那些从复子族产生的以外.一个重要的例子称为特殊 Lagrange 子流形. Kahler 
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流形 M 2n 的一个子流形称为是特殊 Lagmnge 的，如果 Kahler 形式限制到 
L 上是平 凡的. 如果 M 2n 的和乐群是 SU ( n ) ( Calabi -丘成桐流形），那么有 
一 个全纯 n - 形式 a 我们可以要求在 L 上 Im ( fi ) = 0并且是 L 的体积 
元. 这样的子流形被 Havey-Lawson 称作特殊 Lagrange 流形. 它们在弦论中被 
独立的重新发现出来，这是几年前 Becker - Becker-Strominger 的工作 [10]. 他们 
是想要找到 Calabi -丘成桐3维流形中的超对称闭链 ( cycle ) ,即那些保持一 
半超对称的3维闭链. 

特殊 Lagrange 子流形的形变理论是由 Mclean 研究的，他证明了这些子流 
形的 Jacobi 场可以和调和 1- 形式等同 起来. 这个碰巧分类了 I ：上的平坦 U {1) 
联络 •在 Strominger - Yau - Zaslow [195] 的文章中，我们研究了由 L 和 Z 上的一 

个 c /( i ) 联络一对组成的模空间.这个模空间有一个自然的复结构和一个很好 
的 “半平坦”的 L 2 度量.这个模空间的复维数是 b ^ L ). 

当 L 是一个3维的环面，模空间就是复3维的并且有一个全纯3-形式. 
基于物理学的推理，我们猜想这个复流形其实是另一个 Calabi -丘成桐流形， 
和 原始流形构成镜像.特别的，这两个复流形的 Hodge 图表是互为对偶的，并 
且有理曲线条数的计算可以从它的镜像的周期推出. 

基于对镜像的解释，我们可以对“量子”单值群做更进一步的猜测.例如，我 
们 猜测上面提到的半平坦度量可以通过边界在特殊 Lagrange 环面上全纯圆盘修 
正到一个非奇异的 Ricci 平坦 度量. Hitchin [94] , Gross - Wilson [82], Gross [80,81]， 

Barannikov - Kontsevich [8], 和 Fukaya - Oh [59] 在这个猜测上做出了 进展. 

我们希望在其他具有特殊和乐群（比如 G 2 或 Spin (7)) 的流形上也可以做 
类似的构造，这个反过来会让弦论学家很感兴趣. 


不幸的是，还没有太多的构造特殊 Lagrange 流形的 办法. 他们可以通过 
研究反 全纯对合的不动点集或复的 Lagrange 子流形来得到.同样， Schoen 和 
Wolfeon[181] 已经发展了基于特殊 Lagrange 子流形体积极小化性质的一条途 
径 . 另一方面，找到一个类似于扭子 (twistor) 理论的方法来构造这些面积极小 
的 子流形会很有意义. 

给定紧流形上的一个丛，使得丛与流形都具有特殊和乐群，我们可以用和 
乐群的结构来要求丛上的一个联络的曲率是特殊的.（例如，如果这个丛是全纯 
的， 具有平凡第一陈类，以及联络是 Hermitian 的，我们可以要求曲率的迹等于 
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零. ） 这些特殊联络的一个序列不一定 收敛; 它可能沿着某些极小子簇爆破 (blow 
up ). 一般而言，这可能是开子簇的一个不可数并集.在 Hermitian - Yang - Mills 的 

情形，爆破集可能是一个整体全纯 子簇. 这个程序可能给出用丛理论构造极小 

子簇的一个办法. 

另一类极小子流形的例子是球面中的等参子流形.它们是通过满足一个过 
定方程组的函数集合定义的.如果余维数是1，它们的主曲率是常数并且它们 
提供了一类重要的常数量曲率极小超曲面.对余维数大于1 ， 一 个定义要求法 
丛是（几何）平坦的并且主曲率是 常数. 所有紧对称空间可以这样实现. 

II . 内蕴几何. 

一个让人着迷的事实是，定义在流形的切丛上的非退化二次形可以给出流 
形的众多整体 信息. 到目前为止，关于正定二次形或 Lorentz 二次形的主要结 
果都是来自直接的几何直观或时空物理学.当二次形不是以上两种情形时几乎 
毫无结果.在一个复流形上，发展一些全纯二次形的理论也许是很有趣的•这 
些理论都没有获得很大的成功，部分的是因为我们还不了解和他们相关的不变 
微分算子. Laplace 算子和波算子有更成熟的 历史. 确实，我们了解正定度量 
要好过 Lorentz 度量，部分是因为 Laplace 算子理论已经发展了一整个世纪，而 
波方程理论在解的精确定量行为方面只有很少进展. 

当我们讨论这些二次形时，第一个重要的问题是构造出在容许坐标变换下 
行为良好 的量. （有时候流形有一个特殊结构只允许某种类型的坐标变换 •） 除 
非我们是在比较两个不同的结构，对度量做一次微分不能提供一个不变量.最 
重要的不变量出现在当我们对度量作两次微分时.二次导数在坐标变换下不变 
的部分构成了曲率张量.曲率给出的局部信息可以在很大程度上决定流形的全 
局结构，至少如果我们自然的假定每条测地线都可以无限延伸.是否这个假设 
可以被减弱一些？例如，如果我们只假设在所有点，导致不完备测地线的单位 
切向量集合是一个零测度的闭集，（或者是一个给定维数的子簇)，是否我们可 
以实现大部分的全局定理？也许我们可以加上流形沿着每条不完备测地线的曲 
率都是有界的这个假设，并且问这个度量空间的完备化的结构？ 

A . 全曲率张量的约束. 全曲率张量比度量张量有更多的成分.所以对于全 
曲率向量上的假定是一个过定条件.但是，还是可以问许多几何直观的问题 • 

一 个自从 Rauch [170], Klingenberg [113], 和 Berger [12] 的时代以来的就非常 
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热门的研究问题是有关正曲率流形的 结构. Toponogov 比较定理 [213] 是这个 

领域里的重要工具.下面的基本问题还没有 回答： 当维数足够大时，拓扑意义 
下是否存在具有正曲率的非局部对称流形. 

在低维时，双重陪集空间的构造给出了许多非局部等距的例子.它们一般 
是从同调群的扭元素发现的.了解是否这些流形的实同调群和局部对称的流形 
一样将会很有趣.特别的， 一 个有趣的问题是是否 Betti 数的总和被同样维数 
的环面所控制. Gromov 确实给出了一个只依赖于维数的上界 [76]. 

我们熟知在非负曲率和正曲率度量之间有非常微妙的差别.著名的 Hopf 问 
题问是否 Wx 炉容 许一个正曲率度量.也许我们应该问一个更一般的现象.如 
果一个流形 M 容许一个环面 r fc 在其上的局部自由的作用，是否任何非负曲率 

的度量必须容许一个点 p ，使得截曲率在所有切空间的二平面组成的 Grassmann 
流形 G (2, T P ( M )) 的一个子集 K 上等于零，其中 dim ( K ) ^ dim ( G (2, M fc )) ? 

一个相关的问题是 Gromoll - Meyer 试图在怪球面上构造正曲率度量的工作 
[75]- 它们构造了非负曲率的度量，其中截曲率在一个瘦集上等于零. 

D . Moore 和 M . Micallef [150] 注意到 Sacks - Uhlenbeck [177] 的著名定理可以 

用来研究具有正的各向同性曲率（这是说各向同性平面的截曲率为正）的单连 
通流形的同 伦群. 特别的，这就可以推出 Klingenberg 的著名的拼挤定理 [113] ， 

这个定理原来的证明依赖于三角形比较定理.有趣的是，从变分的论证中可以 
获得更多信息. 

我们还不知道一个具有正曲率算子的流形是否是一个球面，这是很令人尴 
尬的. Hamilton 用他的 Ricci 流的理论分类了具有正的各向同性曲率的四维流 
形，并且证明了具有正曲率算子的四维流形是一个球面 [88]. 

给定一个定义在流形的切丛的二维平面的 Grassmann 流形上的函数，什么 
时候它成为某个 Riemann 度量的曲率函数？ 

B . Ricci 张量.取曲率张量的迹就榑到 Ricci 张量.它和度量张量有相同 

的类型.它也从数量曲率的第一变分得到.这个非凡的事实用来给了广义相对 
论一个变分的处理方法.著名的 Einstein 方程是从 Ricci 张量出发，构造一个等 
于物质张量的无散度的张量.已经有人试图推广全数量曲率的变分到曲率张量 

的 I 2 范数的变分.得到的方程阶数更高，从几何上更难理解.不过它确实推广 
了 Einstein 方程，很可能最后会发展成为一套丰富的理论. 
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当 Ricci 张量是度量张量的常数倍，这个流形就被称为 Einstein 流形.这也 

许是几何学中最自然和最美妙的一类流形.几何学中最基本的问题是决定哪些 
流形可以容许 Einstein 度量.如果它们存在，又有多少？这些是有意义并且困 

难的问题. 

当流形的维数大于5时，不知道任何存在性的阻碍.也许每个这些维数的流 
形都存在一个 Einstein 度量.很难断定是否，对一个给定的紧流形，所有 Einstein 
度量的模空间有无穷多个连通分支. Einstein 度量的连续族存在，已知的例子 
与具有特殊和乐群的度量有关.最著名的是来自 K — er-Einstein 度量. 

当维数不大于4时， Einstein 流形更具刚性.要求例如 （ 参看 Hitchin [93]) 
X { M )> || r ( M )| ,其中 x ( M ) 和 r ( M ) 分别是流形的欧拉数和指标.也许存在 
这样一般性的结构定理，每个四维流形都是通过连接 ( l ) Einstein 流形， （2) 曲 
面上的曲面丛 （ 也许有类似 Seifert 纤维化的可控制的奇点），和 （3) 三维流形上 
的圆周丛，都是沿着球面或环面上的圆周丛连接而成.这个可以看作 Thurston 
纲领在4维情形的推广. 


我们希望在三维和四维情形， Hamilton 的方程可以用来证明 Thurston 的 
双曲化猜想和上面的推广（参看 [89]). 关键的问题是理解 Hamilton 方程的解 
发展时奇点的相应变化. 


Einstein 方程的解的构造是一个困难的任务.物理学家首先用了对称（群 
作用）的方法来降低维数.这已经成了一个非常重要的工具.不幸的是，大多 
数这些解都是局部的并且有奇点.当度量是正定的， Mckenzie Wang ， Zmer 等人 
已经作了系统的研究，并且找到了许多重要的 Einstein 流形（参看 [219]). 最 
近 Bohm 发现了 5 到 9 维的球面上的非齐性 Einstein 度量的例子 • 


对于具有轴向对称并稳定 ( stationary ) 的四维满足 Einstein 场方程的 Lorentz 
度量， Geroch [67] 引入了 Backlund 变换，把一个解变到另一个解.这些变换是 
极度不平 凡的. 不幸的是大多数理论都是局部的.我们非常希望了解从这些变 
换构造的度量哪些是完备的.研究 Backlund 变换在正定度量下如何操作也是 
非常有意思的. 

其实，在 70 年代， Hawking 和其他学者 [68] 提议了一条途径（称为 Wick 
旋转），把 Lorentz 真空解解析延拓到正定的 Einstein 度量.把一个 Einstein 方 
程解的奇点用 Wick 变换进行修正，是非常了不起的.特别的， Schwarzschild 
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解变成了妒 x R 2 上的一个漂亮的非奇异 Ri cc i 平坦 度量. 其上没有 Kohler 结 
构. 不过 Wick 旋转不是一个良定义的过程，因为它依赖于局部坐标的一个巧 
妙选取 • 系统的研究 Wick 旋转对 Einstein 方程的作用对物理学和几何学都是 
非常值得的. 

Penrose 的扭子纲领和辛约化的思想在理解超 KShler 的 Ricci 平坦度量上 

都是非常有效的 [95]. 这些方法，和度量的全局理解一样，都存在同样的问题. 

到目前为止，构造 Einstein 度量最有效的方法是基于 Kahler 几何.在这个 
几何中，度量是 IX 如，说， Ricci 张量是％ = 

正是 Ricci 张量的简洁的表达式使 Calabi 确信构造 Kahler 几何中的 Ein - 
stein 度量要简单的多.如果我们通过形变一个给定度量，其中# 
是一个标量函数，那么 Einstein 方程可以写成 


8 2 


dz l dz J 


； logdet 




d 2 cp 


dz a dz f3 


么7 + 


d 2 (p 


dzidz 


如果有一个体积元 Vdz 1 A • • 


- dz n A dz 1 A • • • A dz 71 使得 

d 2 \ogV o 
~dz^&z (S = ° 9a ^ 


我们也可以把这个方程写成 

^ {log [det ( g a - p + 

在一个紧流形上，我们必定可以推出 


d \ 

dz a dz /3 


F 一 1 



= o . 


det 




= Ae ~ C ( p V , 


其中 A 是可以被 F 吸收的 常数. 体积元 F 的选择成了构造 Kahler-Einstein 度 
量的非常重要的部分，特别对非紧流形而言（参看 [41,207]). 

从偏微分方程的观点看，明显的 c < 0是如上方程的最简单的情形.在这个 
情形下， M 容许一个负常数曲率的 Kahler-Einstein 度量的充要条件是流形 M 
的典则线丛是丰富的[ 6 , 225 ].当 c = 0 ， 假设条件就成为存在一个体积元 V ， 
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使得=0 - 在这个情形下，每个 Kahler 类都容许一个惟一的 Ricci 曲率为 
零的 Kahler - Einstein 度量 [225], Ricci 曲率为零的 Kahler 度量空间可以被复结 
构的模空间和每个这样的复结构的 Kahler 锥参数化. 

两个非常重要的 Kahler - Einstein 度量存在性的结果是有关陈数和切丛稳定 
性的一些关系.全纯丛的稳定性是 Mumford 用复流形 AT 1 的极化定义的 [159]. 
( 一个极化是由一个 KShler 类 M 给出的 .） 对每个秩 r 的向量丛 F , V 的相 
对于 o ; 的次数是由 deg { V ) = Cl ( F ) 1 定义的，且 F 的斜率定义为 
丛 y 称为是 Mumford - 稳定的，如果 F 的任何凝聚子层的斜率都小于 F 的斜 

率.验证一个给定丛是否稳定不是件平凡的事情.注意到取子丛使曲率减少， 
Liibke [143] 证明一个容许 Kahler - Einstein 度量 o ; 的流形的切丛相对于 a ; 定义的 

极化是稳定的.当数量曲率不为零时，所以，极化不是 Cl ( M ) 就是- Cl ( M ). 在 
这样的情形下，决定切丛相对于其它的极化是否是稳定的就很有意思. 

我们注意到甚至当 a ; 不是闭的时候也有稳定性的概念.既然第一陈形式的定 
义相差一个沛/，其中/是一个整体定义的函数，只要 dd ^- 1 ) = 0, f M Cl ( V)A 
^ n ~ l 就是良定 义的. Gauduchon [61，62] 研究了具有这个性质的 Hermitian 度 

量，他证明了方程 dd {^) = 0 总是可以用一个给定的0；的共形形变解出来. 

就在作者70年代中期关于 Kahler - Einstdii 度量的工作后不久，作者和其他 
学者试图找到全纯向量丛上类似的典则度量.自然的概念是一个 Hermitian 的 
Yang - Mills 联络.考虑向量丛 F 上的 Hermitian 联络.缩并曲率 F 的两个基本 
指标，那么 tr ( F ) 就成为 F 的自同态.我们要求 tr ( F ) = cly ,其中 c 是一个常 
数，心是一个恒等自同态. 

还有另一个概念， Gieseker 稳定性，从几何不变量理论的角度看也是同样 
的自然.一个全纯丛 F 相对于一个正线丛 L 是 Gieseker 稳定的，当且仅当对 
V 的任何非平凡凝聚 子层* S ， 


rankS " 


S ® L k ) 


< 


rankF 


V ® L k ) 


对足够大的 fc 成立. 

从 Riemann-Roch 定理，我们知道 &( - S (8) L k ) 是一个关 
于的多项式给出的， 称为 S 相对于 L 的 Hilbert 多项式. Giesek er [69] 与 
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Maruyama [145] 证明了一个射影曲面上的 Gieseker 稳定向量丛空间构成一个拟 
射 影簇. 

为了解释 Gieseker 稳定性是如何产生的，我们注意到存在一个只依赖于 F 
的 大整数 知 ，使得当 知 时，对 i 〉 0成立= 0，并且 V ® L k 
是由整体截面生 成的. 考虑具有固定 Hilbert 多项式的全纯丛 F 的族，使得八7 
同 构于一个固定的线丛 F (这里 r = ran kK ) 令 W = 

那么从 Riemann-Roch 定理， dimH 0 {M ,V ® L k ) 是常数且 H °( M , V ^ L k ) 
可以与一个固定的向量空间等同.我们有一个自然的同态 

r 

!\ S — ^ W 

决定了 V 的全纯结构•群 SL ( S ) 作用在 Rom ( A r S , W ) ±,得到的商空间，合 
适的加以定义，就是所有这样的 F 的模空间. 

Gieseker 证明了在几何不变量理论的意义下， Gieseker 稳定性等价于这样 
的 SL [ S ) 的一个作用 • 

我以前的学生 Conan Leung [121] 在他的博士论文中考虑了丛上的酉联络的 
空间 U ， 来解释 Gieseker 的工作.设是丛 V 上的这样一个联络， 令 B 与 
C 是 t / 在的切向量.同样 ，令 o ; 是流形上的 Kahler 形式，且> 0是一 
个 整数. 那么我们定义 C / 上的一个如下2形式 

n k (D A )(B, C )= ( tr \b A e ^ kujIv+ ^ R ^ A c ] Td ( M ) 

J M sym 

这里 [] sym 表示形式的分次对称积，凡 i 是的曲率2形式， o ; 是 KShler 形 
式， / y 是恒等自同态，及 Td ( M ) 是 Todd 类. 

当足够大时， fco ; 控制 R a , 且仏成为非退化辛形式.规范群 G 相对 
于这些辛形式辛作用在 t / 上. 

力矩映射可以计算出来如下 

㈣ ：u — (Gy 

fi k ( D A ) = e ku ; Iv ^^ RA Td ( M ) ， 

■» _ 


其中⑷）， G 的李代数，可以等同于 M 上的自同态值的最高次形式. 
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一般来说可能 为空. 所以我们选择 a ； n 的一个常数倍，且力矩映射 
方程如下给出 


RA^-kujIy Td(M) 


2n 


rk ⑺ 


x(M, V ® L 


n \ 


Iv 


这是 Leung 的方程.他注意到当 — oo 时，方程就成为 Donaldson-Uhlenbeck- 
Yau[5] 方程.他证明了如果 K 不可约，上述方程对足够大的 A: 的一致有界曲率 
解的存在性就本质上等价于 Gieseker 稳定性. 

Todd 类的引入也许对分析本身不是本质的，虽然它确实给出了引导我们通 
向 Gieseker 稳定性概念的 Hilbert 多项式.如果我们把 Todd 类用其他的类代 

替，比如2类，我们也许可以得到其他的稳定性概念. 

如果 F 是流形 M 的切丛且 F 上的背景 Kahler-Einstein 度量是用来定义 
Donaldson-Uhlenbeck-Yau 方程的度量，我们就得到 Kahler-Einstein 方程.因此 
我们可以把 Donaldson-Uhlenbeck-Yau 方程解释为完全非线性的 Kahler-Einstein 

方程的（半）线性化.既然丛的稳定性是前者方程的存在性标准，作者很清楚 
的看到 Kahler - Einstein 度量的存在性会和流形的某种非线性稳定性有关.所以 
在八十年代初期，我提出具有正定第一陈类的代数流形的 Gieseker - Mumford 稳 
定性应该是 Kahler - Einstein 度量存在性的标准（参看 [227] )• 这个观点最近被 
田刚重新研究 [204]. 虽然他考虑了一个稍微不同的稳定性概念，我想我的最初 
的猜测是正确的. 


如果我们设流形上的 Hermitian 度量为 g 且切丛的度量为 /i ，那么 9 不一 


定是 KShler 的. 然而，根据我与李骏的工作 [129] (参看 Buchdahl[21] 中的二 


维情形）， Heraiitian-Yang-Mills 方程 tr(F(/i)) = AJ 在 5 非 Kahler 时仍然有意 
义.丛相对于度量 g 的稳定性概念仍然有意义，只要= 0 ， 其中％ 

是分的相配 （1,1)- 形式.如果丛相对于叫是稳定的，依然可以证明存在一个满 
足 Hermitian - Yang - Mills 方程的 Hermitian 度量 / 1 . 经过一个的共形变换，我 

们得到^满足条件⑺心因此如果是切丛，那么我们就有一个满足 
{ddujg) A = 0 的 Hermitian 度量分的空间到它自身的映射.我们忍不住相 
信这个映射的不动点的存在性和 Kahler-Einstein 度量的存在性有关.了解是否 
存在其它的非 Kahler 的不动点会很有意思.在流形合适的稳定性条件下，上面 
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Hermitian 度量空间自映射的迭代可能收敛到一个不动点. Uhlenbeck - Yau [215] 

中的论证也许可以加强来得到所需要的估计.这是一个有价值的 方案： 它不仅 
仅提供了 Kahler-Einstein 度量存在性问题的解答，而且可能给出非 Killer 流 
形上的典贝! J Hermitian 度量 • 

虽然只有有限多个非 Kahler 曲面，很明显高维情形存在更多的非 Kahler 
流形.此 夕卜，当我们下面给出更详细解释时，非 Kahler 流形上的典贝 !j Hermitian 
度量会在弦论里发挥作用，因为根据 Reid [172] 的一个想法，这种流形可以用来 
连接所有 Calabi -丘成桐三维流形的模空间. 

用这种丛度量来寻找非 Kahler 曲面上的典则 Hermitian 度量的想法早已被 
李骏，郑方阳和我 [103] 在给出 Bogomolov 定理 [17] 的第一个全面证明中用到 
了，即不包含全纯曲线的 VII 0 类曲面是 Inoue 曲面 [105]. 这里一个很重要的 
观察是全纯曲线的非存在性其实可以帮助我们建立切丛在李骏和我在 [129] 里 
描述意义下的稳定性.一个还没有解决的问题是分类包含有限多条全纯曲线的 
VII 0 型曲面.这不禁吸引我们去考虑一个类似的论证可以应用到余切丛，其上 
具有沿着这些曲线的极点. 

对有很多子簇的流形，切丛稳定性的证明不是一件平凡的任务.特别是对 
于我们在 [129] 中介绍的稳定性概念. 

Rocek 在他的收录于镜像对称 I 文集 [173] 的文章中，提出了一类容许 （2,2) 
超对称的非 Kahler 流形.他所加的条件非常强以至于至今无法得岀有价值的例 
子. 一 个条件是流形 M 的切丛必须分裂为两个丛 K K ， 其中 detFi 同构于 
det - V 2 . 此外， K 和込要求定义 M 上一个保证叶子是 Kahler 的叶化，即 M 
容许一个整体的 Hermitian 度量，当限制到叶子上时是 Kahler 的.了解这样一 
类流形的限制到底有多大是很有意思的问题. 


当流形容许具有负数量曲率的 KShler-Einstein 度量，我能够刻画那些被球 
和其它 Hermitian 对称域单值化的流形 [224, 228]. 前者的刻画只依赖于陈数，而 
后者依赖于某些丛的非平凡全纯截面的存在性.陈数刻画已经被广泛的使用. 
然而，一个非常有趣的问题还没解决.也就是，我们怎样从几何上刻画那些由算 
术群定义的秩一 Hermitian 局部对称流形？我们当然可以用许多 Hecke 对应， 
不过这些条件不容易验证. 

对可以被对称域覆盖的流形找一个拓扑刻画是一个非常有趣和困难的任 
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务.在三维流形当然已经有 Thurston 的深入的定理.自然的我们可以通过假定流 
形是 Einstein 的来简化问题.是否有一个 Riemann 几何中的合适的稳定性概念 
来帮助刻画局部对称流形？直到最近， Besson 等人 [13] ， LeBrun[l 19], Gursky - 
LeBrun [86] ， 和 C . Leung [123] 能够在是秩一对称空间的 Einstein 流形的刻画方 
面做出了进展.第一项工作是基于重心的概念，后面的工作都依赖于 Seiberg - 
Witten 不变量且只应用于四维流形.如我们前面提到的那样，主要的问题是缺 
少一个深入的 Einstein 流形的存在性定理. 

最近， Taubes [198] 证明了一个出色的定理， 一 个四维流形在经过有限个点 
处的爆破以后，有一个具有自对偶曲率的度量（即度量的曲率形式在星算子作 
用下不变).这是由一个非常漂亮的奇异摄动的论证得到的.然而，这种度量的 
模空间很难控制，它们的存在性的拓扑含义也不明朗.如果可以应用类似的论 
证来产生 Einstein 度量将会是很有意义的.要指出的是， Tanbes 的定理产生出 
许多复三维流形，也就是具有 Taubes 度量的四维流形的扭子空间.什么是这些 
三维流形上的典则非 KShler 的 Hermitian 度量？ 


现在我们讨论非 KShler 的 Einstein 度量的几个问题.对这些度量，负的数 
量曲率的情形了解得相当多，甚至是非紧 KShler 流形.可是，许多问题，特别 
是和 Arakelov 几何的关系，还需要继续研究. 

在复的一维情形,这些度量就是 Poinca ^ 度量.可是，一个很难的问题是，用 
定义射影空间中代数曲线的齐次多项式来给出这个度量的显式的表达式.这个问 
题相当于用上半平面给出这条曲线的一个显式的单值化.我们可以用 Weierstrass 
P 函数单值化 C 上的椭圆曲线.对某些非紧曲线，可以在 Picard - Fuchs 方程帮 
助下，通过超几何级数找出单值化.在他的论文中[53]， C . Doran 详细的研究 
了这类方程，他是通过观察一条曲线上的以椭圆曲线或 K 3 曲面为本质纤维的 
纤维空间. 


在1979年我在普林斯顿提出的一百条几何问题，其中一条是猜测代数流形 
上的这些度量可以用通过典则线丛高次幂来射影嵌入到射影空间中所诱导的度 
量来逼近，其目的是想研究 KaWer - Einstein 度量和几何稳定性的关系.在我的 
指导下，田刚在他的哈佛论文 [201] 中，用了萧荫堂和丘成桐的孓局部化方法 
[191] ，证明了我的猜想. Zelditch [233] 在最近的文章中用渐近谱分析方法改进 
了估计.这种嵌入在 Arekelov 几何中有应用，如张寿武的研究 [234]. 
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一 个相关的对象是拟射影流形 M \ D 上的完备 Kahler-Einstein 度量，在 
1978年的赫尔辛基数学家大会上我指出在 Ricci 平坦和 Ricci 为负的基本做法 
以后[229][230] ， 在 Ricci 为负时，由郑绍远-丘成桐做了研究 [41] ， 后来是田 
刚-丘成桐[ 2 07]等等.（这里 M 是代数的， D 是一个正规相交的除子，以及 
K m ® [ D ] > 0.) 度量在 D 附近的主项 &知， 应该可以找到度量沿 D 的一个渐 
近展开.在 Ricci 平坦和非紧的情形，一部分结果由田刚和我在 [208] 写岀. 

Kahler-Einstein 度量的用途之一是提供了研究复流形的解析工具.给一个 
射影流形 M ，它的万有覆盖是一个非常超越的对象.可是，我们可以抓住它的 
代数含义.作者在十多年前提出的一个自然的问题是，找一个从 M 的万有覆 
盖到另一个代数流形 7 V 的开子集的亚纯映射，使得 M 的覆叠变换可以延拓为 
iV 的一个双有理变换.虽然这个命题也许对所有射影流形来说太过于乐观，但 
是它应该不会差得太远.一个重要的问题是，怎样生成具有最慢增长的全纯函 
数.例如，如果我们想要把 M 的万有覆盖实现为有界区域，我们需要生成有界 
全纯函数. R . Schoen 与作者的确有一个可以产生覆盖紧流形的流形上有界调 
和函数的方法 [187]. (对具有强负曲率的流形，这个问题首先由 S U mvan [196] 
和 Anderson ! 2 ] 做了 研究. ） 另一方面，全纯函数有更强的限制，还没有得到任 
何处理它们存在性的方法. 


在负数量曲率的 Kahler-Einstein 度量理论中， Kahler 类是典则的.在这 
个情况下，度量是由复结构决定的.因此，任何 Kahler-Einstein 度量的不变量 
都给出了复结构的内蕴不变量.例如，这种度量产生的 Laplace 算子作用在流 
形的各种自然丛上.和这些 Laplace 算子的特征值相关的 zeta 函数应该具有和 
复结构关联的有趣 性质. 但是，除了 Ray - Singer [171] 引入的全纯扭矩，对这些 
zeta 函数所知甚少.用这些关于特征值的信息给出 Kahler-Einstein 流形模空间 

的一个紧化会很有趣.能否用微分几何方法证明流形上的射影结构族只有有限 
多个分支？ Catanese ~ LeBrun [36] 和 Kotschick [117] 的一个有趣的结论说，确实 

存在两个微分同胚的 Kahler-Einstein 流形的例子，其上的数量曲率具有相反的 
符号. Seiberg-Witten 理论的一个最主要的成就是证明了对 Kahler 曲面，这是 
不可能的 [57]. 

为了理解模空间紧化的问题，一个自然的途径是研究它的 Weil-Petersson 
度量.一般来说， Weil-Petersson 度量不是完备的，且有无界曲率.可是，它 
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的 Ricci 张量在一个紧集外可能是负定的，且它的行为应该反映出模空间上典 
则 Kahler-Einstein 度量的 行为. Kahler-Einstein 度量模空间的具有负数量曲 
率的 Weil-Petersson 度量和 Kahler-Einstein 度量模空间上的 Ricci 曲率为零的 
Weil-Petersson 度量有很大的不同.在前面的情形，我们很可能期望 Ricci 曲率 
有一个上界；而在后者情形， Ricci 曲率应该有一个下界.证明它们具有有限体 
积应该很 有趣. C .- L . Wang [217] 已经理解了 Ricci - 平坦 Kahler 流形模空间上 
的 Weil-Petersson 度量在模空间的奇点处完备的条件. 

能否紧化一个体积有限且 Ricci 曲率有下界的完备 Kahler 流形？许多年 
前，我倡议了用几何手段紧化具有有限体积的完备流形的纲领.（参看 Shi - 
Yau [191] )我建议莫毅明-钟家庆和我的学生郑方阳研究这个纲领.虽然这个纲 
领还没有完成，已经有了很多进展，如 M 0 k - Zh 0 n g [154], Mok [153], Yemig [232]， 

以及郑方阳与我的未发表的工作. 


自从理论物理中的弦论革命以来， Ricci 曲率为零的 Kahler 流形理论（即 
Calabi -丘成桐流形）已经经历了巨大的变化. Candelas , Horowitz , Strominger 
和 Witten 的基本文章 [28] 研究了 Kaluza-Klein 模型，其中希望把一个十维时空 
通过具有非平凡平行转子的紧致六维流形来紧化成一个四维时空.最后的分析 
表明，这个紧化是由一个具有复三维的 Calabi -丘成桐流形给岀的.这篇著名 
的文章立刻引起了大量的构造这种流形的工作，特别是那些欧拉数等于±6和 
具有非平凡的基本群的流形.刚开始，物理学家认为只有很少的三维 Calabi - 
丘成桐流形.在弦理论的第一次重要会议上 [226] ， 作者描述了许多构造这种流 
形的办法，物理学家们非常惊奇地发现至少存在上万个这样的 流形. 作者提议 
通过对加权射影空间中的超曲面作完全交来得到一大类这些流形.第一个重要 
的例子是 CP 3 x CP 3 中的两个三次曲面和一个 (1,1) 次超曲面的完全交.这个 
流形的欧拉数等于 -18. 我可以找到一个无不动点地作用在其上的3 阶群.那 
么商流形的欧拉数等于 -6 且具有非平凡的基本群.田刚与作者 [206] 然后用类 
似的方法发现了更多的例子. B . Greene 注意到所有这些构造产生出的流形具 
有相同的拓扑. Greene 和他的合作者甚至讨论了我所构造的流形的现象学含 

义 [3]. 

Calabi - 丘成桐流形的第一个一般性理论是 Piatetski-Shapiro 和 Shafare - 
vich 关于二维曲面的研究 [167]( Burns - Rapoport [22] 关于 Kahler 流形的情形) • 
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他们发现 X 3 曲面的模空间的周期映射是单的.满射的问题很晚以后才由 Ku ¬ 
likov [118] 和 Pinkham - Perrson [166] 做了研究.这两篇文章都是深刻的工作，需 

要大量的代数工具. 

这些定理由于 Todorov 的一个观点得到了彻底的简化 [210] ， 即应用作者的 
Ricci - 平坦度量的存在性定理.关键之处是 Hitchin [93] 观察到，这些度量提供了 
复结构的一个炉 族. 这条复结构的有理曲线提供了进入模空间的一条途径. 
(更严格和详细的讨论由萧荫堂给岀 [190].) 我们期望把这些方法推广到高维 
的 Calabi - 丘成桐流形.虽然这个还没有实现， Bogomolov [17] 的关于全纯辛 
Kahler 流形的无阻碍性定理已经被 Todorov [211] 推广到了高维 Calabi -丘成桐 
流形.在同一时间，田刚[ 2 00]在我的指导下，也达到了 Todorov 的结论.这个 
基本定理在 Calabi -丘成桐流形的后续发展中扮演了重要的角色.（这个证明 
无阻碍性的公式的一个类似被 Kontsevich,Fukaya 等人用来构造高阶的乘积，以 
试图给出镜像对称的代数解释 [8,59].) 

弦论依赖于 Calabi -丘成桐流形模空间上大量的计算.既然局部 Torelli 定 
理成立，最高维全纯形式的周期就决定了模空间的局部几何.物理学家 Candelas 
和田刚[ 2 00]注意到 Kahler 位势可以写成 log || fi || 2 ,其中是最高维全纯形式 
的一个局部全 纯族. 全纯 n - 形式定义了 n 维上同调类的 （ 平坦）丛的一个子 
线丛的事实可以用来计算具有额外数据的 Weil-Petersson 几何.这个平坦丛相 
对于线丛的商描述了复结构的无穷小形变，因此给岀了模空间的切丛. 


有两个团队研究了这种几何 （ Candelas 等 [27] 和 Strominger [194] ). Stro - 
minger 称它为特殊几何 （ 他起初称它限制型的 Kahler 几何，作者建议改名为特 
殊几何).特殊几何在后来镜像对称的计算中扮演了很重要的角色. 

Gepner [ 66 ] 和 Greene - Vafa - Warner [74] 的工作勾勒了怎样给某些 Calabi - 丘 
成桐流形对应上一个共形场论和一个道路积分.不久以后， Dixon [51] 和 Lerche - 
Vafa - Warner [ l 2 0] 做了镜像对称的预测，断言对某个 Calabi -丘成桐流形，可 
以配上另一个 Calabi -丘成桐流形使得当从 M 过渡到镜像 M ' ，两个三点关 
联函数 （ 一个和复形变相关，另一个和 Kahler 形变相关）互相映到对方 . M 
的复形变的关联函数就是 H \ T m ) 的自然的三重乘积 （ 这个可行，因为 A 3 ! 1 是 
平凡的）. Killer 形变的关联函数要复杂得多.除了丑 HTA ) 上经典的拓扑上 
积 （cup product ) ,还需要校正由于在有理曲线上积分产生的误差. 
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B . Greene 与作者在1990年的 Berkeley 举办的首届镜像流形会议上，把上 
面的三重乘积称为量子上积. Vafa 把这个环结构产生的上同调称为量子上同 
调. 


对 CP 4 中的五次代数簇的重要例子， Greene - Plesser [73] 基于共形场论的 
论证证明了镜像的存在性.很快， Candelas 等人 [29] 在镜像存在的基础上，对 
关联函数做了完全的详细的计算.把特殊几何的 Kahler 和复的方面等同起来起 
了非常重要的作用.这样一个计算是数学上一项惊人的工作.它依赖于研究满 
足一个 Picard-Fuchs 方程的全纯三次形式的周期，以及理解和复结构退化相关 
的单值化. Candelas 等人的工作极大的影响了过去十年的 Calabi -丘成桐流 
形的发展.特别的，他提供了计算五次代数簇上有理曲线数目（需要合理的加 
以定义）的一个漂亮的公式.这个公式的存在性在数学文献里没有想到的.以 
后的众多数学家的工作导致的进展基本上都是在不同形式下重新解释 Candelas 
的公式. 

当复形变空间是一维时， Candelas 的计算方法被许多数学家团体所采用. 

当形变空间是多维时，计算需要一个新的方法，这是分别由 Hosono - Klemm - 
Thiesen - Yau [ 99 ] 和 Candelas-de la Ossa - Font - Katz - Morrison [30] 独立得到的.更 
进一步的推广在 Hosono ~ Lian - Yau [100] 中.在前一篇文章中，大量使用了 Probe - 
nius 方法和 Gelfand - Kapranov-Zelevinsky [64,65] 的超几何方程组. Frobenius 方 

法的形式参数后来被等变几何中的超平面类所代替.这就给了 Candelas 公式的 
正确的等变几何解释. 


对任意 Kahler 流形讨论量子上同调环的结构是有意义的.对具有正的第一 
陈类的流形而言，量子上同调的结合律有时候足以决定瞬子和.这个结论来自 
WDW 方程，是一群物理学家的工作 （ 参看 [223, 54]). 对这些流形，数学家 
可以利用量子上同调的结合律来计算瞬子和. Frobenius 流形概念的提出是为 
了理解这些计算，同时又导出了齐性流形中曲线计数的公式.另一方面，以后 
证明量子上同调的结合律的方法基本上是将物理学家的想法严格化. 

这个结合律的第一个严格证明（对半正辛流形而言）是阮勇斌-田刚 [175] 
给出的.首先，需要定义瞬子和的含义.当曲线亏格为零时，阮勇斌 [174] 对辛 
流形定义了一些特殊的情形.然后阮勇斌-田刚把这个扩展到任意亏格的曲线 
[176]. 想法是建立在 Donaldson 的关于它的四维流形的规范不变量的定义基础 
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上的. 一个基本的构成是伪全纯曲线的紧性论证，本质上是 Sacks - Uhlenbeck [177] 
的工作. Gr 0 m 0 V [77] 注意到伪全纯曲线可以用来研究辛流形的刚性.阮勇斌 - 
田刚的关于量子上同调的结合律的定义和证明只在相对于近复结构的一个一般 
的选择的伪全纯曲线可行.然而可积近复结构远不是一般的，所以瞬子和需要 
重新定义，如果我们仅仅限制到射影流形. 

基于 Sacks - Uhlenbeck [177] , Gromov [77], Parker - Wolfson [ 165] 等人的工作， 
Kcmt Se vi C h [115] 定义了从带基点有理曲线到一个射影流形有理映射的模空间的 
紧化.当这个射影流形是某个齐性空间中的完全交，就有一种方法可以定义如 
上紧化空间上的某个阻碍丛.如果阻碍丛与映射的模空间有相同的秩，我们可 
以取丛的欧拉数.一般来说，要定义这个欧拉数，需要用到李骏-田刚 [127] 做 
出的关于虚拟闭链的 构造. 对射影超曲面的一个一般选择，在一个固定拓扑下 
的曲线数目可以用这些欧拉数来定义.对5次代数簇，我们得到 



其中&是欧拉数， n d / fc 是有理曲线的期望 数目. 这个公式，称为覆盖公式， 

是由 Candelas 等人[ 3 1]发现的，并且由 Aspinwall - Morrison [ 5 ] 和 Manin [ l 44 ] 严 


格验证 • 数叫是一个射影不变量，应该和上面提到的辛不变量有不同的称谓. 


一 个自然的名称应该是 Schubert 不变量，来纪念 Schubert 在一个世纪前做的基 
础性工作. 


Candelas 的五次三维簇的公式是如下的关于 T 形式幂级数方程: 


5T3 , ^ p dT _ 5 //i h h 

~^ + to de --^ToTo-To 


其中仏是如上的欧拉数，且对 i = 0， l ，2,3, 



^2 e d{t+H) 

d^O 


rim=i (^+ m ) 5 


其中 A 构成了 L ( f ) = 0 的解空间的一组基，其中 L 是如下的超几何微分算子 


L 


A 

dt 


4 


5e ' (5 l + 1) … (5 1 + 4) 
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许多人认真地试图证明这个公式. Witten[223] 定义了线性 a 模型， Plesser- 
Morrison[157] 试图 （ 未成功）用这个概念&明 Candelas 的公式.不过，他们确 
实表明了线性 a 模型的重要性.不久以后， Kontsevich 努力试图用 Atiyah-Bott 
局部化方法来证明 Candelas 公式 [115]. 虽然他成功计算了 5 次代数簇的次数为 
4 的不变量，他的表达式过于复杂，以至无法一般性的实现.很重要的一点是 
注意到上面的丑在 Probenius 方法中 （ 参看 [99] ) 解释为等变超平面类.接着 
Kontsevich 的工作， Givental[70] 做了另一个尝试，用到了 Witten 等人的想法和 

引进了量子微分方程（这些就是决定某个典则定义的联络的平坦截面的方程). 
可是他的证明还不完全.最后，基于 Witten , Kontsevich , Li-Tian 的工作以及一些 
关于欧拉数据概念的新想法， Lian-Liu-Yau[134] 在 1997 年给出了 Candelas 公 
式的第一个完整的证明. [134] 发表后六个月左右，两项试图完成 Givental 纲领 
的工作出现了.第一篇是 Procesi 等人 [14] 而另一篇是 Pandharipande[164] . 第一 
篇文章没有宣称证明 Candelas 公式的最终形式，第二篇文章用了 Lian-Liu-Yau 
的一些想法. / 

虽然 Lian-Liu-Yau 的工作没有给出镜像流形的一个构造，但也确实提出了 

许多有趣的数学问题.应该把这个理论解释成代数流形的映射空间^模型上的 
示性类理论或 K - 理论.这种 a 模型的一个优点是它们允许我们把映射限制到 
从一个固定拓扑的曲线出发，从而得到一个有限维的映射空间. 

Lian-Liu-Yau 理论中的一个重要问 题是： 给定一个代数流形 M 上的一个 
代数丛 F ，以及从亏格为 P 的曲线到 M 的具有同调类 G H 2 ( C , f * V ) 的全 
体映射…(仏岣的稳定模空间，我们可以构造上的一个虚拟丛 P ， 方 
法是通过观察 H °( C , rV )- H \ C , f * V ), 其中 / : C — M 是 fc ) 中的一 

个映射.给定一个示性类的理论，也就是从全纯向量丛环到同调类的一个映射 
6( 可以改进到代数闭链），我们可以考虑&少），以及和&少）相关的几个数.例 
如，我们可以在 Li-Tian 类 [127] ( Li-Tian 定义为一个虚拟模空间闭链，后来被 
Behrend-Fantechi[l 1] 用不同的方法加以理解）上估计 b ( V ) 的值，或者我们可以 
考虑&少）和 M ( g , k ) 上的 tautological 线丛的陈类的乘积，然后在 Li-Tian 闭 
链上估计这个乘积的值. Lian-Liu-Yau 的方法可以对很大一类丛 F 和 M 计算 
这些数.这些类特别的包含了，例如，环面簇或气球流形上的凸的和凹的丛. 
b ( V ) 的计算可以看作是代数流形的 a 模型上的 K - 理论. 
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在尽可能一般性的情况下实现 Lian-Liu-Yau 的计算是很重要的.同样重要 
的是解释计算所得数值的几何含义.当&是欧拉类而 H \ CJ * V ) = 0 时，这 
个数解释为与亏格为 9 的曲线计数有关.这就是我们计算 CP 4 中的一个一般 
5 次代数簇上的有理曲线数目的方法.在那个情况下，取 1/ 为 CP 4 上的线丛 
0(5 ). 当 V 是 CP 2 上的 0(-3) , 我们其实是在处理“局部镜像对称”中出现的 
数，也就是 CP 2 中的嵌入到某个 Calabi -丘成桐流形成为超曲面的那些有理曲 
线的数目 （ 参看 Vafa 等人的工作 [112] ,以及 Chiang-Klemm-Yau-Zaslow 最近 
的工作 [42] ). tr 模型上的所有这些示性数组成的集合与 Gelfand-Kaspranov- 
Zelevinsky[64,65] 的超几何级数密切相关.了解这些数作为一个从 K- 群到 M 的 
映射的内在结构将会非常有意思. 

当 b 是欧拉类， Li-Tian 的一个著名定理说这就等价于计算一个和给定辛 
结构相容的一般近复结构的伪全纯曲线条数（至多相差一个符号).用 Lian-Liu- 
Yau 的证明，我们应该能够扩展 Li,Rnan 和 Tian 的方法，用来证明生成函数 

的系数 n d 都是整数.这将让数论学家和组合学家都很感兴趣.从超几何级数 
到生成函数的变换称为镜像变换.一个同样了不起的事实是，通过选择正确的 
坐标系，镜像变换有一个很好的 t 展开，其中系数都是整数（如同在 Hosono 
Klemm-Thiesen-Yau[99] 中实验性的计算，由作者们公开化).当镜像流形的形 

变是一维的，这个整性条件由 Lian-Yau[138] 验证. 这是一个非常重要的事实， 
被 Lian-Yaii 用来证明有理曲线数目的可除性.例如，证明了叫 ， 5 次代数簇 
的有理曲线数目，当 S 不能被 5 整除时，可以被 125 整除.可是，镜像映射这 
样的整数性质在多变量情形还不知道，这提岀了一个富有挑战性的问题.注意 
当 Calabi -丘成桐流形的维数是 1 和 2 时，镜像映射和夕函数相关.其实， 
Lian-Yau[135,136,137] 注意到当 Calabi -丘成桐流形是 K3 曲面或 Calabi - 丘 

成桐流形包含一族 K 3 曲面时，镜像映射应该和自守型相联系，这出现在关于 
大魔群的月光猜想里.在 Chuck Doraii 的哈佛论文里，他在这个问题上做出了 
重大的进展，他详细研究了 Painleve VI 方程及其代数解 [53]. 


对偶性猜想在弦论最近的进展中在数论中有应用，正如 Moore - Witten [156] 
的工作中所指出的那样.同样 G . Moore 提岀了由变分原理决定的模空间上的 
某些特殊点处的镜像映射值的一些问题 [155]. 所有这些问题预示着在镜像对称 
理论中蕴藏着数论的非常丰富的结构. Klemm - Lian - Roan - Yau[l 1] 发展了镜像 
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映射中许瓦兹方程的一个推广.正是基于这些方程我们发现了有理曲线数目的 
可除性. 

虽然 Lian-Liu-Yau 的理论可以用来处理许多重要的计数几何问题，它不能 
解释镜像流形的几何含义.如同我们在上面提到的， Strominger-Yau-Zaslow[195] 
的构造，确实提供了这样一个框架. Vafa[26] 最近拓展了 SYZ 猜想以把向量丛 
包含进来.虽然 Gr OSS [80,81] 和 Hitchiii[93] 在 SYZ 猜想上已经作了重要进展， 
离对 SYZ 理论的完全理解还很远.缺少的关键环节是一般 Calabi -丘成桐流 
形中特殊 Lagrange 子流形和边界在给定 Lagrange 子流形上的全纯圆盘的显式 
构造. 

在一般情况下， SYZ 猜想的图景都很可能是正确的，把 Lia n -Liu-Ya U 的 
严格处理和 SYZ 的图景联系起来将会非常有趣.他预测了 Ricci 平坦度量的构 
造，很可能在半平坦度量的基础上，可以用瞬息子知识来建立 Ricci 平坦度量. 

许多年以前， Mukai[158] 注意到一个 K3 曲面上的 SU { n ) 丛的模空间有 
自然的超 Kahler 结构 .（ 这可以推广到其他的超 Kahler 流形上去 .） 他引入了 
Mukai 变换的概念，很明显与上面的理论有联系.我们有足够的信心，在不久 
的将来，会岀现一个包含上面所有思想的理论. 

另一个重要的问题是分类所有三维 Calabi -丘成桐流形，以及那些是椭圆 
纤维空间的四维 Calabi -丘成桐流形.一个非常相关的问题是，理解和乐群为 
G 2 和 Spin(7) 的流形的构造. 

最近 Joyce[106,107] 能够构造这种流形的非平凡的例子.它们是通过奇异摄 
动得到的，类似于 C. Taubes 有关四维流形上自对偶 SC/(2) 联络的构造.虽然 
这些流形明显的在最近弦论的进展中扮演了重要的角色，他们的整体结构仍然 
非常难以了解.我们如何对它们参数化？是否它们以系统的方式与 KShler 流形 
相联系？我们应该如何理解这些流形上或 Calabi -丘成桐流形上的具有特殊和 
乐群的丛的模空间？ 

一 个最近的弦论进展要求一个给定的 Calabi -丘成桐流形可以形变到另 
外一个.既然这些流形可能具有不同的拓扑，我们必须通过奇异流形来达到这 
个目的.我们允许把给出相同共形场论的流形等同起来. Aspinwall-Greene- 
Morrison[4] 已经研究了 Calabi -丘成桐流形的共形场论的形变，在存在一个改 
变流形拓扑的 “flop” 构造的情况下. Greene-Morrison-Strominger[72] 也讨论了 
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来得到二重 （ conifold ) 点. 这些理论表明甚至当 
目标空间具有奇点时，仍然可能存在好的物理理论.这意味着甚至当流形具有 
奇 点时， 我们可以发展一个好的几何 理论. 这包括这种奇异流形上的一个好的 


度量， 


个好的 Hodge 理论，一个好的丛理论，以及一个好的计数 几何. 这些 


几何应该能够反映出上面提到的量子 场论. 特别的，我们希望找到新的几何不 
变量来捕获当一个光滑流形趋向一个奇异流形时的量子几何的极限. 


在联系不同 Calabi -丘成桐流形的讨论中，一个特别重要的过程是由 M . 
Reid [17 2 ] 建议的 （ 一些最初的想法可以追溯到 Clemens [45]). 我们可以通过爆 
破具有负的法丛的有理曲线来消灭一个 Calabi -丘成桐流形的第二上 同调. 


有 CIemens [44], Priedman [56] 和田刚 [203] 等人的关于如何把得到的奇异流形的 

复结构形变到一个光滑流形的复结构.这些流形不一定是代数的.通过这种过 
程， Reid 建议把所有 Calabi -丘成桐三维流形连接起来.这是一个相当诱人 

的猜想.但是，通过光滑化得到的流形不是 Kahler 的，需要定义一个典则的 
Hermitian 度量来说明那些类似于由 Ricci 平坦度量给出的性质.基于这种典则 
度量的模空间上的 Weil - Petersson 度量将会很重要，因为它能够帮助识别镜像 
映射. 


几年前， Zaslow 和我 [231] 证明了 K 3 曲面中带节点的奇异有理曲线计数 
和自守型的 关系. 在这个公式启发下， G 6 ttsche [71 j 对更一般的 KShler 曲面做 
了如下的猜想： 


设 C 是 X 上足够丰富的除子， K 是典则 除子. 那么 | C | 中的通过 r = 
-KC + g - x ( O x ) 个点的亏格为 fif 的曲线数目可以由 g ^ c ( c _ x ) 在如下的 g 的 
幂级敎展开中的系数得到： 


B 


2 


1 



CK 


( DG 2 ) 


V 


d 2 g 2 


(△(D 2 G 2 ))X( 〜 )/2, 


其中 D = （? 2 是 Eisenstein 级数 


G2 ( q )= - 


24 



DE ^ fc ， 


k >0 d\k 


A 是判别式 


^(q) = - 

k >0 
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且 EM 是某些万有幂级数. 

当上同调类是本原时， Bryan-Leung[20] 在 K3 曲面的 Yau-Zaslow 公式的严 
格证明上走出了第一步.引人注目的是最近刘艾克 [142] 得到了对一般的 Kahler 
曲面的公式 .（ 一些特殊的情形是与李天军合作得到的.琍用一族 Seiberg-Witten 
不变量的想法，他也研究了同时是椭圆纤维空间的三维流形上的类似问题.曲 
线计数的生成函数与自守型的关系相当神秘.也许这些形式的一般性理论在不 
远的将来会发展起来. 

除了 WDVV 方程和镜像对称理论，还有 Seiberg-Witten 方程理论. Taubes 
[199] 最早证明 Seiberg-Witten 不变量与一个辛流形中的伪全纯曲线的计数相 
关.这个定理为四维辛流形的结构理论打下了基石. Taubes 定理的一个推论 
是， <CP 2 上只有一个辛结构.（还不知道这是否对同伦 CP 2 也成立，我证明了 
与 CP 2 同伦的 Kahler 流形一定与 CP 2 同构 .） Taubes 关于 CP 2 的定理被刘艾 

克和李天军推广到了其他的有理曲面上 [126]. 

回到 Calabi - 丘成桐流形的分类，了解这些流形间的几何配边理论是很有 
趣的.什么时候 Calabi -丘成桐流形是同一个具有 G 2 和乐群的七维流形的边 
界？对 G 2 - 流形，我们也可以问它什么时候是 Spin(7) 流形的边界. G 2 流形 
和三维或四维的 Calabi -丘成桐空间有密切的关系.如何描述呢？我们很可能 
需要容许带奇异点的空间. 

对 Ricci 曲率为正的流形， Calabi 猜测的解给了正 Ricci 曲率紧 KShler 流 
形的拓扑的一个很好了解.当流形不是 Killer 的，问题的解并不一样.甚至对 
怪球面，这个问题也还没有全部回答.一个诱人的猜想是如 下的： 

一个怪球面容许正的数量曲率当且仅当它是一个旋量 (spin) 流形的边界. 
一个怪球面容许正 Ricci 曲率度量当且仅当它是一个可平行流形的边界.一个 
怪球面容许正截曲率度量当且仅当它可以写成一个紧流形的向量丛. 


第一个命题从 Stolz[192] 定理知道是对的，证明用到 Schoen-Yau[184] 和 
Gromov-Lawson[78] 的手术结果.同样，第二与第三部分的充分性也已知是正确 
的. 


Cheeger-Gromoll[37] 的著名定理基本上把非负 Ricci 曲率的流形的研究简 
化到具有有限基本群的情形.是否每个有限群都可以作为一个正 Ricci 曲率紧 
流形的基本群出现？特别的，还不清楚是否正 Ricci 曲率的连通和容许正 Ricci 
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曲率度量. Stolz[193] 建议用如下方法把著名的 Lichnerwicz 定理推广到环路 
( loop ) 空间： 如果 M 的 Ricci 曲率是正的，且 |pi(M) 是零，那么 M 的 Witten 

指标等于零. 注意知 解释成 M 的环路空间是旋量的.但是，对这样 
一 个猜想还没有足够的证据.一个有趣的问题是怪球可否嵌入到 Calabi - 丘成 
桐空间里面成为余维数为一的极小子流形. 

找到一个条件来看是否有对正 Ricci 曲率的流形上正数量曲率的 Einstein 
度量存在性的阻碍将会很漂亮.对维数大于5，很可能没有任何阻碍.甚至当 
流形是 Kohler 的，正数量曲率 Einstein 度量的存在性也还是一个公开的问题. 
虽然有自同构群是可约的 （ Matsushima 的一个定理[1妨] ) 和 Fataki 不变量 

[60] 必须为零两个已知的阻碍，作者相信关键的阻碍应该来自于极化复结构的 
Mumford 和 Gieseker 的几何不变量理论中定义的稳定性概念. 

有可能 R . Hamilton 的方程在这个问题中有用.他的方程确实保持复结构， 
曹怀东 [32] 证明了这个方程的长时间解的存在性.基本的估计如 Harnack 不等 
式也由曹怀东得到 [33]. —些孤立子解也为曹怀东所发现 [34]. —个重要问题 
是分类所有这样的非紧孤立 子解. Kahler - Einstein 度量的惟一性问题分别由 
Bando - Mabuchi [7] 得到. Hamilton 方程的渐近行为也许和稳定性问题相关. 

C . 数量曲率.虽然数量曲率是维数大于2的紧流形上最弱的不变量，它在 
广义相对论中扮演了重要的角色.当 Lorentz 度量限制到一个类空超曲面时， 
数量曲率基本上表示质量的分布.（精确的质量分布包括来自类空超曲面的第 
二基本形式的贡献 .） 


物理学上的解释需要数量曲率的正性比负性更有意义，因为通常的质量密 
度假定是非负的.物理直觉是正数量曲率流形理论发展的非常好的向导. 

第一个成果是狄拉克算子的结论. Lichnerwicz 证明了下面的消没定理 
[139] : 对旋量流形，从 Atiyah-Singei •指标定理，可以推出流形的某个 KO 示性 
数必定为零.在很长时间里，这是仅有的知道的拓扑常数.对几何学家来说， 
正质量猜想的问题是在 1973 年斯坦福大学微分几何会议时提出来的 （ 在广义相 
对论来说，这是一个古典的问题).很快就注意到一个简单的问题是，三维环面 
上是否存在正数量曲率的度量. Schoen 和我成功地证明了这样的度量不存在 
[182], 证明依赖于不可压缩极小曲面的存在性定理 （ 这也由 Sacks-Uhlenbedk 独 

立的得到 [177] ) 以及对第二变分公式的细致研究.特别的，我们证明了当一个 
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三维流形的基本群容许一个子群与亏格不小于1的曲面的基本群同构时，其上 
不存在正数量曲率的完备度量 [185]. 


到 1978 年，我们已经能够彻底的解决正质量猜测 [183] ， 我们也能够把关于 
正数量曲率度量的定理推广到高维 [184]. 基本的证明原则是对维数进行归纳. 
我们发现对一个具有正数量曲率的流形中的稳定极小超曲面，我们可以（利用 
第二变分算子的第一特征函数）把度量共形形变到一个正数量曲率的度量.外 
围流形的拓扑性质必须用来保证这种极小超曲面的存在性.例如，流形的第一 
上同调必须有足够的类来提供非平凡的相交. 

同年，利用我们证明正质量猜测的想法，我们证明了，直到余维数 3, 可 
以在正数量曲率流形的范畴内作手术 [184]. (这个基本的事实后来也被 Gromov- 
Lawson 用一个不同的构造得到 [78]. ) 这个手术的'结果使得旋量配边理论的工 
具可以应用到正数量曲率流形的研究中. Stolz[192] 证明了下面的重要结果 •. 
Lichnerwicz 定理中的阻碍是单连通流形类中惟一的阻碍. 

、虽然我们有了把 Lichnerwica 消没定理扩展到具有非平凡基本群的流形的初 
步结果， Gromov-Lawson 为之发展了一套广泛的理论.他们认为来自的 
阻碍的消没对正数量曲率度量的存在性来说已经足够好了 [79]. 最近 Schick[178] 
的工作显示这是不对的，因为 Schoen-Yau 的关于极小超曲面的阻碍没有考虑进 
来. 


一个公开的问题是，找出一个流形容许正数量曲率度量的充分必要条件 .一 
个有趣的问题是证明，如果流形 M 表示 H *( K { ir , l ), Q ) 中的一个非平凡的同调 
类，那么它不容许正数量曲率的度量.在 Schoen 和我于 1981 年在 Berkeley 开设 
的一个关于正数量曲率度量流形的课程里，我们解决了这个问题当 dim(M) < 4 
的情形.在过去十年中，有 A. Connes 等人的利用算子代数想法的工作 （ 参看 
[9] )• 可是，还没有最后给出这个问题的解.手术的论证方法在 dim(M)<4 时 
得出来的结论不足以给它们非类. Schoen-Yau 的结果可以推出正数量曲率三 
维流形必是具有有限基本群的流形的连通和 [185]. 如果 PoincarS 猜想和球面空 
间形式猜想成立，那么相反的命题也对. 

当 dim(M) = 4 ， 最好的结果是刘艾克和李天军 [125] 给出的.他们给出了 
一个辛流形容许正数量曲率度量的充要条件. 

除了和拓扑有关的问题，正数量曲率流形的几何也是一个富有成果的课 
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题，既然它和广义相对论的问题密切相关.例如，下面的命题（参看 Schoen- 
Yau[186] ) 在黑洞理论中有重要的 意义： 

对一个紧致三维流形 M ,算子-+ \ R m ( 具有 Dirichlet 条件）的第 
一特征值以为上界，其中 r 是任何沿着 M 中闭约当曲线 a 的管子的最小 
半径，要求 a 在管子内是同伦平凡的. 

应该可以把这种结果推广到高维流形. 

我们期望带边紧流形的正质量猜想的一个很好的表述，可是现在还不知道. 
正质量定理，以及 Schoen 关于著名的 Yamabe 问题的解 [180] ， 被 Schoen 和作 

者用来研究区域 ncS N 的共形平坦的，正数量曲率度量 [187]. 

20 年前， Penrose 做了一个广义相对论中的猜想，全质量在相差一个常数 

的意义下，大于黑洞面积的平方根.当类空超曲面具有非负数量曲率，这个猜 
测最近被 Huisken-Ilmanen[103] 和 Bray[19] 所解决.处理数量曲率不是非负的 

情形还是一个公开的问题. 

广义相对论的一个非常有趣的问题是如 下的： 对一个非负数量曲率的紧致 
三维流形，的 Hawking 质量不会大于的直径的一个固定的倍数，除非 
M 中有一个闭的稳定极小曲面.当然，上述命题有一个到非正数量曲率流形的 
推广 . 这些命题和黑洞的形成有关. 

III . 结论 . 

我想在这里总结一下这个报告中的最重要的部分，提出一些重要的问题也 
许是比较合适的. 

1. 理解 n 维流形到维欧氏空间的等距嵌入的存在性与惟一性的准 
确内涵.当流形是紧致无边的，是否存在非平凡的等距形变？ 

明显的，在 n = 2 和 n >2, 局部和整体的嵌入，度量的实解析和光滑的 
假设之间存在差异.对 n = 2 时的整体嵌入，有 Weyl[221], Nirenberg[162] 和 
Pogorelov[169] 的 工作. 对局部嵌入，有林长寿的重要工作 [140].n = 2 时的整 
体惟一性是由 Cohn-Vossen 研究的 [46]. 相应的线性化算子的惟一性问题也非. 
常重要，有 Cohn-Vossen 做了研究.虽然线性化的问题本身是有趣的，它明显 
的和非线性问题有关系.对这样的线性算子，有可能既不是椭圆的又不是双曲 
的，发展一套整体的理论.假定的度量是一般 (generic) 的而曲率算子是正 
定的，并且嵌入在中.是否线性化算子的核是只由无穷小刚体运动组 




附录 II 几何与分析回顾 • 439 • 


成？是否在这个情况下有任何应用指标定理的方法？ 

等距嵌入问题要求在抽象法丛上找一个 Riemann 联络，通过 （ 未知的）第 
二基本形式与切丛上的 Levi-Civita 联络结合，一个平坦联络就形成了 •（ Gauss 
方程和 Codazzi 方程都需要用到.）从这个观点看，注意到 n > 2时法丛一般是 
可以拓扑分解的.这也许是等距嵌入并非惟一的一个原因.也许需要把法丛分 
解为几个子丛，然后根据法丛的分解分几个部分来构造所需的 Riemann 联络和 
第二基本形式.几何上来说，我们考虑等距嵌入结构化的可能性，通过把 

嵌入到 C C ... C 中，其中 n < 叫 < n 2 < ... < .如 

果我们在等距嵌入上加入某种结构化，也许会迫使惟一性和存在性定理变得更 
容易证明.例如，可以首先把一张任意亏格的曲面嵌入到合适的双曲三维空间 
中. 我们也可以把亏格为一的曲面通过一个合适选取的三维流形等距嵌入到 IR 4 
中. 

应该有一种有效的方法来验证是否上的一个度量可以等距嵌入到另一 
个维数< 的流形中去.当 n > 2，当余维数不大于 n - 1时我们有相当 
多的惟一性定理.当 n > 2时几乎不知道任何存在性定理. 

〆 

一个有趣的余维数为一的整体存在性定理可以作为我与 Schoen 的工作的 
推论得到 [183] :给定一个三维流形上强渐近平坦的度量 （ 质量为零).假设对 
某个在无穷远处二次衰减的对称张量 /ly ， 下面的不等式成立 
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那么这个度量可以等距嵌入到平坦 Minkowski 时空中，作为一张类空超曲 
面. 

2. 理解一个完备流形的 Laplace 算子的谱.什么是 1 R + 中的一个离散数集 
成为某个流形的 Laplace 算子的谱的精确条件？目前，只知道必要条件.当流 
形有一个特殊结构，例如，它有一个 Einstein 度量或是一个极小子流形，我们 
期望存在更多的对称. （ 对称性也许在相关的 zeta 函数中体现 .） 

设{勿 } 是一列非负数 .（ 某些％ 可能重复有限次 .） 它们要成 
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为谱，有两个熟知的重要条件. 

( a ) 有一个正整数 n (维数）使得 ESi exp (- a ^) 有渐近级数展开 t ~ n / 2 • 

( b ) 由 exp ( i ^) 定义的分布有奇异的紧支撑，在一列可数的数仏 } 
中. 

⑷和 （ b ) 都是关于序列{%}的渐近信息.第一个是热不变量，第二个是波 
不变量.除非我们有更多的关于流形的先验信息 （ 比如是一个极小超曲面 [38] )， 
我们不知道其它的使{%}成为流形的谱的约束. 

既然这些都是渐近约束 ，一 个有趣的问题是研究当它们是一个流形的谱时， 
序列的有限部分会提供多少信息. 如果％ 和达是可以实现为两个流形的谱的 
序列. 如果 ^ n /2 ( Ei eait - Ei e0it ) = 0( t m ) 对任何 m > 0 当 t 0 并且如果 

- e 1 ^) 作为一个分布没有奇点，我们能否断定〜=爲对所有 j 

成立. 

热不变量是局部几何量的积分，而波不变量更具整体性且与闭测地线的长 
度 有关.能否通过考察其它的关于 Laplace 算子的函数，通过研究特征值的子 

序列空间，或者通过从特征值构造新的序列（比如取特征值的差)，来构造更多 
的 几何不变量. 

当我们说我们可以“听到” 一个几何量 g ，我们应该是指对所有的 e > 0， 
有一个整数集合 { ni ，…， nfc } 使得叫只依赖于 Ah ... ，和 e ，且存在一个 
定义在 R ^ k + 1 上的函数/满足 

1/( 入1，…， ^ n k , s ) — g \ < £• 

目前，还不清楚如何“听到”流形的任何几何量.除非我们对流形有一个 
先验的了解，甚至还不清楚我们能否听到流形的维数.对一个凸区域 ， Peter Li 
和作者 确实找到了听到它的面积的方法.在我们知道 Ricci 曲率是有下界的情 
况下，能否听出流形的体积将是非常有意义的问题. 

完成已知的 Einstein 流形和闭子流形的完整的谱是很重要的.只有少数的 
例 子已经得到了计算，它们是由群论的方法构造的. 

3. 找到一个显式的方法来给出 ST 或中的一大类极小子流形.是否所 
有的校准极小子流形可以用这样一个显式的方法得到.在具有特殊和乐群的外 
围流形中生成它们将会特别有趣.（在 Calabi - 丘成桐流形的情形，我们考察特 




附录 II 几何与分析回顾 .441 • 


殊 Lagrange 子 流形. ） 计算这些极小子流形的模空间.三维的双曲闭流形可否 
与 Calabi - 丘成桐流形里面的特殊 Lagrange 子流形同胚？ 

找出一类由一阶椭圆方程组定义的常平均曲率超曲面也许是很有意思的. 
在大多数类中，我们也许需要参数化那些具有某些几何结构的校准子流形.例 
如，在 Calabi -丘成桐流形中的特殊 Lagrange 子流形的情形，我们和酉平坦线 

丛一起参数化.在其他的情形，它可以是某些扭化的调和转子.找到这些具有外 
在结构的子流形的模空间的一个好的紧化是一个有趣的问题. Weil-Petersson 

〆 

度量在奇点附近的行为应该很有意思.注意极小子流形的序列总是在几何测度 
论的意义下收敛到一个极小流，问题就是如何推广定义在这些极小流上的平坦 
线丛或扭化调和转子.我们希望紧化的模空间有额外的结构，例如（可能奇异 
的）代数结构.它们能否实现为某个代数几何对象的模空间？ 

4. 分类容许 Einstein 度量的紧致光滑流形.如果 dimM >4, 是否 M 总 
是容许一个 Einstein 度量？如果是的，我们能否对其参数化？ 

是否有条件保证 Einstein 度量的模空间具有有限多个分支？对奇数维2 5 
的流形，有 Wang-Ziller 在 Journal of Diff . Geom .,1990 的例子，其中找到了 

无穷多个分支.这个问题在维数等于4和6时已经很有趣了.当我们改变 M 
的拓扑， Einstein 度量的模空间的拓扑如何变化？大多数具有非平凡连续族的 
Einstein 度量的流形来自于 Kahler - Einstein 流形上的环面丛或具有特殊和乐群 
的流形.是否还有其他的？在4维情形，能否把 M 4 分解成如下形式的开的片 
( a ) Einstein 流形 （ b ) 常曲率3维流形上的圆周丛⑷另一张曲面上的曲面丛. 

上面的开片据推测会沿着炉或 T 2 上的圆周丛的三维流形彼此连通.对维 
数3，有 Thurston 几何化猜想的类似命题. 

5. 分类具有特殊和乐群的紧致 Riemann 流形.主要的和乐群是 SU ( n ) , 
Spin (7) .和 G 2 . 证明在每个维数都只存在有限多个这种流形的形变类型. 

非常可能的是，和乐群为 Spin(7) m G 2 的流形可以从那些和乐群为 SU ( n ) 
的流形的几何构造得到.所以，找一个这些模空间上的类似于 Calabi -丘成桐 
流形上的特殊几何的典则结构，将是很有意思的.这些流形上还有校准子流形 
和具有特殊和乐群的丛.什么是这些流形的“镜像对称”的确切含义？例如， 
在这种几何下，能否找一个计数校准子流形的方法.一个和乐类被某个校准子 
流形表示的条件是什么？在 Kahler-Einstein 曲面中的 Lagrange 极小曲面情形 
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下，已经由 Schoen-Wolfson 作了广泛的研究. 


6. 证明如果 M 2 n 容许一个近复结构且 n > 2 ,那么它也容许一个可积近复 
结构.当 n = 2 时，存在熟知的阻碍.任何第一 Betti 数为偶数的复曲面可以形 
变到一个代数曲面，任何代数曲面容许一个 Lefschetz 纤维化 （ 可能经过几次爆 
破). 所以，找到一个使曲面丛（具有 Morse 型奇点）容许一个复结构的充分条 
件是很有意思的.找到一个四维流形同伦型容许一个奇异曲面丛结构的条件也 
很有趣.这个方向上可以研究的一类很有意思的流形是复球的商，我们知道它 
是整体刚性的. 一 个相关的问题是怎样把复流形粘连起来. Seiberg-Witten 不 
变量和相对的伪全纯曲线理论也许可以帮助我们理解这个粘连.另一个方向是 
对分支覆盖在 CP 2 或 CP 1 x CP 1 上的四维流形找一个容许复结构的充分条件. 

从 Bogomolov 和 Li-Yau-Zheng[130] 的工作，我们知道怎样分类没有曲线的 

小平 VII 型曲面.还剩下分类那些具有曲线的情形. [124] 中的论证也许会有 
用. 

一个重要的问题是，找到一大类合适的具有典则 Hermitian 度量的非 Kahler 
复流形.弦论也许为寻找这种 Hermitian 度量的可能方程的提供了一些指导. 

特别重要的是找到对 Calabi - 丘成桐流形的奇点光滑化后得到的复流形上的典 
则 Hermitian 度量，而这些 Calabi - 丘成桐流形是通过沿着一条具有负法丛的 

有理曲线爆破得到的.我们希望找到的流形具有超对称性质，使得镜像对称仍 
然存在. 

7. 找到一个复流形容许 Kahler 结构的必要和充分条件. 

对一个 Kahler 流形来说，我们有关于上同调的著名的 Lefschetz 和 Hodge 
定理. Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan 定理也要求有理同伦型形式上是确定 

的.这些是除了它是复流形以外的不太知名的必要条件（它也基于指标定理给 
出了关于陈数的可积性条件).如果一个复流形在它的同伦型上满足所有这些条 
件， 它是否就同伦等价于一个 Killer 流形？对应的关于微分同胚型的问题要微 
妙 的多.例如，作者用陈数刻画了和具有常全纯截曲率的代数流形同伦等价的 

Kahler 流形. 

8. 给定第一陈类为 ( k , k ) 型的代数流形上的一个复向量丛 F ,如果我们在 
K 理论意义下对 F 加上或减去全纯丛，是否 F 容许一个全纯结构？证明 Hodge 
猜想， 即有理 （ fc , fc ) 类 Poincare 对偶于代数闭链. 
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构造复向量丛上的可积复结构的仅有的进展属于 c . Taubes[198] ，来自于 

一个四维流形上反自对偶联络的存在性.可是这没有告诉我们太多关于高维流 

形的情况.甚至在四维流形情形，我们也必须限制到当丛是通过冒泡过程拓扑 

的构造出来的.我们非常希望有一个从已知数据出发，不用奇异摄动的构造方 
法. Uhlenbeck-Yau[215] 中的关于 Hermitian-Yang-Mills 联络的构造应该可以 

应用到更一般的拓扑丛中去.丛上可积复结构的构造可能会遇到来自代数闭链 
的阻碍.对他们关系的深刻理解是非常有益的. 

9. 什么是一个椭圆变分问题的奇异集的结构？特别的，什么是一个面积极 
小簇的奇异集的结构？是否这样一个奇异集在外围度量的摄动下是稳定的？什 
么是平均曲率流和 Ricci 流的解的奇异集？ 

对双曲系统，最重要的是广义相对论中 Einstein 方程奇点的发展问题.方 
程组的非线性性已经展示了物理与几何之间壮观的丰富联系. 

很长时间以来，几何学家一直都对微分不等式的过定系统感兴趣.例如， 

流形上正曲率度量的存在性是很长一段时间的活跃中心.（还不知道，比如， 
当维数足够大时，是否只有局部对称空间容许正截曲率度量.现在仍不知道是 
否存在任何容许正截曲率度量的非平凡乘积流形.）一个自然的问题是研究，是 
否可以从微分方程的观点发展截曲率的稍弱形式的概念.这种想法是为了这种 
度量的弱收敛.了解这些度量的奇点应该也是很有趣的.当然也可以对定态的 
系统提出这个问题，例如 Ricci 张量. 

10. 给一个完整的和严格的关于 Calabi -丘成桐流形的镜像对陈概念的几 
何解释.是否它在其他不具有特殊和乐群的几何结构中也存在？解释瞬子数的 
生成函数的结构和来自镜像对称的镜像映射的结构.什么是这些函数的算术含 
义？ 

Lian-Liu-Yau 的称作‘镜像对称， 1,11 和 III 的工作 (Asian J.Math. ,1997, 1999) , 
开始了由镜像对称激发的对计数几何的系统了解. Strominger-Yau-ZaslowflQS] 
的工作开创了镜像对称的几何理解. Lian-Yau[136],[137] 开始了对镜像映射算 
术本质的研究. 
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附录 III 复几何的历史及前景 


一旦把复数看作一个域，那么考虑仅依赖于全纯变量2的函数就是很自然 
的.因为它不依赖于 I ，所以 


dl 

dz 


0 . 


这 些全纯函数有着令人惊讶的丰富的性质.全纯函数存在全纯延拓的可能，使我 
们 不得不考虑多值全纯函数.引入 Riemann 面的概念就是为了理解这些现象. 
分支 割线和分支点的想法直接地把这些曲面的拓扑与复变量联系了起来. 

十九世纪的时候，就已经认识到两个同胚的 Riemann 面有可能不相等，其 
中 Riemann 对单连通曲面证明了非凡的单值化定理.虽然很多年后 Hilbert 才 
把 Riemann 关于变分原理的工作严格化，用来构造调和函数以及全纯函数的 
Dirichlet 原理直到现今仍然有着巨大的影响. 

Koebe 最终证明了每个抽象定义的单连通 Riemann 面是圆盘，复直线或 
Riemann 球面三者之一.现在已经有了基于复变函数论，变分原理和几何形变 
方程等的多种证明.单值化定理使得我们可以把复结构空间与 SL (2， R ) 的离散 
子群空间等同起来，通过分式线性变换作用在圆盘上.如何参数化具有固定拓 
扑 的所有可能的 Riemann 面是数学中最有趣的问题之一. 

二维几何与高维几何的一个非常重要的区别是每个二维可定向 Riemann 流 
形容许一个复结构，使得度量具有形式 /i(cte 2 +dy 2 ). 当亏格大于 1 时， Poincare 
发现每个这种度量都可以共性形变到惟一的曲率等于 -1 的度量.所以亏格为 
9 的曲面上的共形结构空间和常负曲率等于 -1 的度量空间是相同的.如何实 
现作 用在这个空间上的微分同胚群当然是很重要的.它的商空间是共形结构的 
模空间，用表示.如果我们限制到与恒等映射同痕的微分同胚，那么商空 
间称为 Teichmuller 空间，用 T g 表示. 


1 本文 (Complex geometry: Its brief history and its future — Personal perspective .) 是丘成桐 

教授在 2004 年 6 月华东师范大学数学研究所建所十周年暨复几何及相关的数学理论国际会 
议上所作的演讲辞，由徐浩翻译，丘成桐校订 . 
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很自然的， T s 覆盖了 M s ， 且覆叠变换是上面两个微分同胚群的商的映射 
类群.不难 证明％ 是可缩的.的拓扑与几何要复杂的多. 

Teichmiiller 通过引入 Riemann 面间的极值共形映照的概念广泛研究了 7^. 
Bers 证明了可 以把％ 嵌入到 C 3 ^ 3 中，成为一个全纯域.把极值共形映照有 
意义的推广到高维复流形将会是有趣的问题.然而，对 Bers 嵌入的边界到底有 
多坏，还没有精确的描述.现在也还不清楚什 么是％ 到 c 3 ^- 3 的最优嵌入. 

除了几何性质外，还有代数性质.它是拟射影的，即是说有一个代数 
態: Mg ，使得 Mg \ M g 由子簇给出. Mg 的最基本的构造是 Deligne-Mumford 

给出的，他们引入了稳定曲线的概念（从几何不变量理论得出的稳定流形的概 
念） • 


现在知道，对于大的亏格，很难描述,即它是“普通类型”的，且不存 
在从复射影空间到的非平凡全纯映照 . 的研究是复几何乃至一般数学 
中的一个基本主题. 

上有许多自然的复丛结构.其实，上有一条万有曲线，即^上的 
一个纤维化复流形，使得每根纤维都是给定的 Riemann 面.在万有曲线上，我 

们可以沿着纤维取切丛，并且我们可以通过沿着纤维取全纯1形式的方法来构 
造 Hodge 丛.这些自然丛的陈类给岀了 的重要的上同调类. Mumford 猜 

想说的低维 （ 相对于 g 而言）上同调是由陈类生成的. Madsen(22) 最近 

解决了这个问题.但是理解非稳定情形的这些上同调仍然是一个有趣的问题. 

这些丛的陈数可以很好地组织起来，并已经成为一个活跃的研究领域.在 

% 

过去 15 年中，弦论在对这些数的理解方面作出了很大的贡献.我们有 Witten 
猜想（被 Kontsevich 证明 （ 13) )， Marino-\^fa 公式 （ 由刘秋菊-刘克峰-周 

坚证明 （16)) 以及许多其它令人激动的工作 • 

单变量全纯函数的概念可以很容易地推广到多变量函数.单值化的简单推 
广是完全失败的，因为方程#对所有 i 构成了一个过定方程组. 

我们称一个流形 M 是复的，如果存在坐标 （ q , •••，〜），使得它们的坐标 

变换是全纯的.一个复流形 M 具有性质，它的复化切丛容许一个线性算子 J 使 

■ 

得户 =一 恒等，且 {v\Jv = V^v} 构成全纯切空间{嘉} ， {v\Jv = - v ^} 
构成反全纯切空间. 一 个流形若容许这样一个算子 J ，则称它为近复流形. 

我们称它满足复的 Probenius 条件，如果对任何复向量场％使得= 
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V^Vj ,我们有 


J[Vj , = \/~ 1 [Vj ? v^\ . 


著名的 Newlander - Nirenberg 定理说，满足复的 Probenius 条件的近复流形是复 

流形.虽然有一个有效的方法来决定哪些光滑流形容许一个近复结构，一个非 
常神秘和基本的问题是，找到一个决定偶数维定向流形可以容许复结构的拓扑 
条件. 

许多研究复流形的工具来自于 Kahler 几何. 

Kahler 注意到存在满足 


V --1 9ijdz l A dz ^) = 0 

的 Hermitian 度量 ' Edijd ^ dz ^ 的重要性. Kahler 度量具有重要的性质，即有 
一个全纯坐标系，使得它可以用平坦度量作一阶逼近. 

自从产生复流形的概念以来，第一个重要的贡献是陈类的引入.与 Riemann - 
Roch 定理的经典理论以及层论相结合，陈类被 Hirzebruch (8) 用来证明高维代 
数流形的 Riemann - Roch 公式. Hirzebruch 的公式被 Grothendieck 在函子的框 

架里作了解释和推广， K 理论作为一个基本的工具得到了发展. 

基于这个公式和 Bochner 的消没公式的思想， Kodaira(12) 证明了对特殊 
类型 Kahler 流形的嵌入定理.注意到如果一个 Kahler 流形全纯嵌入到复射影 

空间中，周炜良的一个基本定理说它一定是由一个齐次代数多项式的理想定义 
的. 所以它们是代数流形. 

周炜良也引入了基本的工具来研究代数闭链.例如周坐标.周簇的概念是 
现代代数与算术几何的最重要的概念之一. 

Hodge 在 Kahler 流形的 Hodge 结构方面的工作被 Kodaira 广泛使用.同 
时也把 Picard 和 Lefschetz 的古典理论置于新的理论框架内. Hodge 的关于代 
数闭链的猜测也许是代数几何中最精彩和重要的问题.由于它与算术问题的联 
系，许多数论学家对这个问题作出了贡献. 

Hodge 结构的发展归功于许多人的工作： Hodge, Atiyah, Grothendieck, 
Deligne, Shafarevich, Borel, D work, Katz, Schmid, Griffiths, Clemens 等. 一 ■个非 

常重要的问题是它与单值性 （ monodromy ) 和 Torelli 定理的联系.建立 Torelli 
定理的合适的形式是一个重要的方向.它已经成为了 Calabi -丘成桐流形研究 
中的一个基本工具. 
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Kodaira 证明了每个 Kahler 曲面可以形变到一个代数曲面. 

根据 Kodaira 的分类 （ 以及后来萧荫堂 （27) 关于 K 3 曲面的工作），仅有 
的未知非 Kahler 复曲面就是所谓的 VII 0 类曲面. 

这种曲面不是 KShlei ■的，有必要对它们进行分类.这种曲面有两个子类： 
(1 ) 那些不包含全纯曲线的.已经由 Bogomolov 和李骏-丘成桐-郑方 
阳⑼作了分类. 

( 2 ) 那些包含有限多条曲线的. 


李骏-丘成桐-郑方阳的方法很可能可以用来阐明这个剩下的非 Kahler 曲 
面类型.如何描述代数曲面的拓扑？ 

Riemann - Roch 公式和 Atiyah - Singer 指标公式已经发挥了基本的作用. 

当 h 一 0，这些公式提供了关于全纯1形式的信息，所以我们可以通过对 

1形式积分来得到非平凡的信息. 

Van de Ven (42) 最早发现从 Riemann - Roch 公式可以推出 


8C 2 (M) ^ Cf(M). 


Bogomolov ⑶用他的关于稳定丛和对称张量的想法改进了 Van de Ven 不 

等式 


4C 2 (M) > Cf(M). 


此后不久，我 （45) 用最新发展的 Kahler - Einstdii 度量存在性，证明了 


3C 2 (M) > Cf (M). 


这个不等式是最优的，因为复球的商取到等号. 

Miyaoka(21) 也通过改进 Bogomolov 的方法得到了类似的不等式. 

然而到目前为止，我们只能用上述我发现的解析方法来证明 3C 2 (M) = 
C?(M) 可以推岀 M 只能是 CP 2 ， 或是复球的商.这种不等式到迹形 （ orbifold) 
的推广是很直接的，已经由郑绍远-丘成桐 （ 4), Kobayashi(ll) 和田刚-丘成桐 
(37) 所得到. 

我发现当 3C 2 (M) = Cf(M) 时， Kahler-Einstein 度量成为常全纯截曲率度 
量，这使我注意到和 Mostow. 刚性定理有关.这就立刻推岀这个流形上仅有的 
复结构就是标准结构. 
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所以我猜想具有负曲率的紧致 KShler 流形具有惟一的复结构.我建议用调 
和映照来解决这个问题.想法就是目标流形的曲率应该可以决定调和映照的刚 
性.这是受到了用 Dirichlet 原理证明单值化定理的启发.我向萧荫堂 （28) 提出 
了这个建议，他注意到 KMiler 度量曲率的特殊形式可以用来解决我的猜想的一 
个重要情形. 

应用调和映照来证明不可压缩极小曲面的存在性是 Schoeii 和我 （25) 在更 
早的时候发 起的. 在那个理论中，用到了 Linda Keen 的项圈 ( collar ) 定理. 
Schoen 和我发现调和映照的能量可以回过来提供 Teichmiiller 空间的一个重要 

的穷竭函数.在我于1976年犹他大学的演讲以后，这个想法被其他一些人所采 

用 . Michael Wolf (44) 的工作示范了调和映照可以怎样用来给出 TdchmiillCT 空 

/ 

间的 Thurston 紧化. 

Jost 和我发现调和映照能够用来证明从一个紧致 Kahler 流形到高亏格曲 
线的拓扑映射可以同伦于一个全纯映射，如果我们改变曲线的复结构. 

虽然调和映照对具有大的基本群的流形很有用，它对单连通流形的存在性 
还不知道. 

令/ : M -> 7 V 是两个紧致 Kahler 流形间的一个映射，使得在 n 2 ( M ) 上的 
诱导映射是非于凡的.我猜测总是存在一个从 M 到 7 V 的调和映照，它在 n 2 ( M ) 
上的诱导映射是非平凡的. 


这有可能成立的原因是对于二维球面间的调和映照的 Sacks-Uhlenbeck 定 
理的 理解. 

. 萧荫堂和我 （ 33) 在 Frenkel 猜测的证明过程中，研究了 Sacks-Uhlenbeck 球 
面的起泡 结构. 类似的研究后来被 Parker-Wolfson(23) 和阮勇斌-田刚 （ 24) 用 
来了解稳定映射的紧化和 Gromov-Witten 不变量.最后的阐明是 Kontsevich(lO) 
关于稳定映射的模空间的概念. 

甚至当调和映照的存在性定理是可以证明的，仍然需要找出这种调和映照 
的 性质.在什么情况下，这些映射在相差 M 和 iV 的全纯自同态意义下是惟一 
的？ 


一 般来说，来自线性和非线性偏微分方程的方法可以用来产生全纯对象. 
但是，对特征 P 上的代数簇的类似构造将会很难实现.这将是一个有趣的方向， 
比如 Mori 能够通过特征 p 的方法来构造有理曲线.这个了不起的方法仍然需 
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要用解析方法加以理解. 

我在1973年时提出了一个高维空间单值法的 纲领： 

(1) (Prankel 猜 想）： 双截曲率为正的 Kahler 流形与射影空间同构. 

(2) 基于 Greene-Wu 的一些工作，我猜想非紧而双截曲率为正的 Kahler 流 
形与欧氏复空间同构.最近朱熹平对此问题有深入研究. 

(3) 单连通而且负曲率的 Kahler 流形可以全纯的浸入到欧氏空间里的一个 

有界域，假如流形覆盖一个空间，这个映射可能是嵌入的，这问题几乎毫无进 
展. 

我们现在讨论来自非线性分析的思想. 

Kahler-Einstein 度量是 Kahler 度量，使得 



当 c <0, 如果我们固定 KShler 类，它是惟一的.当 c >0, 它在相差流 
形的自同构下是惟一的，这是 Bando-Mabuchi ⑴的工作.所以当度量存在，它 
提供了流形复结构的重要不变量. 


不难证明 Kahler-Einstein 度量其实决定了底流形的复结构，除非它是超 
Kahler . 这可以通过研究 Kahler 形式在等距下的拉回得到.所以 Kahler- 
Einstein 度量的存在性提供了从度量研究复结构的途径. 

个非常重要的问题是，作用在 ( p ， q ) 形式空间上的 Laplace 算子的完全谱 


应该能够决定复结构 （ 如果 


0时是极化复结构）.这些谱的贡献可以给出流 


形的重要不变量，比如全纯 扭矩. 虽然我们可以把复结构的模空间嵌入到谱空 
间中，没有明显的办法给出后者空间上的复结构，使得这个嵌入是全纯的. 

c < 0 时的 Kahler-Einstein 度量是理解流形的复结构的强大工具.有下面 
的主要 方法： 


(1) 利用陈类的曲率表示，我们可以用曲率的 L 2 积分来表示，前 
者显然是非负的，且仅当流形平坦时为零.如果 o ； =士 Cl ，那么 C 2 C r 2 与吋之 
间存在不等式，其中等号仅当流形是复射影空间或复球的商时成立. 

(2) 利用曲率递减性质，我们可以证明切丛在 Mumford 意义下是倾斜稳定 
的.（这个工作是受到了 Bogomolov 工作的启发. ） 从切丛和余切丛，我们可以 

取张量积和外积，以及从 d ( n , C ) 的自然表示构造自 然丛. 它们都有从切丛诱 
导的自然的 Kahler - Einstein 度量. 
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如果自然丛 V 来自 GL ( n , C ) 的一个不可约表示且 Cl ( F ) = 0，那么 F 的任 
何非平凡全纯截面是平行的，且原始联络的和乐群必定可以约化到更小的群. 
用这种办法，我们可以刻画局部对称的 Kahler 流形. 

我们可以给出 Shimura 簇的一个完全的代数几何刻画.它提供了证明 Shimura 
簇的伽罗华共轭仍然是 Shimura 的方法.这是 Kazhdan 用表示论证明的一个定 
理. 


应该有可能刻画诱导度量是 Kahler - Einstein 的子流形.也应该会很有趣的 
是在代数几何意义下刻画局部对称的子流形. 

(3) 利用平行形式作复结构的形变. 

对心 曲面，我们可以通过混合 （2,0) 形式， (0,2) 形式和 （1,1) 形式来找 
到复结构的 P 1 族. 

Bogomolov ⑵观察到对超 Kahler 流形，复结构是无阻碍的.紧接着田刚- 
Tod OrO v [ 3 8][ 4 0] 用基本相同的论证得到 ， Calabi -丘成桐空间的情形也是正确 

的. 

(4) 既然我们知道这种流形的 Ricci 曲率，我们可以应用 Schwarz . 引理来研 
究 Kahler 流形间的全纯映射. 

我们应该能够计算与标准 KE 度量相联系的 Weil - Petersson 度量.模空间应 
该有丰富的性质值得 研究. 包括 Weil - Petersson 几何的体积和它的 L 2 上同调. 
对 Calabi -丘成桐流形，上同调类被称为 BPS 状态，是弦论里很有兴趣的研 
究对象. 

. ⑻当流形具有 Kahler - Einstein 度量时，切丛明显是稳定的.可是这还没 
有完全发挥 Kahler - Einstein 度量的全部威力.当我应用 KE 度量研究代数几何 
时，我发现 KE 度量的存在性应该等价于流形的在几何不变量理论意义下的稳 
定性.（除了来自第一陈类符号的明显阻碍 .） 

I 最近， Donaldson 在这个问题上作出了决定性的贡献. 

虽然最近有一些关于极值度量和常数量曲率度量的工作，但其重要性不如 
具有非正数量曲率的 KE 度量.具有正数量曲率的 KE 度量的情形和上面提到 
的问题以及理解 Ricci 平坦流形的问题有一定的关系，但是到目前为止，我们不 
能确 定这种 KE 度量的代数几何意义. 

在1978年赫尔辛基数学家大会上，我 (46)(47) 略述了完备非紧 Ricci 平坦 
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流形的存 在性. 证明细节后来和田刚 （41) 一起 写出. 具有正数量曲率的 KE 度 
量在这些构造中发挥了作用. 


到目前为止，没有发现这些正数量曲率的 KE 度量在代数几何中的重要贡 
献.当我的稳定性问题被解决时，情况也许就会不同了. 

为了理解 Kahler-Einstein 度量的几何稳定性，我们希望把这个度量和射影 

嵌入诱导的度量联系起来.我在 2 0年前发起了这个纲领，通过丰富线丛的高次 
幂寻找射影嵌入，来逼近 KE 度量. 

我的几个学生从事这个纲领的研究.在我的指导下，田刚的博士论文 （39) 
应用我和萧荫堂 （34) 有关刻画等于的非紧 Kahler 流形的思想.他证明了这 
种嵌入是可 能的. 有关的摄动分析被 Lu (18)， Zelditch (48)， Phong - Sturm 继续研 
究.田刚在 Donaldson 工作的基础上对我的稳定性问题作出了一些工作，但直 
到 Donaldson 在⑹中的重要工作，我们才对 KE 度量和稳定性有真正的了解. 

在我的指导下，罗华章 （19) 和王晓伟 （43) 的博士论文中继续了有关平衡 
条件的研究.事实上，罗华章引进的平衡条件在 Donaldson 的工作中起了很重 
要的作用. 


基本上， 


Donaldscm ⑹解决了我的猜想中重要的必要性部分.最近有一些 


工作和环流形上正数量曲率 KE 度量存在性有关 .（ 最近 Zhu 和 Wang 的贡献， 
证明了来自 Donaldson 约化的实 Monge - Ampere 方程的存在性 •） 


Donaldson 的工作应该用来了解具有非正第一陈类的 流形. 对来自算术几 
何，模问题以及和代数闭链与代数丛相关的问题的流形尤其如此 • 


极化代数流形的模空间应该支持具有复数量曲率的 Kahler - Einstein 流形. 

它也许容许迹形类型的奇点 • 当形变空间是阻碍的，描述奇点的度量结构将会 
极富挑战性. 


当模空间是紧化的， KE 度量应该具有渐近的合理形式.能否用积分的周 
期来理解这种行为是很重要的问题. 

这种类型的最简单的问题早就在一维情形出现过了.直到最近，刘克峰 - 
孙晓峰-丘成桐 （17) 能够识别 Teichmiiller 空间上的 KE 度量的行为 • 

虽然 Teichmiiller 空间的边界可能在复解析来说非常复杂，但是有趣的是， 
基于 Shi ( 2 6) 的工作，我们证明了曲率和它的所有协变导数是有界的.这与先前 
的我和郑绍远 （5) 的有关严格拟凸域上的 KE 度量的工作形成鲜明 对比. 
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除了 KE 度量， Bergman 度量也是模空间上需要研究的自然度量 • 它与 KE 
度量和覆盖空间的关系应该会很有趣.我们证明了 KE 度量， Bergman 度量， 
Teichmiiller 度量和 Caratheodory 度量都是等价的. 

模空间有许多有趣的子簇，甚至在一条曲线的情形.刘克峰 （14) ，孙晓峰 
(31) 和其他人应用 Schwarz 引理，左康研究了 Hodge 结构的变化，他们得到 
Shimura 曲线在模空间浸入的条件. 

一个令人着迷的问题是，刻画模空间是 Shimura 簇或者 Calabi -丘成桐空 
间的模问题. 

代数闭链以及相联系的稳定丛组成的模空间应该是一个很有趣的研究专 

题. 

基于来自弦理论的想法，在下面对偶情况下理解模空间将会很有意思 


T k x (T k y 
丄一 

T k M xM (T k Y 

N 



N 


& M 到 iV ， i 到 AT 的映射是可能带奇点的全纯纤维化.应该有一个 
M x M 上的秩 1 的全纯层，作为 Poincar4 线丛. 借助这个层应用 Fourier-Mukai 

N 

变换， 我们应该把上面的模空间从 M 映到兑. 

在上面的图中，我们可以允许环面是实的特殊 Lagrange 子流形.在这种情 
况下， 我们得到从 M 到兑的镜像映射.这被称为 SYZ 构造 (35). 假如环面是 
复的， 我们可以要求 M 的复纤维束模空间映射到获上的复纤维束模空间. 

弦理论提供了研究 Ricci 平坦度量几何的非常丰富的背景.对偶概念提供 
了 非常强大的工具. SYZ 构造需要做更加深入的研究，不仅在特殊 Lagrange 
闭链 的构造方面，而且根据全纯圆盘从4平坦 Ricci 平坦度量摄动到 Ricci 平坦 
度量 • 

复几何中有很多基本问题，这里可以提出以下 几点： 
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(1) 找到一个使得近复流形容许可积复结构的拓扑条件. 

(2) 找到一个办法，可以决定哪个近复结构容许 Kahler 度量，或弱形式的 Kahler 
度量，例如平衡度量.存在 Hermitian 度量 a; ，使得 

⑶找到一个办法，把 Kahler 流形形变到射影流形. 

(4) 用代数几何数据来刻画可以定义在 g 上的射影代数流形. 

(5) 研究代数闭链和代数向量丛（或更一般的，代数流形的导出范畴). 

(6) 理解代数结构的模空间与其上的代数对象. 

当 dim c 彡3，所有这些问题和 dime = 2时有很大不同. 

⑴当 dim c > 3 时，是否每个近复流形容许一个可积复结构？ 

(ii) 对平衡流形，我们应该研究 Strominger 引入的方程组，其中耦合的全 
纯丛是与 Hermitian 度量相联系的. 


A. Strominger. 

具有 Hermitian 度量的复三维流形上存在一个全纯丛 V ，它的曲率凡满 


足 


dduj 


\/一1 tr F g 




2,0 


砣， 2 


tr = 0 


并且 o ; 是共形平衡的 • 

我们期望这类流形上也存在“镜像对称”. 

李骏和我在 Calabi -丘成桐流形的一个小邻域内能够解出 Strominger 方 
程组.应该也能够整体有解. 

复几何中有几个重要的运算. 


(1) 向上爆破 
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(2) 向下爆破 


(3) 形变 （ 局部或整体） 

在这些运算下，不论是射影还是 Killer 几何都不保持.我们当然希望找到 
某种允许这些运算的几何. 

特别重要的是如果我们从一个射影流形开始，接连的执行这些运算.我们 
能否得到所有 Kahler 流形？ （ 注意 Voison 确实构造了不能形变到射影流形的 
Killer 流形 .） 什么是用这种方法可以得到的最大范畴？ 

基于扭子的构造，从 Taubes 的关于所有四维流形上反自对偶结构的存在 

性的工作，经过与足够多的炉 xS 2 作连通和，可以构造许多非 Killer 的复流 

形. Clemens 的构造是通过向下爆破具有负的法丛的曲线，然后光滑化爆破得 

到的流形，这使得我们可以构造许多有趣的非 Kahler 复流形.我们不能再忽视 
非 Kahler 复流形的理论. 

在研究 Kohler 结构时， Hodge 理论起了最基本的作用.重要之处在于作 
用在 fc -形式上的 Laplace 算子协变地分裂成(於 9 )形式，其中 = p + 9 .它允 
许我们把 Kahler 流形的拓扑与流形的复结构联系起来.对更一般的复流形找到 
类似的陈述，也许包括了那些支持 Strominger 结构的流形，这将是一个重要的 
问题. 

M . Reid 猜测 Calabi -丘成桐流形的模空间是连通的，如果我们允许通过 
非 Kahler 结构的形变.是否这种结构可能支持 Strominger 的结构. 

代数几何中最突出的问题是 Hodge 猜测.希望找到代数闭链的用 （ p , g ) 型 
Hodge 类的刻画是非常基本的. 

如果我们放大几何的范围，我们也许不得不放大 Hodge 猜测的范围.这方 
面最显著的例子是在 Calabi -丘成桐流形的情形，我们有协变的常 n -形式. 
我们可以找那些 Lagrange 闭链，使得这些 n -形式的限制成为体积形式的常数 
倍.这些被称为特殊 Lagrange 闭链. 

在 Strominger - Yau - Zaslow 关于镜像流形的构造中，特殊 Lagrange 闭链发 
挥了童要的作用.一个基本的问题是，对 n 维 Calabi -丘成桐流形中的一个 n 
维的同调类，是否它的某个整数倍可以被特殊 Lagrange 闭链所表示. 

我们相信特殊 Lagrange 闭链与镜像流形上的稳定全纯丛是互为镜像的.所 
以这种闭链的构造可以对理解 Hodge 猜测有所帮助. Thomas - Yau (36) 建议从 
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合适意义下稳定的特殊 Lagrange 闭链出发，我们可以通过平均曲率流把它形变 
到特殊 Lagrange 闭链. Mu-tao Wang (32) 已经对这个问题作出了重要的进展. 

一个同样基本的问题是构造复向量丛上的全纯 结构. 在与平凡丛作稳定化 
以后，这个问题也许会容易 处理. 仅仅在复2维情形， Taubes 和 Donaldson 的 
工作给出了有效的 答案. Gieseker - Li (7) 的工作对了解代数丛的模空间的几何 
作出了重要的贡献. 

特殊 Lagrange 环面在 Calabi - 丘成桐流形上有很重要的地位，它们可以 
给出一个纤维化.在复3维情形，这个纤维化的基底可能是如同沪\ G ，其 
中 G 是一个三价的图. SYZ 几何要求炉\0上的平坦仿射结构的存在性，其 
中需要解某个实的 Monge - Ampere 方程且单值群属于5 X (3, Z ). 最近， Loftin - 
Yau - Zaslow (20) 能够在具有非平凡单值群 G 的一个邻域里解出这些方程. 

当流形是 Kahler - Einstein 的且具有不等于零的数量曲率，特殊 Lagrange 闭 
链应该被那些平均曲率形式是调和的 Lagrange 闭链代替.对这些闭链发展对应 
的 SYZ 几何应该会很有趣.它们的模空间会给出 Kahler 流形的新的不变量. 

对于边界构成这些 Lagrange 闭链的同调类的全纯曲线，更好的了解它们也是很 
重要的. 


Donaldson - Uhlenbeck-Yau 的关于稳定全纯丛上的 Hermitian - Yang-Mills 

联络的存在性定理，当存在特殊结构时已经得到了推广.一个重要的推广是 C . 
Simpson 的 Higgs 丛结构 • 它与 Hodge 结构的变化有关.当基底流形是非紧的 
且拟射影的，这个理论并不完全令人满意. 

一个富有挑战性的问题是，构造拟射影流形上的具有 Ricci 平坦度量或者 
Hermitian - Yang - MiUs 联络，其中余除子不是光滑的，但是规范交叉. 

Hermitian - Yang-Mills 联络可以用来约化一个全纯丛的和乐群，当合造的 
代数几何条件被验证了以后.它们应该在丛的模空间与非 Kohler 复流形的研究 
中被广泛使用. 

Smith , Thomas 和我 （29) 研究了一个非 Kahler 复流形的可能的镜像流形. 

一些辛流形的具体例子被构造出来了.也许我们可以更详细的研究这个对偶. 

最近李骏 （15) 对代数簾上的稳定映射的模空间的理解作出了基本的贡献. 
这些模空间上的量对未来的研究非常重要. 
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肖荫堂 


我们知遒，:&数学的各个分支中，几何学自古以来一直被数学 
家们所重视.其原因 在于： 几何学研究的是自然现象的某#表现 
堪式，而自然现象具有很真实的感觉，所以它们一直是数学家灵感 
的重要泉源*因此，几何学和数学的其他分支有着极为密切的关 
系；当然也由于自然科学的发展而得到推动.本世纪三十年代 
Einstein 提出的广义相对论，近二十年来 Yang-Mills 提出的规范 

场论，等等，就是几何学和物理结合的最好例子. 

几何学的主要部分是微分几何学.近代微分几何学研究流形 

上的解析结构和这种结抅所蕴含的几何现象.这些可以说是由 
Gaim 和 Riemann 等人所奠基的 • 自从 Riemann 提出 Ricmann 

几何以卮，局部几何学就有了飞速的发展，产生了张量分析.同 

时， K \ dn 发表了著名的埃尔兰根纲领，由群论角度研究空间变 

换群的不变置，从而引进了各种不同的几何学.另外，复变函数的 

单值化理论促进了 Riemarm 曲面的研究.这种种理论以及经典 

的曲面理论，构成了二十世纪微分几何发展的基础， 

■ 

在二十世纪，微分几何的发展极其迅速，大致可分为四个不同 
方面 • 

第一方面， Camn 和 Weyl 作了 Lie 群和 Ricmami 对称空 
间的分类， Camn 将联络的概念推广，将 Klein 的理论和 Riemann 
几何融合，又引进了外微分，发展了 Cartan-Kahler 理论，因此，便 

局部微分几何大大地推进了一步； 

第二方面，由于拓扑学和代数几何的蓬勃发展， Rham , 

Hodge , Kodaira , Hop £, Lcfschctz , Whitney , Weil , 陈省身 （ S . S . 

Chern ) 等人将它们和微分几何建立起密切的关系，从而发展了整 
体微分几何； 



第三方面，由于古典几何学的影响，凸曲面几何学、综 合几& 

学、积分几何学在 Alexandroff , Gohn - Vosseti , Pogordov , Buie - 
mann , Rauch , Santalo 等人的领导下，有了很大的进展； 

第四方面，由于微分方程理论的逐渐成熟，几何学家开姶应用 
分析方法来解决几何问题，反过来，微分几何理论又提供了大量有 
意义的微分方程，而研究这些方程，往往要提出新的观点和方法， 
所以分析学家也密切注意着几何学的发展，在这方面的领导人有 

Hadamardj Morse Lewy , Morrey , Bochnef , Nash , Moser , Niren - 

bcig ， Efimov . 他们的工作，奠定了近二十年来非线性偏微分方 
程在几何中的应用的基础. 

本爷将介绍上述的主要工作，读者可以发现，微分几何是一个 
整体的学问，上述四个方面实际上是很自然地融合在一起的，因 
此，第一册的目的在于研究 Ricmann 流形上整体微分方程理论, 
并且导出曲率与拓扑之间的关系.在第一册中，我们只讨论一个 
方程的情形.在陆续出版的第二册和第三册中，我们会涉及方程 
组的问题，例如，我们将要渉及 Hodge 理论、极小子流形、调和映 
射、规 范场、 Kahler 流形、 M < mg e - Amp C r 6 方程，其中将讨论几何 

与拓扑、代数几何、广义相对论和高能物理之间的关系. 

第一册包含六章内容，前四章讨论箅子，它是微分几 
何中最重要的算子.这是由于很多重要的非线性算子在线性化 
后, ■往往是某个 Riemann 度量的 Lapdace 算子.在具俅讨论中 * 
我们往往要用线性算子去逼近菲线性算子，所以我们希望给出尽 
量不依赖于 Ricm ^ nn 度量的各种佶计，我们考虑的空间，可能是 
有界函数空间，也可能是平方可积函数空间.我们知道，在经典调 
和分析中，主要是考虑及其中的有界域上的调和函数，它们的 
推广应该是完备 Riemaim 流形，其中有非负 Ricd 张量的流形对 
应于 Euclid 空间、有负曲率的流形对应于有 界域， 原则上来说, 
经典调和分析中的主要定理在流形上都应孩有相应的推广.本书 
前;:章，就是讨论其中比较重要的推广.值得注意的是，我们往往 
要提出新的方法来进行这种推广*同时 ，我们 发现，很多几何问题 


• • 

又都可以用这种分析方法来解决.当 Laplace 算子作用在平方句 
积函数空间时，最重要的是研究此算 子的谱 分析.当流瑕为紧时， 
谱是离散的，所以在第三章中，我们研究特征函数及谱的性质；在 
第四章中，我们研究热核，目的也在于研究谱的性质，也希望研究 
波动核的性质， 其原因 自然是由于它提洪了谱和测地线之间的关 
系，当流形非紧时，我们对谱的性质知道得仍然很少 * 特别是关于 

连续谱的情形 • 这些希望以后能够涉及* 

第五、六章主要考虑由于保角形变所导出的非线性偏微分方 

程. 这方面，从 Poincai ^起，就不断有工作，我们首先 讨论了 

Yamab e 问题.当然，只限于紧流形的情形.在非紧流形的情形， 

Yamabe 问题还没有完全解决，希望以后也能涉及.在第六章考虑 

保角平坦 Riemann 流形的 性质. 在那里者可以发现，在纯量 

曲率恒正的情形，对这种流形可以有一个比较清楚的了解;但是在 

负纯量曲率的情形，则仍然是一个困难的问题 • 

由于整体微分几何方面没有一本比较适合的教科书，特别是 
以拓扑、代数几何为基础 * 以分析为主 睪工具 的系统教材，我们送 

本书可以说是这方面的一个尝试 • 

本书是怍者的一系列演讲，其中前部分是 1983 年在 PHncctcm 

讲的明章，由钟家庆整理讲稿，后部分是 1984 年及 1985 年在 San 

Diego 讲的两章，第五章由许以超和丁伟岳整理讲稿，第六章的主 

要结果是作者们在此期间获得的 * 此章由张恭庚整理讲稿-整理 

讲稿的各位数学家都是学有专长，往往在整理期间加上他们极宝 

贵的意见，使本书生色 不少. 另外，怍者的学生田刚、曹怀东、李俊 

等人进行了修改，在此一并表示感谢.由于水平有限，书中错误及 

不妥之处自属难免，还望读者多多提出宝贵意见. 

• • 

•• 

♦ 

• • 

^ - 丘成桐 ( Shing-Tung Yau ; 

孙理察 （Rkhard Schocn ) 

p 

W 6 年 2 月 1 日于加州大学圣地亚 哿分校 
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第一章比较定理与梯度估计 


H . 比较定理 

比较定理是流形上的分析的基本工具之一，其本质是通过对 
Jacobi 场与流形曲率的联系，以及流形曲率的性质进行分析而获 
得关于流形的更一般的性质•另一方面，从 Jacobi 方程看，它又 

是微分方程在几何中的应用 • 例如，比较定理之- Bonnet 定 

理，就是应用 Stiirni-Uouville 理论的结果.在几何中，有各种形 
式的比较定理，例如 Rauch 定理等（见 Chceger, Ebin 的书: U 但 

是由于本书旨在研究流形曲率与调和函数的关系，在此我们只给 

■ 

出本书常用的比较定理一 Hesse 形式的比较定理，以及相应的 
推论， 

设缸是《维完备的 Riemann 流锻；其 RLematin 度量记为 

ds 2 ™ r’（*_ 心 1 ， 2, * ■ ■ ， 《) 

■ 

是局部坐标，熟知 （M,^) 上有一常用微分算子—— Laplace- 
Bcrtrami 算子，其定义为： 



其中 ， g ** det(fpj), (足 "） =(私广 1 . 

M 上有一个自然的函数，即关于一固定点的距离函数，任戢 
固定点 0€ M , 定义 

■b 

■ 

p(af) ™ dUt( 。， 太 ）， Vx e 

显然， f>00 不仅是连续的 ^ 而且满足 Upschitz 条件.由测 
度论可知， pOO 几乎处处可微. 

对固定点 OEM， 考虑指数映射 expo： 其存 

在性是熟知的 Hopf-Rinow 定理以及 M 的完备性的直接推论, 
V 尤 eToAf •设 KO—expoC/X), jiiij r ： R^M 是从 O 出发的 



沿方向 x 約光滑测地线，当 Id 很小时， r 是连结 K 0 与 o 的唯 
一极小测地线，且 d ^ 9 o \ tx iT tx { ToM ) -* T CIpoitX} M 是微分同 

胚.随着 W 值的增大，有两种情形可能发生： （ i ) rCO 不再是 

连结 o 与 r (/) 的极小測地线， （ ii ) rfexpoUx 木再是微分_胚，这 

■ 

时我们称 rO ) 是相对于 O 的共轭点 (conjugate point ), 

令 \ 

/„ = S up {/| r 是连结 rO ) 和0的唯一极小测地线 h ! 

则 /,€ RU { H -° o >. 如果< -hooj 我们称 r (/,> 为相对于 O 

的沿 r 的割点 (cut point ). 所有相对于 O 的割点构成割迹 （cut 

locus ). 从定义易知，如果 K 属于点 Q 的割迹，则或者 ( i ) S 是沿 

r 的相对于 o 的第一个共辗点，或者 （ ii ) 至少存在两条长度相同 

的极小测地线连结 o 和； t . 我们记牝割迹为 Oit (0). 

显然，对于任 一 t | X || - 1,在测地线 « Po C /^) 

C /> 0 ) 上 至多有 一割点，因此 cut ( o ) 是中一闭子 集在指 

数映射 ^ Po 下的象，所以其》维测度为 0. 

进一步 ， B A *( X ) = disi ( o , r (0) 为沿 r 至割点的距离， 

其中 xe 

定义+ 

■ 

五 X^S^CZToM}^ 

则 exp 0 ：E Wtp 0 (£) 是微分同胚，因而诱导 M 的一个正规标 

■ 

架，显然，这是 M 以 O 为原点的可能的最大正规标架，且 

■ 

■ 

. ■ 

M ™ t%p 0 (^ U^ut(O). 

■ 

■ 

从定义苛看出， ( H ) 是以 O 为中心的星形区域 

■ 

main), 而前面定义的相对于 Q 的距离囷数在《屯 0 (£)中 
是光滑的.作为星尨区域 《 xp 0 ( E ) 的边界， cut ( O ) 中有些点可 

能 为不同 方向的割点的重合点(即可能 O 但 

■ < 

exp^C^CXO^i)™ ex Po (〆 足 )X 丄 

■ 

■ • ■ 

在 pO ) 的可微点上■因为测地线以弧长为参软，故有 




卽 Xs fi ^Pi #1，萁中 为卩沿备 方向的协变微分.（关于指 

OXi 

数映射的上述性质见 Cbeeger , Ebm 的书 

熟知，在 M 中任意一点 f 处的 Ricci 曲率是一个双线性型 

Itic ； X T P M 

在 p 点的切空间 r p u 中取单位正交标架 
如果 e = SVq ， 贝■」 

Ric((，O M £R ； ^ f V, Rij=^ Ric(^, Cf ), 

如果取 f ™ %，则 


Rk (“ tf ) 目 U K ( tf “ ir )» 

其中 K ( c { , c ) 是由 ^ ^ 所张成的二维平面所对应的截面曲率. 

设 M CKM ). ^的 Hesse 形式记作 «(/), 定义如 下：设 
X , Y 是过点的两切向量.将 X , Y 扩充成在*的部域内 
可澈的向量场文，？，定义 『 

w(/)(x,y) ™ ( 好 /)oo — (vj^/)00_ U.i-i) 

■ 

此处 ▽ 表示 M 的 Riemann 联络.容易睑征， H(/)(X, Y) 不依 
赖于扩充向量场文，？的选择_ r - 

固定对任何 P 的割迹之内的点 h 记连结 P 和黑的 

■ 

极小测地线为 h 使 < 7 ( t )- r , 任诹 X6 7%A/，<X， 
d/dr ) ( x ) - 0 t 因为 * 不是 P 的共轭点，我们可以将X扩充成 
沿 a 的一个 J ⑽ bi 场文，满足 Xt^tO)) = 0,文 h >)〕一 x ， 

[Sf* - 0 (0</< r ) (参见 Gheegcr 的工作 ）• 这样，有 


H(r)(X ， X) ^=* 戈 5lf _ (VxX)f 



-<戈，▽音 幻. 



最后一步是由于 f 又， # I =0. 因此， 在太点 _fc， 胄 

L d，J 

♦ 

H(r)(X, X) — 「土 〈交， V^_ SI } df 

J" df 价 

— [ (| V 立文 I 1 十 V 上文 >) 办. 

Jo dl dl &t 

但由干叉是 Jacobi 场，即 

m 

V 上 ▽丄 又十 J? (又， ~ 0* 

扣射 \ dt J dt 

所以 ： 

• • 

H ( r )( X , X) 立交 1* 

_ 〈中，舍)务，0* (lL2) 

_ 

_ 

• • 

注:在 Jacobi 扬的刼论中,上述表达式正是向量场文沿 tr 的 
“指数式” （index form) /;(文） . （可参见 Cheeger, Ebin 的书 J 
比较定理，设 两个〃 维完备 Riemann 流彩， 
r i ： [0^]^ M i9 (/= I, 2) 是阏条以弧长为参数的测地线 ，记 
上以 y 乂0〕为起点的距离为设 AO ) 在 r 乂 0) 的割迹 
之内，锃定 有 

_ 

I 

截面曲率尺^叉， D >截面曲率 kJy ， 

_ 

其中X和 y 分别是 r MO 吣和 r TjU) M a 中与切向量&正交的 
单位向量，则 1 

huma ，x t 〕<HUKU)， （1丄3) 

此处丨是 Tr ^ Mi 中的单位向量，且 (x„ 告 yrM ) - \ 

证明：沿 A 作正交的平行向量场使 




由 （1 丄 2), 有 


"(内狀、 兄卜 _[:(丨念兄 r 



其中交 i 是沿 A 的 Jacobi 场， ^ i ( r /(0)) = 0,兑 ( r ,( ff )) ~ X,-. 
因为 ( x it ~~}- 0 9 所以兗在 r , ■的各点都和正交.记 


& = V) \C0 e 产. 

/ =i 

根搪 1 EPU) 的取法的任意性，自然可假定 

猫 x x ( a ) ^ U 又 i ⑷ E } w _ 

沿测地线 r, 定义向置场 Z: 

^ = s &，(刺《， 

> - 1 ■ 

则2和兄有相同的姶值和终值，并且 | 兄|»丨2|及 

i ▽立幻 

舡 * 

- IS1 ； C0^S°! - iv_a Z|. 

^Tj 

I 

根据 Jacobi 埼理论中的基本事实（见 Cheejer, Ebin 的书) ：浯 

—条无共轭点的测地线在具相同始终值的所有向量场的“指数式” 
中以 Jacabi 场的指数式为最小，由此即得 

Hip . HX ^ XO - 



叫 :（ I ▽表兒卜〈<兒，最)最，^^ 



最后的不等号是由于定理的假设.定理至此 证毕. 

在讨论流形上的分折问题时，以下形式的 Lapke 算子比较 

定理非常有用纟它的征明是上述定理的直接推论. 

. 系 1 X 1. ( Laplace 算子比较定理).设？维完备 RUnUnn 流 

形 M ， 芦 Ric ( M ) 再设^为》维单连 

通的以1 一 f ) 殆常曲率的空间，称为空间形式 form ). 以 
pm 和 pv 分别记 M 和 N 上相对固定点的距离..如果 ye 
况，使 pw 0<0 一 pN ( y ) ，•刺当太是■内/的对微点时，有 

A~0O4 ApwCy). . .(1.1.4) 

为了得出更便于应^用的形式，我们需要计算常曲率（一妒）空 

间中的厶 P . 根据 <1.1.2 ), 

..~ ( R Qy ) d ；' X )) dT， 

其中文是沿极小测地线 r 的 Jacobi 场，满足 >£(0)-0, 




因此计算， p 化为求沿极小测地线的 Jacobi 场的问题 . < 

在以一秋:为常 i 率的空间形式中，^任俩平 p 测地线 r 的 
■Jacobi 场可以这样求 得：设 P = rC0), q - r(p), X 丄 f( P )， 
将X沿 r 平行移动得到的向量扬仍记为 X(0 (o< <</>), 那么 
沿 r 的 J 初 obi 场 YOX 如果满足 y(0) = 0 T Y { p )^ X , 则具 

有以下 形式： . 

Y 0) = 


其中函数 / C #) 满足经典的 Jacobi 方程： 

_ 

idr 


(i 丄 5) 





熟知 U . L 5) 的解为 


KO ™ — sh 办. (1-1*6) 

R 

将 （ t 丄 6) 代人 ai .2), 即得 ’ 

Ap (n — 1 )々 coth 々 p. (1.1.7) 

系 1.1_2. 如果 《 维完备 Riemann 流形的 Ricci 曲率> 

—( n — I ) f ， 则在 P 的可微点上有 

Ap ^ ■ 匕丄 （1 + ( L 1.8) 


证明：根据 Laplace 算子比较定理及 （ UL 7)， 我们有 


Ap (_n 


1 ) 是 coth 


P 


\ pcoth \p 


爵知 


\ pcoth 々 p < (1 + »， 


所以 


Ap ^ 


1 




-(1 + 々 p ). 


系 L 13 .以 f 表示对固定点而言的距离，如果流形的 Ricd 
曲率满足 Ric (|^, >- K 0, 则在固定点的割迹之内，有 


Ar ^ 



T 


t (" 办 


(1 丄 9) 


证明： 由（1丄2),知道 


H ( r )( X ， X ) 






( R 含)会，戈〉)由 


其中突是 X 沿极小测地线 T 扩充而成的： Fa^bi 场/现将 X 沿 f 

■ 

平行移动得到向最场 E ， 则向犛场 ) E 在 K 0) 为寒而在 rO ) 



处为 X . 同样，根据 “指数式”的 极小性，有 




Hir )( K y X ) -以叉〕< K (十 £) 



(1 丄 10〕 


现在 s 我们取 


立 


Qr 


的正交补向童•…， 将尤沿 Y 平 


行移动得正交向量扬1，2,，，，，《 — 1)，在 （1.1.5) 中以 
X , 代其中的； f ， 再将所得到的 〃一 1个不等式相加 * 并注憲 

(老~， 0 的事实，就有 


Ar - J]/J(r)U, ， X,) 

^ — 1 

—土 ^一; ir) dt 

r r 3 J* 

最后一步是拫据假设.此系得证. 

根据 U . 1.9)，当流形的 Ricci 曲率非负时，在 r 的可微点上 

总有 

K n - (I I,") 

r 

不幸的是 3 上式在割点处失去意义.然而，在研究流形整体性 
态由于 M — expo ( E ) UcuKO )， 且 cxp 0 ( E ) 是星形区域， 

余%結扑 性质 表现于 cui ( O ) 附近，致使我们希望在 cut ( O ) 



附近 Ap 仍具较好的性质. P 的 Lip ^ bitz 性质促便我们在分布 
( distribution ) 意义下考虑 Ap 及 （1.1.11), 对于 Riemann 完备 

流形，确有 

命題 1.1.1, 设 M 是完备的 Riematm 流形，其 Ricd 曲率非 
负.住意固定一点记相对于 P 的距离函数为 h 则在分 
布意义下下列不等式成立： 

Ap < ^ 一 - 1 . (1 丄 12) 


证钥：设 E 表示 P 的割迹 ， U - J 3 U 其中公是一星彤区 

域. Lipschxtz 函数 P 在中是可微的，因此由 U 丄11)，在公中有 





为了证明（1丄12),我们取任意 <pe 因为 

mes ( E ) ^ 0, 


因而有 

I pA<p 1 pAip r 

} n jq 

取一族星形子域仏，使込 CCG ， - Q , 并且么是沿 
P 方向内缩而成的.因为 Stoka 公式对 Lipachitz 函数仍然成/ 

立，再注意到我:们有 


j w P 〜= 




»= lim ( — 




Vp ， Vqt > + 


最后一步是因为 Ivpl — 1几乎处处成立 * 以及 Vq > 是有界的. 

由 Green 公式 







Ap * q> 


a 




<P 


s 


dv 


其中 p 是 3 岛的外法线方向.因为以及认是由沿 p 方 
向内缩而成的，所以¥>0,于是有 



最后得到 


命题证毕 

注： 上述命题可以用采证明著名的 Cheeger - Gromoll 的分裂 
定理，这是下节的内容. 

替代关于一点的距离函数，我们可以考虑关于一子流形的鉅 
离函数，通过同样的讨论不难得到这一函数的若干类似性质，只不 
过渉及子流形的平均曲率及第二基本形式. 

局部体积及整体銀积的大小，直接影响了流瑶的许多性质. 
、例如，流形的谱的佶计、热方程积分核的估计、以及 Sobolev 嵌人 
常数和等周常数等 * 都与体积有笑.尤其本书的许多定理都是以 
体积充的估计力基础的，因此 ，我们 给出下面的体积比较定理.首 
先我们回顾一些关于 Jacobi 扬及测地球体积的若千基本事实(见 

Berger , Gauduchon , Mazet 的带). 

设^ e M 是流形 M 上任一固定点，是从:^出发的一测 
地射线 s r ( o ) = f (0)=^ € 如果 是沿 V 的 Jacbbi 

扬，满足 Y (0)- C s Y '(0) — 则基点为 * 的指数映射 

exp 在 tv € T # M 的微分在向量 w 上的取值分別为 

I • 

exp^(^) == rCO^ 

. =* 厂 1 YG), (1*1.13) 

根据 Gauss 引理，如果 H 团0,则 ：. 




Vp * V90 ^ 


Ap * qp 


B 




< 


* 妒 


^ A<jp lim 

U ^ **D J C 



<P 




i 4 


< P _ 


* I t) • 


〈 exp^t/) ， exp* (f )〉 = 0 ， 

令 r — f (0)» «/ 2 ， *••，《^ 组成 T X M 的一组正交基，煎 1 

t (0 9 exp * (%) 一 厂％(>)0 = 2， …， 《) 组成 T r < r>M 的一 

组基，只要不是沿 r 关于 x 的共轭点.所以映射 cx P 在^ 
处的 Jacobi 行列式30, ⑺为 

我 “ 0) = vo 〕 八厂义八 … 八 m 




det ( y a 0 )s ■ * ，， 


YM ) ， 


(1.1J4) 


其中 0 为在#处的正规标架中的球面坐标分量，满足 




根据上式及经典的 Rauch 比较 定理， Bishop 证明了以卞重要结 

果（见 Bishop-Crittenden ^ Geometry of Manifolds, Academic 


Press ^ 1964), 

定理 （ Bishop ). 对于完备 Riemann 流形如果 Ric ( M » 

■ 

u — 1 )欠，贝 IJ 

w ， 叩 i_"co 

是#的非增函数，其中 400 和《满足： 

■ 

■ 

当尺 >0 时 5 S K 0) = 


当 /C = 0时， Sjsjt ) = Q ^ t <i -+ oo f 


当 K<0 时， S K {0 = slt i _ h 右 ^」 . , 0<i<+oo, 

V-K , 

证明 m 上述引文.如果我们把以 x 为中心、 * 为半径的测地 
球记为 B r (0 ,则上述的 AO ,^) 实为用*处的正规球坐标（/， 
0), 5 6 5^(1) 表述的 dB x ii ) 的体积元素. 

现在者虑囲率为常数 k 的单连通常曲率流形（称为空间形式) 
m k , 则上述 srxo 实为中半径为 < 的测地球面的体积元 


II * 




素 I 将 sr l (0 改记为知(0,则 Bishop 定理可表示为 

K 0 1 _ 

当然，当 K >0 时，上述事实只对于/才成立 • 


(1 丄】 5) 



K 


以 HM 表示^的切空间中相对于 X 的割迹的内部•以 


S ,(0) 表示 T k M 中半 径为* 的球面，则（1丄15)蕴含 




处，沒） 


(LL16) 


$tW 


^ k ( j ) 


可能存在割点并不影响 （1 丄的成立〔证明中用到与9 

■ 

无关，从积分的定义出发即可验知这一事实).记 - 


K 0 






sCO 




St ^> 


fG 〕 


则 


Voi(B,(f)) 


H=al 


10 )d 


VoUB^O)) 




i 


PEB 


g (0^ 


c 


其中 B x 0 } 表示空间形式 A /* 中半径为 < 的测地球.根据下面 

将证明的命题，即可得体积的比较定理. 

定理 （体积比较定理）■设 M 是完备 Ricm ^ nn 流形， 


Ric ( M ) ^ (» 


1) 尺， 


任取 z € M ，则 


Vol ( jg ,( r » 

— ■ w^mrm ■ *■ 

V ( K , r } 


( L 1 J 7) 


其中 ViK , r ) 是空间形式中半径为 f 的测地球的体积 
命鼸.如果 / U )， KO >0, Ks ) fs { s ) 非增，令 


FCO 


I 


fis^ds 


coy 




SMdf 


则 FOV G ( r ) 亦非增. 



证明： 任取 G < o+t ， 由于 

FXrQ ^ F 乂々） 一 从 

<?，(〜）〆 G'U) G 乂 //)△，, 


所以 

F，(M ^ SF.('/)^i — 

L • 约 ) 也 - Ho) — F(rO 

( r> G^dt GCra) " G(ri) 

J^l 

只要 n < r 3 . 


同理 * 只要 r, <, r t> 又有 

F ( ri ) — F ( r t ) > F ’( n ) 
G(r t ) — O(r 0 ) G'n) 


所以只要 ri<r,<r 2 , 即有 

F(rO _ F(r a ) > F(r 2 ) — F(ri) 
G(r.) — G(r。） 〆 G(r a ) — <?tri/ 

令 r( — 0, F (0> — G ( G )=0, 即得 

f ( n ) ^ F { r ,) 

G ( ri ) G { i r 2 } 


命题证毕- 

最后，在 Bishop 定理 （1.1.16) 中，由V/ >0, 


外 ，沒） 

JiCBjflg - ^ 


5 /( 1 ) 


如 0) 



再对*积分，即得 

定理.对于完备 Riemarm 流形 M ，如果 Ric(M) ^ {n — 
OK, x€M\ PJ V 尺 > 0, 使 

VoldU>) < V{K t R)\ (1.1.18) 


其中 m/?) 是空间形式况£中的半径 R 的测地球体积， 

罜于 \ o \{ B ,{ R )) 的下界，根据比较定理有以下熟知的事 


* IS t 





实: 


如罘 Riemaan 流彤 M 的截曲率满足任取^ 
M ， 而 ( r , 0)€ R + X 5"- 1 (1) 表示在”处的正规测地坐标系， 
将 M 的度量按此坐标系表示为 

= dr^ + (l 丄 19 〕 

I 

则当 r <1 -一时，有 

^ det (^ 7 ) > (^:厂 . （ I 丄 20) 

• • 

由此可知，只要，贝 U 

VoKBAR )) > C { n 9 b , R ). (1.121) 

常数£70 J ,/?) 不依赖于 Jt . 

注：当 M 是完备非紧流彩时， VolCB ,( J ?)) 的衡近性质 
( fi -^- hoo ) 是很有意义的问题，它反映了 M 在无穷远处的拓扑 
性质，最筒单例子之一是平坦流形情形， Vpl ( B ,(^))- OCR ^) 
(及―+ 00 )，其中 《 — A 是 M 中环面的维弊*我们期望建立一 
些 WoKB ^ R )) 的渐近估计，且估计仅依赖于流形的曲率及拓 
扑. 

I 

• • 

% 2. 分裂 (splittins ) 定理 

•- 

通常当我们研究一般流形性质，或者进行分类时，总希望找到 

某种约化方法，使得问题化为研究某些不能再约化的流形一不 

可约流形的情形，微分几何中的分裂定理给出了实现这种约化的 

« 

—条途径 * 本节中要证明 Cheeger - Gromoll 的定理 ^P Riemami 

流形在某些条件下等距于 M 与不具测地直线的流遍的积，应指 
出的是，如果 M 是非负截曲率的完备流形，则 Toporiogov 证明: 

I 

砧是犮*与一不具测地直线的流形的积， Toponogov 分裂定 

_ 

理 OEL Cheeger , Gromoll 的 文章九 

Gheeger - Gromoll 分裂定理的证明棊于 Busemann 函数的 
研究.首先我们来介绍这一概念， 


• 1* 


t 



完备流形 M 上一条测地直线（相应地，一射线）指的是一正则 
测迪线 r :(— oo ，+ oo ) —M (相应地， r ：(0, + oo )— M )， 使 
得 r 上任何两点的距离（指在 M 上的距离）恰好等于 r 上这两点 
线段的长度,即 rM ) = 众所 周知〜 如果 

M 完备且非紧，则从 M 上任何一点出发都存在这样的射线 r . 

设7是从某固定点出发的一射线，则与7相联系的 Busemann 

函数定义为 

_ Em 7(/)) ' — /)* (1-2*1) 

t — 

如果记 BTW ^ d { x 9 KO ) — G 则由三角不等式，显然有 

\ BTM \< dCr ( 0 ^^X 

因此，函数族 { BtM ) 在任何紧子集上是一致有界的.并且如果 

则有 

B 广 00 — 忍广 00 ■ #■(>)) — d{x 9 r{s)^ 

— d(r(s),rit)) < 0 . 

所以函数族是单调递减的.因此 ， lim MO ) _ BHQ 
在任何紧子集上一致收敛. 

• • 

同时，因为对任何固定的 G 取 \BtM - 
的极限，自然亦有1^00 — P ( y )1 即5+0〕也 

是 Lipschitz 连续的，因而几乎处处可微. 

根据定义，当 • 固定时，集合 < 常数 } 正是以 r (>) 
为中心的测地球.因此我们可以直观地把集合 UIS + C *) <常 
数}理解成以 r ( oo ) 为中心的测地球. 

如果/是一测地直线，那么我们还可以类似地定义另一 Buse ^ 

maim 函数 £一00: 

fl—O) = iim (40, K0) + 0. 0*2.2) 

f « 

由定义及三角不等式，易见 

B+ + B— = 0 ，在 r 上， （ l,2J) 

B + 十 B - > 0. (1,2.4) 

现在我们可以着手叙述和证明分裂 定理. 



分裂定进 ( Cheegcr-Gromoll, 1971). 设 M 是一完备的 

■i 

Riemann 流瑕，具有一测地直线，如果 M 的 Ricci 曲率非负，那 
么 M 可以“分裂”为 R 和低一维的 Riematm 流形的拓扑积，即 

W « R X JV. ”号在这里表示等距 CisomeEry). 

设明 *. 我们将给出证明的概述，而其中涉及的技术步骤则作 
冶命题放在本节的末尾. 

记 t 为 M 中的测地直线 t 固定 P — r(0) e r. 根据命题 
it. I ,对任何 < P^ 0 -(M) S 以及任何固定的 q 有 

(pA(p(or ? rCO) — 0 ^ <pAp(t, rO)) 

< i M ■平 • 

令 f — +oo , 得 

<pAJ3 + —= f 么平 ， B + ^ 0. 

J M 

所以有结论：在分布意义下， A ^ + <0. 同理， 在同一意义下 * 
厶 r < ()■ 因此，有 

万 + + > 0, 

■ 

« 0，在 T 上， 

I 

A(B + + 『）<0,在分布意义下， 

根据下面要证的命题 1.2.1, 有 

■ 

(丑++ ( (5 + + 5-). 

H n J ^, R } 

但 B + + r 在7上为零，在其他部分上非负，取 q ^ r 即'看出 

召+十五-芒匕 

因此，4- AB - — A(£ + + B") ^ 0,故在分布意义下 

AB + ™ 0 s A£f M ™ 0* 

根据二阶椭圆型方程理论中的 Weyl 引理，和实际上是光 
滑的. 

因为几乎处处成立，因而斤 丨™ 1，再根据下 
面将证明的命题1上 2 及其系， VB + 实际上是 M 上的平行向量 



* W 




场*即 然后根 据 de Rham 分解定理， M 等度景 

地分解成 抑 十 的积分曲线与等值曲面的拓扑积.定理证毕入 

• • 

命應 1 H 设完备 Rieraann 流形 M 的 Ricci 曲率 >0, 
Lipschitz 函数/ > 0, 0 (在分布意义下），任取 W 

表示以 f 为中心、充分小的 R 为半径的测地球，则 


/⑻> 



{1.2.5) 


其中叫」_ Vol (5 ft - l ( l )). 

注： 命题 1.2.1 就是次调和函数的平均值公式. 

^ 证 明：设 为围绕 P 点的正规测迪坐标系，其中 

, ■ *■ 

_ 

( 3 - { 6,)0 « 1 , 2 , — 1 ) € 

• •• 

M 的度最癸可表成 


- {rfr) a + r^fdd^ ， 

记 G — dei ( f (/ ), 则由 0 以及 Divergence f 任 


何 0</ ^ 

熟知 


有 

m 

_ 

o>( a/-[ /-- 1 dd t 

J »w J dBU > dr 




十 


din va 


dr 



因为 Kic(M) > 0, 由（ 1 丄 11)， Ar < 


L ， 因此 


宁是有 




dr 


<0* 


t 9 


; L A/= j ^-\^Gdd 


mw Qr 


> 


\ + i 46 

J & bu ) \ or - Or / 


• 17 ♦ 



dt 





d & ) 


因此 


> ( f G dS, 

di J 抽⑴ 


注意 7^(0) 




1, 由上式有 
d ⑻ > ( I^s/g dd 

JdSU > , 


忐! 


dBu > 



将上式由 o 到 s 积分 9 得 


/ C 0)> 


R n J Bi^R) 



命 SI 么 2, 设 M 是完备的 Riemann 流彤，/€ C 3 (A/)， 任 
取 Af, 1为）是 P 点处的正规坐标系，则 


AlV /| a ( p ) 


S i ^ i a 


+ 22免 # 姑 + 2SMAO， 


(1.2/) 


其中 h 是 J 相应于 | 的协变微分，是 M 的 Ricci 曲率/ 

Ox ^ 

■ 

注：实际上，上式即为亘等式，由此可以证明许多 
消没 ( vamshmg ) 定理 • 、 

证明 ：囟为 I 女因犹在 f 点上*有 _ 


AtlVflO 


S 

t 

? (? 4 

s 

2 S ⑽/") 


■: 


+ 2 S film 





而勢知 ht — h 1 Ricci 公式： f Hi — -h f 因此， 

Mlv/| a ) - 2Xfh + 2 S + Raid 

■ 

■ 

■ 

■ 

- 2 D 片 + 2 2 "(△/)， 

■ 

■ ■； t 

+ 2 S 岛抓 

命题得证. 

■ 

系-如染 \Vf \ ^ U Ric ( M ) 多0,且 Af 
行向最扬. 

■ 

证明： 由（1工6)，有 J 

■ ■ 

0 - A \ Vf \^ 2 Sf?i + 2 SR/M 

■ 

； > 2 S ' 

故 hi - Q , 对于一切“；.证毕. 

■ 

利用归纳法，分裂定理可叙述如下 ： 

定理.如果从是具非负 Ricci 曲率的完备 Rtem ^ nn 流形， 
则 A / 等距于 M X 其中反不仓整条测地直线， 

利用这一定理还可以得到有关紧流形的基本群的结构 定浬： 
定理.设 M 是具非负 Ricci 曲率的紧 Ricmann 流形 ， 则 

* tCM ) 包含 一 +正规子群 t 使是有限型的. m 的 
通用 S 盖流形可等距埯分裂为 ft * x 应，其中砑是紧的 ， J 

注： 上述定理亦是 Toponpgov 相应定理的推广，更迸一步 

■ 

应用 Cheegcr - Gromoll 定理，可以綸出非紧流形基本群增长率 
的估计，且在相当合理假设下，证明任一紧、 Riemaan 流形的和乐 
群 （ Holonomy ) 群是紧的， 

. ■ .--i 

S 3. 梯度估计 

■ 

_ ■ ■_ _ 

本节将讨论满足一定方程的可微函数的梯度估计，确切地说^ 
我们要给出 log ^ 的梯度估计，其中“是正调和函数，其证明厲# 

r 

Yfiu (见 Van f S , T ” Harmonic functioiEs on complete Riema ^ 
nnian m ^ ini £ olds . Comm . Pure Appl Math ” 28 (1975), 201—^ 


0^7) 


0 则 Vjf 是平 



208). 在证明中把极值原理与 Boohner 恒等式座用于某箜辅助 
函数，诨细的更一般的讨论见 Yaii 的文章.作为应用,在本节中 
我们给出非负 Ricci 曲率流形上的 Liouville 定理，及 Ricd 曲率 
具有下界的流形上的 Hamack 型不等式等等.稍后，我们还将 
应用此方法于流形谱値的估计. 

■ 

定理.设 M 是完备的 Riemann 流形， dimM =■ « ^ 2 , 
Ric(Af) > —m > 0)，《是 Ai 上的正调和函数，则兹 M 的任何 
测地球 B-Cx.) 中，成立 

二 ^ 仏 (4^)， U 川 

_ 

其中 C n 沟仅与》有关的常数， 

证明：1°根据（1.2_7)的计算》有 

■ 

V .. 

* tMf 

■ 

I : + S «i (厶《)，+ Ric(Vtf ， V«) 

i 

■ 

> — a.3.2) 

既然计算是局部的，那么我们可固定一点？，适当选取^附近 

的正交标架，可设 u £ Cp } - 0(*^2), uXp } ~ lv«U^ 所以 

■ 

▽ i ( I 歹 ■" 勺‘心 i ， 鴆“ 

S 叫 

■ 

故 

■ 

V(\Vu\ ) . ▽( j ▽ 刎卜 乏 ] 略 . (133) 

■ 

t 

令 

A(!v#| 2 ) 2\Vu\ . △(| 叫 > 十 21V(lV 保 1>P, (13*4) 

■ 

由 0.3.2) ， U.3J )， 有 
^ io * 



A(1 v«l 3 ) — 十 々 I 




S 叻 


twf 


> XI a + 2 


i 洽 1 


1唪\ 


> S 4 + 




(S -T 


因为 A « 




2> 


0，所以虬 


s 


2 



. 代人上式 ，得 


M \ vu\n 




iv ； iv»i r+ ^\vu\ 


> 」 S 

rt —■ 1 


|v|v«M J * 


( L 3.5) 


最后一步是由于 （1 丄 3) .由 （1.3.4) 和（1.3.5)，得 


lV«lA(lV«|)> 


v|v«l l J 


0-3-6) 


此式对于 M 上的任何点都成立. 


2°令0 


欲给出 △ 必的估计 


V 小 


viv«l 


\ Vu\Vu 


CU ) 


由 


(/>■«，在_ 0的点上，有 


Alv^i 






uA 小十 + 2 V <^ * Vu 

i¥ 

u ^< t > + 2 ▽由 ■ ▽« 


A 小 


A (| V «|) 


▽步 * 


| V»S A (1 V «1) 


| V «1« 




u 
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l 3 


(n 


l ) u\Vu 



4^9 


n 


最后得 


A 4>> 




( 2 - 


2 


- ▽釤 


n 



< i >\ 


0.3*9} 


3 0 在 B a ( x ,) 中考虑函数, 


FM 








U 2 


P 2 ) 




u 


5» 


其中 P 龙由々起计算的距离. F\ aBa = 0 y 如果有 ▽〃笋 0，则 
FOO 必在 BX ^) 内部达到极大值，在极大值点上參0,至 


于 V 级 


0的情况，则定理的结论自动成立. 


设 & U ) 为 FM 的极大值点，如果；不是 A 的割 


点，则由极大值原理，有 


VFM 


0, 


AFC^xa. 


( U 3-10) 

(13.11) 


在 A 点上，（1丄10)为 



a 


P a 


▽伞 

T 


( L 3.12) 


而 （1.3. U ) 为 




a 


p 1 


将 （1,3.12) 代入上式，得 



A 洽 

T 


2V^ * V4> 






<0 


0^ 


其中1 VpM 


act 


A 0 


2pl Vpi 


Ap ; 


2 jV ^[ 


(疗 


U a 


^ 2 ) a ， 


(1.3J3) 




U , 再由比较定理(系 1 丄 2), 当 


Ric ( M ) > 


时，有 


厶 〆 


0R . 


2 pAp + 2 \ Vfi \ 2 

2 十 2pAp 





J 


<2 + 20 


0 



VT 、 

_•••• • 丄 ■ 

- v /^ T p > 


_ 2ft + 2A /d 

<c(i + 7T#>) 


sTk 


P 


其中 c 为汉与 《 有关的常数.将上述估计代入 （1.3. 〖3)并注意 


(1丄9)，有 


0 ^ 




C (1 + 衫 p) 

_ p 3 



U 3 


〆 ) 




■ I JBT 


)5 


Vu 





4 >u 


a _c(i + 々 *p) 








p 3 ) 1 


但在点 A 上， （1 A 12) 成立，所以 


* ▽“ 


4 »u 






2pVp - ▽鉍 

<>】一 〆 ）》 

2) P 


> 


2 p 


p 3 


伞， 


4(” 一 2) p 

A — 1 ^ 3 — ^ 






C ( l - h ^ p ) 


V 


^ - ^ 




把上式两端乘以 （i 
上，得 


^)\ 由于 f 


p 2 y 
_ c〆 


〆 )办，则在&点 


0> 


F 1 


4(« 


2 ) 


PF 




c(l + 衫 p )( a a 




〆 ） 


8 〆 


々（“ 


P a ) 


> 


F 2 


2C k aF 


C(1 + 々士 p)/ 


Sj 









F 2 — IC^F 


其中 G，G 为仅与 ri 有关的常数.因此 


— -h i ^ a ) J a \ 


^C J 0 * supF 


< 


CiU H - 



7 t — 1 

G — ir * " _一 


< o(i + ⑹. 


因此，当限制在中时，有 

— a J sup 上^ 々去。)， 

4 u 


(1.3.14) 


即 

，up 0 - ±^\ 

B 9/2^n> M \ a ^ 

此即 （ hi ) 式. 

4° 剩下唯一需要讨论的是的极 

« 


大值点 A 如果正好落在 A 的割迹之中的情况 | 通常讨论这类问 
题的方法是采用所谓 Support 函数”的方法. 

旁 % 

现设 JCi € cut locus (X a )， 记为连结太■和為的一条极小测 

地线（不一定唯一，但固定其中之一>.根据割点的定义， 

中任意内点都不是而的共轭点.在 C 上固定距 A 充分近的另一 

乂点彳 * 记 s «= dist(x fl , q) = L{cr\ {x ^ } ) m 

取测地线段的正则邻域使任何都不是 
穿的割点. Va：e ~ N q 9 我们以 pO ) 表示 * 相对于 A 的距离，而以 
P V M 表示相对于4的距离*则由三角不等式，有 

〜 ( 方 1) + e (1,3J5) 

当：时，考虑函数 

P (^ x ) — (^ a A — + 衫 ) a ) ■ — :… v 



则由 （1.3.15)，POO 是我们在 3° 中讨论 的函数 FOO 在 A 上的 

"support 函数'即满足 

Pw < F (^, 

F (^) ^ ^(^). 

因为 PfO) 在 h 的一个邻域是光滑的，所以我们可以对 Foo 在 
h 上应用极大值原理.通过同样的讨论，得到的估计.最 

后再令6^0,即可完成证明. 

■ 

系 L3.I , 完备 Riemann 流形 9 如果 Ricci 曲率非负，则不 
存在非常数的正调和函数， 

证 明：在 (13,1) 中 < = 0，令 a — co， 即得 IvM s Q, 
系 L 3.2 .设 M 为完备 Riemaim 流形* B a 为 M 中任一半 
径为 a 的测地球，《为I中的调和函数， Ric(M )> —匕则 

sup I Vu I ^ C n ^)supl «| (1,3,16) 


证 明：记 3 


sup 1 “ 1 s 则 

^ a /2 

sup IV«| 

B ^/2 


u A 十 & ：>(), 




0, 





< c 





sup \ u A + s I 

赵癦 n 


<： 2C„ sup \ u \, . 

t « ，售 m 

系 1，3.3 (Harnack 不等式），设 M 为完备 Riemann 流形， 
Ric(M^ - k . 如果《是測地球凡 UJ 中的调和函数，且《> 

h 则——- 

sup C{n 7 a 9 1() inf u^ (13 + 17) 

^4/2 fi a /2 

■ 

其中 C { n , ay ^) 为仅依赖于 n , a ， K 的常数， 

证明： 根据定理 （1.3,1)， 有 

■ ■ 

C(w s ^). 

^ U 


r 26 * 



取X，，5扣(；0，使 


«k 


sup 

s a/2 



)，《(: 3 >inf fiiO) 以 


极小测地线 r 连结 a , 知，则由三角不等式易知， r 整个落在 0, 
之中，因此 


1叫 


心名 C ( <癉 ， 々) j 心 


< CO, 《， 


担 


Vu\ 


> 


U 



4 log 

ds 


log 


«Oa) 


ttixi) 


sup u (^ x ') ^ 〜 〔《 a ) 

ff a/l 

伙 inf « Or), 


系 UU, 回到 （1JJ4)， 它可以写成（当 t 时) 




O^up < C^(l + 


即 




R 


sap 


I ▽办 


< C 



R 


+ 


7T) 


因此， 只要取 /e 充分大 C 例如 i? > l ), 则有 




< co, x/T) 


(1118) 


系 H5. 完全类似地可证，在 Klc ( M )^- k 的完备 Rie- 


maim 流形上，如果 A« 

|Vw 


Xu^ 


>0, 同样有 


< c(u, VI, l). 


u 


(13-19) 


其中 e(«, 为仅依赖于〜 v^T，i 的常数 



具非负 R *«« i 曲牢的宪备 Riemann 瀵形 

■ 

■ ■ 

本节将研究粵非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流形的若干 
问题，首先从这类流形的体积的无限性开始. 
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当、对于任何 M 中以 P 为中心、]2为 

半径的测地球 B p ( R ) 的体积，根据体积比较定理（1丄18〕：有， 

Vol C , l?-v (1*4.1) 

其中 C , 仅与《有关. 

而对于 Vol B P (_ R ) 的下界，则可以证明以下 结果： 

定理 IAA . 设 M 为非紧的#維完备 Riemann 流形， 

■ ■ 

Ric ( M ) > 0， 

- ■ 

记 B p iR ) 为 M 中以任意固定点 f 为中心、半径沟 R 的测 地绿， 
则 

■ 

Vol B P { R ) > C ( rt 9 VolB p ( l )) R 9 (1 儿 2) 

■ 

其中 C(« t Vol B P ( l )) 为仅依赖于《及 Vol B p ( 1) 的常数 • 
诬明：任意固定即 d { p 7 r Q ) - iEM ± 
相对 r 。 的距离函数为 pC *) = d ( x 9 r _)， 因为有 Ric CM ) ^0* 
由 J t 的 （1 丄 12)， 在分布意义下 

Ap 3 = 2 pA ^> Hh 2 ^ 2«, 

即 CJ ( M ), y >0,有 

j q ^ Ap 2 ^ I qp . (1.4,3) 

■ 

用 C ?( M ) 函数来逼近具紧支集的 Llpsdriw 连续函数，上 

■ ■ 

式对具紧支集的 Lipschitz 连续函数依熬成立 • 现在令 q>M - 

也 >00), 其中 < KO 为以下 形式： 

■ 

(pCj) 两 w'O) 一 +，^ ^ 1 ^ ^ + I, 

U ，， 為左 + 1. 

显然 ， upp < P <^ B Xq (R Hr 1)* 

因为 Strikes 公式对 Lipsdiitz 函数仍然成立，麻以， 

{ 

~ —2 q > t { p ^)) p [ Vp \ $ 
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B 






> ( J ? — 1) Vol ( B, 0 (R + ^\ B Xa (^ - DX 


由 (1.4 J ), 


；』 W 。 州】 、〜。 m -” < 2 « j 鉍 1 ^ - 〜 9 

. * • 

■ 

但显然 l )\ B Xa (R - 1), 因而 

2 nWo \ B^R + 1) 

>(/? — i ) voi ( B ffa (R + n \ B ifl (ie - l )) 

■ 

^( R - l ) Vo \ B p (\ h 


又显然 iS ^2( i ? + 1〕）二^以（及+ 1)， 因此 

In VoJ B P (2(R 1)) >{R — 1 } Vo\ K:l ), 、 

■ 

Vol (2 {K + 1)) > ^ 7 — Voi B p ( i \ 


定逋证毕， 

系.具非负 Ricci 曲率的非紧完备 Riemarm 流形体积无限_ 
注1: (i.4.1) 和（1.4.2〕写在一 起为： 

CJT > VolB p ( R )> C ( n 9 Vol ^(1))^ 

■ 

当 Vol BfiR ) - R a 时， A/ 很像 Euclid 空间 R*， 或 R ■中 的锥. 
而 Vol B P ( R ) - R , Af 类似于圆柱面.例如 R s 中的圆柱面 
^ + Y 1 - 1,其测地球的体积界于> Vol B ( R ) > 之 

间. 

注2:容易想到，能否将 （K4.2) 改进为 

Vol B P { R )^ CR 7 

即其中的 C 是否为一仅与《有关的常数？ 一般而言，这是不对的， 
Crokc 曾给出例子，表明：存在完备的 Riemana 流形， Ric > 0, 
但 inf VolB〆 丨 ） = 0_ 

r « M 


当 Ric(Af) 0时的完备 Riemann 流形的体积无限性是由 



Calabi , S . T . Yau 证明的，参觅 S . T . Yau s Indiana . Math . 
Jour . , Vol 25, No . 7 (1976), 

对于具非负截曲率的完备 Riesnann 流形 ， 基本的结构定理 
是 Cheegcr-Gromoll 的下述定理（可见 Cheeget 和 Ebin 的书士 

第八章）. 

定理.设 M 是具非负曲率的完备 Riem ^ nn 流形，则 M 的基 
本群 ^( M ) 中包含一有限正规子群0，使瓜 （ AO / 必是 K *(々< 
dimM ) 上的晶体运动解. 

对于 Ricci 曲率非负的完备 Riemaan 流形* 其基本群的结 

构尚待研究.主要的问题 在于： 这样的流形是否是有限型的 （ fi ¬ 
nite type )? 即 M 是否同伦于一个有限复形？ ^( M ) 是否有限生 

■ 

成的？ 

Ch C e ff «- G ro moll 在曲率 > 0时证明这一定理的方^大致 

如下： 在 M 上取射线 r ， 作关于 r 的 Biisemann 函数 S r , 因为 

■ 

曲率^0,可以证明心是凹的，因而& = inf 也是凹的，不仅 

y 

如此，更重要的是证明 B 还是逆紧的 （ proper ).( 所谓 f：M 

是逆紧的，指对 R 的任何紧集 ， 其逆繳也是紧的）. 

在 Ric(M) >0的情况下,困难在于难以证明上述的^是逆 
紧的.因此，对 Ric(M) >0,基本的问题是，进一步了解函数 
丑，或者构造一个较好的穷竭且上调构的函数.换旬话说，能否用 
一 串紧的、晷正的平均曲率的超曲面来穷竭整个 A /? 

在这一方面，下述定理对解决这一问题或许有所帮助. 

I ■ 

定理 1.4.2, 设 M 是完备的 Riemann 流形 ， Ric ( M ) 為 一 4 
U 多 0), 则 M 上存在一个逆紧的 C"(M ) 函数满 足：. 

|V/1 < C, 1>C lPf \Af \ < C 2 , 

其中 G C a 皆为常数 ， p =* pM - M 上对某固定点而言的 
距离. 

证明： 分以下 几步： 

、1°取定06 M ， 对 o 而言的炬离记作 pOO , 以 O 为中心、 

1 - ■ ■ - ■ - ^ 



R 为半径的测地球记作 B 0 ( R ), 对尺> 1,■在 . B 0 ( R )\ B 0 {1) 
中解以下的 Oirichlet 问题： 

™ Xh R ix') i i 为某待定的正常数， 

卜 = （M.4) 

UrWU^u _ [ 

拫据二阶椭圆型方程的理论 ，（1.4.4) 的光滑解存在，且满 
足极大值原理，因此 i > hOO > 0,并且在内部不取等号，否则 

心00将为常数，与边界条件不合.，即 , 

■ _ • ' 

1 > h 办 、 > 0^€ 

■ 

如果哀2 > As 而 x ^ Bq { Ri ) 7 则 Aft, _ Aft , 在 ® o(^i)\ 
Boil ) 上 ，满足 

jA(A Rj — h Ri ) ^ l ( h Rt — h Rt ) 9 

_ 0， 

同样由极大值原理， > 0, 因此，对任何固定的 

是一单调递增的有界序列，因而 
6(^3 ^ Hm bO) 

i?-*-® c 

■ 

存在，取一列 心 eco •由 K 的一致有界性 (0< A ^< 1) # 
利用椭圆方程的 L p - 估计和 Scliauder 佶计可以. 推出： 存在 
C(^m y i ) >0，使得兒要 i2 > ft/ + 1 就有 || ^ r |1 c w B 0 <Kj)\B 0 a) ^ 

囡此，用抽取对角线子列的办法就可 证明： 存在子列 
在 M\B 0 (1) 的每个有界子域上收敛于这说明 A 
是光滑的，并在上满足 AA - Xh , 0< 1,以及 

!,由楔大値原理，易见在 AA^ni 内有0 < >4< 

I 

1. 

■ 

2° 下面证明， AU) - 0( e- c ^l 

取一待定常数 c > 10, 荏 UR)\B & (1) 中应用 Stokes 公 

式，注意 h I pflo^Ri ■" 0，有 

-■ 1 _ ■ 

■ 

( € c ^h B A h B 

J ^QiRH\SQ{X) 


♦ SI * 



⑽ > h 处 

叫 1 > Or 




▽( W 、）. vh R 




⑽ o ⑴ dr 



B o iR >\ B o 0 y 


c c ^ h k V^K ' Vp 


j ⑴ 

当 r ^ dB 0 ( l ) 时， 




dh 




dr 


vhm 甶梯度估计 am)， 


IvArI < c(n, V 是， 1) \Ar\ « C 、 n、sj k 、 1、' 


因此上式;中右端第一项是有界量.由 


F 


S3 


Ur ， 得 


X \ c € ^h% ^ f 

B 0 tny \ B 0 iiy ) 


B Q { R ^\ B 0 d \^ 


c ㈣ h 々 k R 


I V 

< c 



c 1 (v^i * A* 

» 0 { R }\ B o a ) 




^ <r} \Vh R \\ 


t 3 i 



Iv^l 


，再利用不等式2幼<如 3 +丄夕，有 

: S 



C^ w lVA ft |A K <y 、 Cs | ▽& 1 J 十 ^ hi 


取 s 使 


Ce 

2 


】，则 


B 0 {R}\8 0 (1} 


+ 


c 3 


B 0 tny \ B Q ii } 




即 


X 





_ _ _ 


B 0 itO \ B 0 iiy 


邓 ox 己. 


令 /? 


得 


G -？ M 


M \ B 0 ⑴ 


e c ^ hKf ) < C ft 


AOO 在 AAB t (l) 上是光滑的， iSAOOXMO^Uw—l, 

将 AGO 光滑地拓展到整个 M, 使 AW ?> 0 T 将扩充后昀函数 


f 3名4 



仍记为 AOr)， 适当改变？，仍有 


(^?)!« 


< c . 


c 


2 


只要 A>t， 上式也可以写作 


e Cff ^ } hX ^ < C . 

当 POO 充分大时，如果匕〔1)，则由三角不等式 


(1 4,5) 


pCy) ^ pOO 


U 


由 （1 4.5), 有 





e cp A 2 > 


(O 




^ r ⑽卜 。 l A J ( y ) 


因此， 


Vol KlW" V ( y ) < Vol B X (V) 


Cfi ^ 


由 Ah - U 的梯度估计 （1.3.19)， 有 


ya 

T 


\Vlogh\ < C(n 7 l\ 


所以，只要 d { x , y )< U 就有 


I logA(^) — logA(y)| < CXn、\J u\ 


由此，得 


A ( y ) ^ GAOO 


其中 G 依赖于将上式代人 （ U4.6), 得 


c 


Vol B X { 1 ) 


厂 Cp ⑷為- 






Vol B X (1)U^ 

c^Xxy r 

Vol 5“1)J 


A J Cy) 


(1.4,6) 


0,4.7) 


现在我 n 要引用命题1.4. 3 ,其证明放在本节的末尾 


，33释 



命腰 1.4.3. 如果 Ric ( M )> —々，则 VolS *( l ) ^厂^⑴* 

其中 G 为仅依赖于 々和界 的常数. . 

利用这一命题，由 （ K 4.7〕， 有 

< c(«, VT, d ^ cpcjc> ( voi s r (i)rV : 

< c (», VT ， i>- <c - ㈣ 乂 

因此，只要一开姶选择待定常数 C > c 3 , 然后再选择 

P 4， 


固定这些常数，上式即为 AM - 

3°令 f ^_ U>g A ， 则/即为满足定理条件之函数，这是因 
为: 

a ) 由厂〜得/ - log h > c Pw 因而广 1 C [ o , f】）e 

I 

^ o (4 r \ / 是逆紧的； 

V C 7 

b ) IV/f » lVtogA |< 常数，这是梯度估计 （1.3.19); 

_ 

c ) 当 pOO > 1 时， A / = 一 4- Svlog h \ 2 ― 一 i + 

it 

| vlogAp < 常数成立，另一方面，当^0) <1时，总是有界 
的.定理证毕. 

现在我们给出定理证明中用到的一个命题：_ 

命理 1.4.4, 对于完备 Riemaon 流形批，若 Ric ( M ) > — K ， 

则存在常数 C (与《,々 ， Vol B , 0 ( l ) 有关），使 

Vol ⑴会 ， 

其中/>00为 W 上对某一固定点 A 而言的距离. 

证明： 任取记从^计算的距离函数为 <7， 

• | 

< j ( y ) — >), 

把以 J 为中心、 * 为半径的测地球记作 B r OX 首先说明，当 

a/A 时， 

2 
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voi B,{i) 


(1.4,8) 



是 f 的递降函数. 

由 （1 丄 S ) 和 （1 丄】2)，当 Ric(M ) ^ — t 时，在分布意义下 

有 

■ 

Ac^ ^ 2 tj + %/ 々泛 • 0.4.9) 

因此，对 V />0, 有 

( { 2 n + 1 穿， ( IAA 0) 

而 

( « 2 t VoKdBMX 

J B r ujt J as x u > or 


但由 Co - Area 公式 

da 


(1A11) 


( L 4.10) 的右端两项分别有 

[ In ㈣ In Vol B 力)， 

■ 

\/ k \ cr ^ ^ Vol 

如果令 F (/) - Vol £ Uf )， 贝 tj (\ AAO ) 成为 

■ ■ 

t rfT/ < (#2 十 ^ & f (1-4.12) 

dt \ 2 / 

■ 

但易于验证， + 的充要条件是 

dt 

■ 

t ---^ ^ nV +■ CtV^ (1A13) 

dt 


比较 （1.4.13) 与 （1.4,12)， 可见： 只要 O 9 即有 

^ 2 

r”， Cf VdlB 乂 /) 

的递降性，现固定 C 于是，当*会1时，有 

， Voi Bj\) > r a ^ ct Vol bX^X 

取 / _ d { x ， x 。） 十 1 = pOO 十 l ，贝！ 1 


15 * 



Vol B r (l) > OG) + 1 Vol BApM + O. 

但明显有 I / DCIB / pU ) + 1). 因而 

Vol BAD > IpM + VolB.d) 

其中 <? 为与匕 VolB^(l) 有关的常数，证毕 _ 
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第二章负曲率流形上的调和函数 

关于完备 Riemaim 流形上调和函数论的研究，一方面对一些 
经典的情况(单位圆、 K " 中的有界域 C " 中的有界对称域）已经有 
了众多的丰富的成果（例如，关于单位圆的 Herglotz 理论，11”中 
有界域上调和函数的 Mania 表示，有界对称域调和函数的 Hua , 
Fiirsteuberg 理论等），另一方面，对于一般的完备 Riemann 流形 

上的调和函数的研究只是近年来才有了较大的进展，对于不加曲 
率条件的一般的完备 Riemann 流形， S . T . Y aU 证明，不存在属 
于 p < 00) 的调和函数.对于 P - + oo , 即齊界调和 
函数的存在性，则受流形曲率的很大制约. S t T . Yau 证明 * 对 
具非负 Ricci 曲率的完备 Riemann 流彩，不存在非常数的有界的 
调和函数（第一章§ 3,系1,3,1)，虽然人们早就猜测 * 当完备流彩 
的曲率 满足： 一 y — V < 0时，应该存在有界的 

调和函数，但送一事实直到最近才由 Anderson 及 Sullivan 加以 
证实.他们证明，如果完备 Riemann 流形具负曲率 一护< 

那么 M 可以通过陚加一“无限远边界” C^pWre 
at infinity ) 5(00) 而紧致化 4 紂于带边界的流形 M = MU 5( oo ) 5 

满足预先给定的连续边界值 C 在 5( oo ) 上给定）的调和函数的 
Dirichlet 问题坷解.本章第一节将对这一事实给出一个简单的征 

明. 

以单位圆（其 Poincare 度量的曲率1 ) 的调和函数论和 

Martin 关于有界域中调和函数的经典工作沟背景.在负曲率流形 
上可以通过 Green 函数的边界性状定义 Martin 边界 j 和 Pois¬ 
son 核.在 Anderson 和 R. Schoen 的工作中对此进行了详尽的 
研究，证明了 M 的几何边界 5( oo ) m Martin 边界之间可以 

建立一个自然的同胚以及通过用 Poisson 核表示调和函数的 Mi 

| 



rtin 表示公式，这些构成本*以后几节的内容.本章的主要参考 

• • 

文献是： M, Anderson and R, Schoen, Positive harmonic func- 
rions oti complete manifolds of negative curvature. 


U. 几何边界 5(00 ) 及 Dirichlet 问题的可解性 


本节姶终假定 M 是单连通、完备的《维的 Riemann 流形，其 

截曲串满足一沪以一沪和 一 尸为常曲率的(单 
连通）空间形式记作 H ( — P ) 和/ /(_/)■ 根据 C ^ mn-Hadamard 

定理，对 M 的任何一点 p ， ckp p : T p M — M 都是微分同胚，即 A / 
微分同胚于 R -. 并且从 f 的任一方向出发都决定一测地射线.沿 
着 这些射线的距离及射线间的夹角与空间形式中相应射线的距离 
及夹角之间的比较，由经典的 Rauch-Topologov 比较定理给出. 
具体 地说： 


Rauch 比较定理，如果 V ，任取一点 0 6 

M * M 上相对 O 的距离记作 P , 则 

{a coth ( 印 )）（g — dpfgtdp) ^ D 3 p 

^ 办 coth ( 办 p) ( 发一 dp ③ dp )， ( 2 , 1 . 1 ) 

其中 S 表示 M 的 Riemann 度量张量 . 

Topologov 比较定理■设 一 f ， 在 H (— 彡 3 )， 

中分別有测地三角形 

M ， 厶 — <)• 如果 A'B 1 AB ^ 

B ^ = BC ^ C A f = CJ = C"A r \ 

则 

(2,1.2) 

类似地，如果 

A f B f ^ AB A f C — AC ^ H"C "， 

Z 一 — ^lA ft , 

则 

BDBC W _ (2.1.3) 

简而言之，曲率越小 JW 夹角越小，而对边长则越太 t 
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为了给出精确的估计，我们需计算常负曲率空间形式中的边 

■ 

角关系. 

考虑标准的曲率为常数 一1 的空间单位圆 {^CUsl < 
1 K 其度量力 Poincari 双曲度量 




4 


(1 




按此度最计算的 A, z> 的双曲距离记作 pO 、，Q). 于是，如 


果 UI 


n= 


产< U 则 


p (0, s ) 



2 di 


t 2 


iosr 


1 + 


(2 X 4) 


双曲变换 s 



使 


变为0, z = f € 


rz 




由于双曲距离在双曲运动群下不变，所以 


p(r 9 re^) 


P 


0,工 








log - 





=« S 


，则 




1) 




5 + 


(2丄5) 


sh 


tanh 


ch 


2 


2 


类似地，在 （ 2 .M) 中如记 < r ^ p ( 0 , r), 则 


tanh 



2 


将 （216) 变形为 


2r 






1 十 f 4 


2r 2 cQ^Q 


tanb 


2 



( 2 . 1 . 6 ) 


39 



(1 - r^y 

(j + r J ) 2 — 4 r 2 cos 6 





tatilr 1 


2 


I + tanh 3 — 

2 







2 


代人上式, 


cos 6 sh 1 <r « di 3 <r 一 ah s „ (2.1.7) 

(2.1.7) 就是 Z ?« H (-1) 中等腰三角彩的腰长 A 底逛 长/及 
顶角 0 之间的关系式. 


通 过类似但稍复杂一点 的计算 ，在窣间形式 H ( — a ， 中的三 
角形边角关 系为： 对于 H (-^ a ) 中的测地三角形 A 2 BC , 如果 

i 己 5)_r；p d(A^ C} -« cr fl d(B ， C ) 園 ^， 而沒和 Z.A -^Mll 

有 


co^& $har shaa = char ch acr 一 ch a$、 


(2,1,8) 


于是，根据 Rauch-Topologov 比较定理，我们可有以下命题： 

■ 

命麵 2*1 .设 M 是单连通、完备的 Riemarm 流彩，其曲率 

■ 

K m 满足一< 0,对于 M 中的测地三角形厶 WBC * 
如果记 〆 /， B ) = r 9 p{A, C ) =» cr s p{B 7 C ) ™ jCA = 0, 

则 

■ 

‘ cos6 ^ coth ar coth aa ~ — —， (2 J*9) 

^harsha^r 


cos& ^ coti i^r coth S^(r 


cIxj^j 

■ — ■■ ■ ■■■ ii ii ■' i_ 

shifrshh cf 


(2 丄 10) 


命题 2.2, 设 M 为单连通、完备曲率 Km 满足一 P <心< 
一/ < 0的流形，0 ， JTh A 为 M 中三点，设 r — ^ (0 , r t ) = 
p { o , x 2 ) t 记齒0至；^的射线为 So 至心的 射线沟 h ， 6和 
在点 O 的夹 角为匕 则当，充分大 * 0适当小时，有 


，峰 & - 



2 r -h — (in 0 — p (太 1 ， 

a 


€ 2 r 十立 （In 0 十 1). (2.1.11) 

b 

证明：在 （2. i . 9〕中令 < r = r y s ^ p ( h ， h )， 则有 

cos0 sh 1 ar ^ ch a ar — ch as 、 
ch <ts — 1 sh J ar (1 — coa 0) ， 

4 sh a ^ sh 1 ar * 2(1 — cos 0), (2 丄 12) 

2 

任取 G 满足则易知 

2 

24(1 — cos 0) 多屮， 当0充分小时， 、. 

， 一 广* 為红 ，，当 r 充分大时. 

e 

后一式即 shar 因此 

sh 2 ur 2(1 — cos 0) = sh ? ar - 2 c 3 (l — cosfl ) 

> 〆 坏 - 吩 • 

故时（2丄12)成为 

4 sh 2 ^ > 

2 


2ln ( ^ — c_h> 2(ar 一 1〕 + 2\nS. 


所以 

as ^ 2ar + 2(ln 6 — 1) * 

j ^ 2r + — (in 6 一 1), 

a 

P 

(2 丄 11) 的左端得证，同理应用 （2.L10) 可得右端的估计， 

有了以上的准备，现在就可以来定义负曲率流形的几何边界 


—“无限远球面” ^Coo). 

定 义：设 M 是单连通、完备的负曲率流形，由 Cartan^Hada- 
定埋，从瘅形上任一点出发的切向量都唯一地定义了一条 

f 41 t 

• • 


.i^hi 


hK 


' ： K, 


测地射线 r . 两测地射线6和7 3 称为等价的， ri ~ r a ， 如果 

p ( rM , r /0) < 常数， V ^ O . 

定义： M 的“无限远球 面" s ( oo ), 定义为 

5(<«)=测地射线的集合/ 

如果取同一点作力测地射线的始点， r t (0) = r a (0)， 则 

r : 当且仅当 r A - r ,, 这萆因为由 （2 丄 11)， 

► ■ 

+ ! (in 6 — 1) ^ 常数 * 

a 

当 < — oo 时， 0-0. 因此，从几何上说， 5(00) ^由一点出发 
的全体测地射线 =： T 0 M 中的单位球陋 S 0 . 

任取0 6 M ， i ^ eT 0 S 4 , 定义以产为中心、角宽为 S 的锥 

• • 

CoU ，5) 如下： 

■ 

c 0 {v ， d) = {尤 G M 1 Z(" ， Tor) < , C 2 *!' 13 ) 

其中 Z ( tr ， Tk ) 是〃和连结 o 与: t 的射线之间的夹角.又以 
BaiR ) 记以0为中心， B 为半径的测跑球,我们称 

r o (^ s 5 , R) =- C 0 C" ， ^)\B 0 (J?) ( 2 丄 14 ) 

为截锥，则全体 

{ 7 0 0 , 衣， A); M) ( 2 AA 5 ) 

给出了 M - M \ JS { co ^) 的锥 招扑的 一个搖扑基.这种拓扑给出 
了 Ai 的一个紧化， 

命鼯 2*3. 以上定义的 5( oo ) 的招扑结构是 O 的，这里 <!-= 

W ** 

证 明：设 U 是定义 5(00) 的不同的基点，茌同呸 
的意义下 * &二 y(oo) ^ 其中 S〜(i - 1， 2) 是 T r 〆 中 
的单位球面，设 5* i5 e =- zO，w ). 如果 yJiO 

是以为始点方向的射线，则由（2.1.11)，当/充分大时，有 

pO ^( r )，> V ( f )) ^ 2; + — ( In 0+1), 

b 

如果令义记 r v < j \ r _ M 对 A 所张的视角 ，则 仍由 U . I . il ), 当 
*充分大时，有 


M ? ， 



—— 1) ^ p(^ v oy^ h + 常敎 * 

式中常数仅依赖于 a ， a . 因此， i 

d t ^ C x d a ^ t (2.1.16) 

• • 

令 ^ — oo , 就給出了映射 5(00)— h 是 C * 的， 

a ~ ^Ii? m 

现在我们转向 M 上调和函数的讨论.拫据前一章由梯直估计 

导出的 Harnack 不等式 （ 1.3.18)，易知，如果 《 n 是对上的调和函 

数序列，满足|«。1 ，则 {««} 中有一光滑收敛的子序列，其 
极限仍是 M 上的有界调和函数，这一事实今后将称之为 Harnack 
原则. 

另外，如果区域«是0中的调和函数，并且 
C Q ( D ), 则根据极大值原理 ， sup -= sup 也不难验证，这一极 

S? SO 

大值原理对 — 仍然成立. 

下面是本节的主要结果，它给出了调和方程 Dirichlet 问题的 
可 解性. 

定理 2*1. 设 M 是单连通、《.维、完备的 Rietpann 流锻，曲率 
尺 m 满足： 一 任给 C 0 (5( OT )), 则存在 
唯一的调和函数 u € C - CM ) nC % M ), ® u \ s ^ = < p ^ 

证明.固定基点 0( 并将岌和 T 0 M 中的单位球 
面心 （ l )= y ^ 等同起来.因为心 Cl ) 上任何连续函数可用光 
滑函数一致逼近，而极大值原理又 保证： 如果调和函数列 
c *( M ) nc °( g )} 在 so ) 上一致收敛的话，则力亦在豆： 
致收敛到调和函数，因此无妨假定 <pe CU c ( l )). 

囡为 K v <- a \ Af 与 R •在 exp 0 F 微分同胚.记 {( r , 
5 0 (n - S "- 1 } 为 o 点的正规测地坐标，则9可写作 T - 
史(沒 ）， eie s 0 ( i ). 将史沿径向扩充至 MM0 }， 即令 

qp(r, 0) = <p(0) ? Vr > 0, 

扩充后的函数仍记为 < P * 则平是 M \{0} 上的有界光滑函数. ■ 


^ 4J * 



引进记号 osc 沪 一 sup |< pCy ) ^ 表示妒在测地球 

29〆 !） fifCVJ 

fe .( i ) 上的捩幅、 

_ 

定理的证明分以下; I 灸 

l a 05 C y k ，其中表示对基点 o 的距离函 

. 根据 p 的定义，当时， 

I 

[中 (y) —平 001 — 1<pW) ™<p(tf)| ^ C\6 f — e\ , 

其中 e \0 分别是 y 和; t 测地球面坐标.由命题 2.2 可得 

• • 

+ 丄 （In (0 1 — 0) ! — 1 ) ^ p:(y) S 1， 

jm 


即有 


I 矿 


e\ < 


其中<^仅依赖于《，因此， 


osc<p < 


其中 C 是仅依赖于 〃，< p 的常数 


2° 对中 进行平均化， 


(2. L 17) 


―^ 


孕，使 A 孕= 0( 广取 


X€ C^(R), 1 >0, supp ^d[—I* 1], 


令 


旁 O) _ 


^CpKy))<p(y) dy 


M 


^( piCy ) Vy 


9 


则有 




<pWt 



B * a > 


无 (piGO)Op(y) —中00)办 


B X W 


^(^ Ky))^y 


<sup Wy 〕 


B r ft ) 


OSC <P 




yOOl 


咖）， 


ilAAS ) 


同时 


• 44 


鲁 



A<p(jro) — A ( 争 （ r)— 平（办 ））1 


A 


IqpCv) 


q>{x^))dy\ 




(2 J .19) 


直接计算 


A 



Au 


2 t)u • D 炒 


tiAu 





2 u 


\ Dtr \\ 


此处" = Z(V y OO), j Z(dO))flfy. 具体计算（下面以 P 

J M 

表 p ，（0)， 得 

■ 

■ 

▽保™ 3 * 2 pV > 3 

A«- Vr F C^)lVp| 2 + 2Z # (^)tVp| 3 + 2pXXp^Ap. 

如果则由系1丄2,当 p-p y O)<i 时， pAf >< 

常数，至于 ▽«, △« 中的其它各项，当1时，无一不是有限 

的，同理对 v^, 亦如此 • 另一方面，由体积的比较定理（见 

(1.1.21) 式），当 时，丫015/1)>常数_ 因此 

-=* ( x(pi(y))^y =* f ^{ Aiy))^y 

jAf J 

之常数. VdIB , 

总结以上所述， ] a (-^-)| 有界，代入（ 2 丄 1 9 )， 即得 

I I < 常数•⑽： 平艦 OO -叫）. (2.1.20) 

3。考虑 C"(M ) 函数 g — 易知, 

Ag — — 5厂， （2,1.21) 

而当 - a 2 时，由比较定理， . 

■ 

■ 

Ap ^5 (» — 1 )m cothap 
^ — 1)43 w Ci ]> 0^ 


• #f * 


G 是仅与 U 有关的正常数，因此，由 （2 丄 21), 

, Vp| J — & C t ) < 0, (2 丄 22) 

■ 

只要 S 充分小. ; 

因为 a ^^ O (^-^>) 9 H 要 5 充分小，由（2.1.22)，我们可 
以找到常数 C ， 使 t 

即 A (< p + Cg ) ^ 0, " Cg ) ^0. 

根据经典调和函数论的 Perron 方法，麥+ C | T 和0 — C 宏 
可以作为保证调和函数存在的闸 （ barrio ) 函数.即存在函数 tf ， 
^ A « - 0,而旁 一 C ^<#< 旁+ C 坎 此《满足边界条件，这 
是因为， 

■ 

N — <pj M \ u — qp -b ^ — q > \ 0?) 

< cgM + l (p 二 y 1 O ) 

* —()( 当 pOO ^ oo 时>, 

这里用到 （2 丄 18). 定理证完. ' 

• 心 - . 

■ I . 

i - 

■ 

S 2, Hamack 不等式与 Poisson 抜 

■ ■ 

■ 

设 M 是单连通、完备的 II 维 Riemami . 流形， — P ^ K M < — 

s ■ 

/ <0. 固定基点 0 6 M , 相对 O 的距离函数记作 pO ). 因为 
M 是负曲率流形，是 M 上的光滑函数.在上节中，我们已 
经见到 

A ^^ {x) = e ^ K ^ z } K ( K \ Vp\ l — Ap )； 

由 （2 丄 22) 知，当 皮充分 小时， A 厂心 u ) <0. 当尺充分大时，由 

■ 

比较定理 （（1 丄 &) 式）， T 

-^ … ， . 

Ap ^ - - — (1 Hr 

P 

^ C = max { ApO )， （忐 + 1)(^ — 1)}* 

■ Bod ) 

因此 AfO ⑴ >0_ 总之，只要 5 充分小，厂 MW 与分別 

^9 4^ > 



为 M 上的整体上调和 (super harmonic ) 函数与次调和 
raonic ) 函数，因而， M 是双曲流形，即它具有整体定义的 Or^n 
函数 G ( x , y ) (见本章附录定理 A .1)， 满足: 

1° G ( jt ， y ) = G ( y ， r ). 当 y 固定时，. A x G ( x ^ y ) — 0， 

2 。 ; ；.!- 

卜”00, rt >2， 

, 叫， W 〜 jiog ，二 2，当太 — r 咏〜」 

， ■ [ Py W 

任意固定 y ，令 ^=- : … ,j \ 

sup G(x 5 y)c^v (j> — Ci, sup G(jc, = C 2 ^ 

it S y <lJ Jt B v o> L 

咄由上（次）调和函数的极大信原理，得 


龙， y 〕 

< Vx ^ M \ B /1). 

因而，当 y 固定时， Gix , jO—0 ( 当 p，Cy) —W 时). 

G ( x , y ) 就可以连续拓展到 M \ iy }, G( t , y)U™> — 0. 

- •- 1 •- 

固定基点固定 y ^ M , y 今 O , 考急 


為 yOO * 


Gjx , y ) 

Gio, y y 


这样， 


( 2 , 2 , 1 ) 


它是一个芷调和函数， 心 （0) — 1，具有唯_的极点 A 我们可 
以称之为在基点 O 规格化的正调和函数，如杲我们有一族在点 O 
规格化的正调和函数 Uh .00}， 其极点 y , —H ail = s ( co ). 
我们希望能证明这一族调和函数列 {^/ Wl 收敛到 M 上一个正 

I 

调和函数，它在 S ( co )\^ 上连续地为零 * 由此可以得出 Possion 

梭的存在4 Martin 边界的概念 • 而要证明这一点，,关键是要辑明 

{ A yj .OO 丨在 5( oo ) U 1 中的任一点的一个邻域（按 . C 2. U 4)， 

5(00) 中点的邻域即为截锥)是一致有界的.保证送一点的是下 

述阏个具有 Harnack 型的定理.这两个定理是下文讨论的基本 

m • | • 

^ • 


• i? • 



工具，但色们的证明相对冗长，技术性较强，我们的写法是先引述 
并应用这两个定理以展开一般的理论，而将它们的证明则放在本 
章的 i 夂 

寧定基点以单位切向量 V ^ S 0 ( nczT 0 M 为中心 
向暈、角宽为的锥 <0( 定义见（2丄13))简记为 as ), 
截锥 r 0 CV ,3, R ) (定义见 （2.1.14)) 简记为： n >, 70,按定义1 
ns ， R ) 是 l /€5 o ( l ) ^5(00) 的一个邻域，又记 

O* ― expo(P), 

它是截锥 T (5, 1) 的‘ 1 顶点' 

定理 12. 如果 A 是定义在 C (, r /4) 上的正调和函数，它在 
C ( W 4 jn 5 Coo ) 上连续地变到零，则有估计 

sup (2.2.2) 


其中 O^e^F 是 T 1) 的顶点，而 C,，C , 为仅依赖于 
»，《 ，占的 常数. 

:僉理之3•设《， p 是定义在锥 C U/+) 上的正调和函数，连 
续到 ac(W4)， 并在 cMT ) ns ( co ) 上连续地变为零，则我们 


有 





(2.2J) 


Vr€ : T0r/8, 1)， 0 r ^ ex Po (F ), 其中 C \ 为仪依赖于占的 

常数, 


我扪将首先应用这两个定理证明 Poison 核的存在性、唯一 
性及研究它的性质.而它们的证明则放在本章的第四爷. 

定义. M 上的调和函数称为§ 6 5(00) 的在 O 点规 
格化的 Poisson 核函数，如果它 满足： 

1° 心60 > 0, Vx ^ M ? 


2° W) - 1 ， (2.2.4) 

3° 并且 


* 




命铛 2,4. 对任何 ^€5( oo ) 5 Poisson 核函数存在. 

证明： 1) 如果 {« J 是一串以 O 为顶点的锥 CTC ^/4) 中的 

正调和函数列，满足及 UJCOI <常数，那么 
根据定理 2 . 2 ，{%}将在 rO/8，l) 中一致有界.于是由 Harnack 

原则， {« J ^} 中存在一串收敛子序列 { « V } J 它在 1 ) 中 
内闭一致收敛到调和函数 c -( rOr /&， 1 ) nc 0 ( ru /8, 1 ) 0 

只 co )，《 oo 仍是正的（这由极大值原理可知），而且 !«(*)!< 

因而 U I rt = 0. 

2) 任取 ^ 5(oo ), 如果正调和函数列满足<^(0) = 1， 
并且对任何不组成 I 的郑域的锥 CU /4)( 即 ^ CU/4)n 
<S(oo))， 都有：当々充分大时， I ccsi/^n s(°°> ™ 0,那么 ■ Ih } 将 
满足 1) 的条件，这是因为根据正调和函数的 Harmack 不等式（只 
要 Ricci 曲率有下界即成立 Kim ) 有常数.由 
I)i 送将童味对任何^ ^ ^ * 1) 6 5(oo ), 都有《(1|) = 0，因此. 
这个极限函数》正是在 f 点的 Poisson 核函数. 

3) 对于满足 2) 的条件的正调和函数列，我们可以举出以下 
两类 例子： 

例1:如 （ HI) 所示，取 M 的 Green 函数 GO, y)， 如果 
h — fe 5(00)* 那么 




■ GO , 

G (0， yt ) 


将满足条件 2)， 因此 


p f oo = j^ 〜 00 


— lim G ( r J y ^. 

yj (^ G {0 7yk ) 

给出 Poisson 梭函数， 


(2.2.5) 


例 2: 根据本章 S l 的 Dirichiet 问题的可解性，它自然导致 
调和测度的存在.所谓在 M 的调和测度是指 S ( oo ) 上 


的唯一的正 Borel 测度，满足 



J r <®] 


V /€ C D (5( oo )), (2,2.6) 

其中 H / 是边值为 / 的唯一的调和函数. 

由此推出，由于任何确定的 Borel 子集 E ， 如果心表示£ 
的特征函数 5 则 

叫00 — f X E ( Q ) d ^( Q ) (2.2.7) 

♦ ) S {®> 

即为以 h 为边值的唯一的正调和函数. 

任取 |€： S ( oo )， 设它在 S c ( l ) < T ^ M 中的对应向量为 1/. 
取角宽 A — 0•令 A ,™ C Q { V , ^) n ^( oo ), 则 A , 是外 oo ) 上 
以专为中心的渐缩的邻域，即 A m C ： A ，， 门厶^ Uh 不难看出， 


妁 00 




(2*2.8) 


给出了满足条件 2) 的另一例子. 


为了证明 Poisson 核的唯一性及它对 | 的 LipscMtz 连续性, 
我们需要下面的引理. 


引理 2. S , 设 M 的曲 率；^ 满足 一 7是由 

M 出发的一条测地射线_ P 6 r , 以 P 为顶点， r 为中心线、角 

宽为8的锥记作 C ， 则存在常数 T >0, 仅依赖于 

使 w >0， 



C 


r </+ T ) 





nn 



(2+2.9) 

• • 


证明：为了叙述简便，如果 S , C 6 我们以 AB , AC 

_ 

分别表示^出发通过 B 和 C 的测地射线，而 0(AB, AC) 则表示 
射线 m 和 E 在 〆 的夹角， 

令办， r (0» = r(t + T ), 任取 M SC ,, (了)，则 

I 

卩（方 〆 0， A /0 


• 50， 


■ari 


引理归结为要证当 r 充分大时， 


■ ■ JU ■ ■ ■ 

0{x^p , X^Xt) < 


, V/^6 dC 


t ) 


( 2 . 2 . 10 ) 


记 P ( A ， A ) 




y , p ( x “ 






3 B =； 


■ -"V u 

ff ， 6(x^p 7 x^x t )=^6 w 


则由比较定理 ai .9), 有 


cas& ^ cochtf r cothas 


di aa 

sh sh <fj- 


(2*2 ai ) 


在 Ar 0 4：4^ 中，因为 5( 办 r 0 ，《 r )) 
大角， /> cr , 因此， 




拫据双曲几何中大边对 


chaa 

■>■ ■ ■ ■ ■ ■■矚 

sh ar sTitf-r 


chaa chas 1 

■■- 丨 r_ . .I , !■! — ■ 

ck as ^has sh ar 


coth a£ 


当 r 
边前项 


co 时 ， sWr 
-1，后项_ 


oo ， coth as 


«h ar m 

^ 1, coth ar 


， (2.2.11)^ 


0,因而 3 F ， 使只要 



> t 9 即有 


co ^9^> co & 


7 C 



&< 


引理 2. S . 记号同引理 2-5. 办 




r (0. 




Eafl 


r 0 + r > 


Oc Xi [^ y 则当： r 充分大时，存在常数 C ：>0, 使 


max d{r^x v ^ 一加 

(*/ 4 .] 


( 2 . 2 . 12 ) 


证明：在 Ax ^ iP 中，记 0 


■ ■ ■ 

0{^x i9 XftP ), c* 


«=E=X 


? fxz ) 


而 dix^y X t p ) 


p(^0* P) 


Sy pOo , X t ) 




r ， 


P) 


A 


则由比较定理 (2 J .10) 




ch i>T ch bs 


ch^cr 


th bT sh bs 


(2.2.13) 


晕 SH * 



因为是负曲率流形， 

较定理（2丄10>， 




4 


,所以《 






2 


2 


cos 


龙 


4 


名 005 01 


< 


ch Act ch 


chAT 


sh its sh ba 


sf 2 sh hs sh bn 


2 


ch bs 


^ ch 


chhT 

ct bs 


将上式代人 （2.2.13〕， 得 


cos0 sh bT sh bs ^ ch bT ch bs 


■ 


ch ba 


^ ch i^T chi^s 


ch bT \/ 2 sh bs sb bd 


ch 厶 j" 


2 


chi^s 


chhT 


sh a ijr 
■ m 

ch ^ 


2 sh ^ sh 


2 


ch bs 


⑽ 0< 語 • 一 , 


\/ 2 slider 


2 ch bs sh bT 


因治 ^ or I > 


T ， 当 T 固定， 

^hba 

sh i^s 


oo 时 


令 0 诊 


d =3 


lim (2,2 ， 14 ) 为 


6 


COS ffoo 


coth^T 



2 


2 sh bT 



姊 T 


2 bT 




e 




(i 






因此，当 T 充分大时，即得证毕, 


仍由比 


(Z2,H) 





命覇 17. 设 C 是以 O 为顶点的一个锥，^〃是两个在 C ： 中定 


义的正调和函数，并且 u I 泛 I 亡 ™ 0， 则 i 可以 e 连 

续地拓展到 CHS ( oo ') 的内部，其中《 (^依赖于《， a ， 欠 
证明： 任取 (5 nscoo)y (即 cn 5( oo ) 内部），以 
^0) 记测地射线 6 Q 、 因沟0的取法， 3S > 0 , 使 C # ( ff ) crC , 
裉据引理 2-5,3 r > 0,使 

C ( UW )(25)<=^{^ T )( tf ), V 々- 0, 1，2，-.、 (2.2.15) 

记则 { C *} 显然组成一族渐缩的夂的开邻域， 
并且 

k 

令 


Sh 


Cl 攀 


一 sup — 

Ci ¥ 

则在 C ， 中 ， <pi ^ ~ ^ 


根据定理 2.3, (223)， 存在常数 c>0, 使 《只要 T 敢得足 
眵大即可做到） 

炉 m < C x ^^ y Vi — !>-— , (2,2*16) 

令 

™ n — ^P»Pit 

由（2上16)， 3K > 0,尺仅依赖于〜從，入使 


此即 


sup ^ K inf — + 

C/-M ^ V 


( 炉 … — £/ ) < K(<p^ K 


一史 /)• 


^ Ui ^ ipiP ― 同样可得 

(朽— ® L+i) ^ K:c 中，一 ^/ + i}* 


令 
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4 





<p 



u 

sup 

c; v 


inf 


DSC 

Ci 


将上列两不等式相加，得 





lit* 


)叫 


< 


K 


K + 


c』V 


£UI 


6 


K 


< 


K + 


因此 ， <°i ^ ^ W > oi 此即 


osc 

Ci 


(7) 


^ 8* sup 


㈢ 




Luga 


sup 




sup 

Cn 


(-V 

^ fj / 


( 2 . 2A7 ) 


其中心 


log e > 0 ， 以&记 对 O 所张的最大角度，则由 


引理 2*6, 当 I 充分大时 


e^c-^ 


• • 

即一，、 ’刚为 正常数，由即 7 ) 




< ( 


f:0 \ V 


其中《 
即得 


为正常数，由定浬 2.3, sup (丄)为有界惫，因此 

互忐了 Co \ if / 


u 


Cy) 


u 


( y)j < 常数 _^, Vy ，/€ C , 


(2.2.18) 





+ 的有界性再如 Ui 上式就保证了当外 (， y ，/- P ^5( co ) 
时， - Cv ) 和'( 〆 ）有相同的极限.我们不妨定 义：当 


s 5(00) 

时， V :， -. 

_ 

― ( P ) = lini — (£ r ( l ))， （2.2.19) 

V s -►=> V 

• • 

^为连结石5的测地射线.$据这个定义， （2.2.1 S ) 就给出： 

Kg (Cf)S(co))% 

(^) < 常数 (2*2.20) 

>_ : ! p u 


命题证毕. 

系.以 P {^ 记在以 5(00) 上的 Poisson 核函数，则当 
it 固定时，有 

|P(r，0 — P(W (2.2.21) 

证 明：取 

P(x t ?) =- Km (2.2.22) 

y，f G (O ， jf) 

当 JT 和 o 固定，看作 y 的函放，令 u ^ G ( x , y ), V - G (0, y) f 
引用上述命题即可. 

严格说來， （2 上 21 ) 的证明必须 在证明 PoUson 核的难一性 

以后才完整，现在我们就来给出表明唯一性的命题. 

命题 2 A 对任何 ^ 5( oo ), 只存在唯一的在基点 O 规格化 
的 Poisson 核 函数. 

证明：设/，发为两个在 H 的 Poisson 核函数，按 
定义，它们 满足： 在 M 上为正调和函数，/(0) =^(0)- U 

/ 1 w S 1 0. 

i 己</>为由 O 到 ^ S ( cc ) 的测地射线.任意固定正整数 
々_ 令如 w a ( o ) « 0, r 4 ^ ( j { T) y ■ ■ ■ ， x A ™ < K 々 r ) •以 为 

顶点、 ^ CiT ) 为中心线、角宽为 0 的锥记作 C ^ U )， 则由引理 
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2^, 只要： r 充分大，可使 

(2.2.23) 

因为/， e 在 5( od ) 上只有唯一的非零点 g a 而纟显然不在 


c ^(^-) n ^( oo ) 

■ • _ _ _ ^ 

上，因而/，《在 c y (^) ns ( oo ) 上恒为零〔/ - 1，…， 々)， 

I 

• • 

_ 

在 c x ^) 中引用定理 2 , 3 ,则至少在〜二(子)中有 


sup /O ) 之 r /(o) 

g (^ x ) ^ ^( O ) 


C ， 


(2.2.24) 


其中 C 为不依赖于 々的 常数. 

同时，根据命题 2.7 证明中的（2.2.17)，得 

osc ( 丄 ) < V’ sup f— V » < 1 

c ^) ' g ; 说 Xg/ 

< Cb ^-\ 


〔2.2.25) 


任取小邻域则由上式，有 

osc (丄)< 

• • 

令々—得 osc 乂 = 0，在 U 上， f 这 g ， 由调和函数的唯一 

w g 

性定理，在整个 A / 上/= S . 证毕. 


3* M&rtin 边羿与 Martin 积分表示 


本节我们将引进 Martin 边界的概念，并证明 M 的 Martin 边 
界和前面讨论的几何边界 5(00) 可以建立一个自然的同胚 0 u >- 


meomorphism ) 以及通过 Poisson 核表示调和函数的 MaTtin 拐 
分公式 ■ 

• • 

设 M 仍是单连通、完备、《维的 Riemann 流形，面率 K M 满 

• ■ 4 -+ 


• 5 ? ? 



足 一 —必固定原点0€ M . 以 G (>, jO 表 M 的 


Green 函数，则 






G(O^v) 


(23.1) 


为在 o 上正规化的、以 y 为唯一极点的 Green 函數.如果点集 


在 M 中无极限点，那么由定理2.2, 在 M 中内闭一 

致有界_根据 Harnack 原则 9 ( A yi OO } 具有在 M 内闭一致收级 
的子序列，其极限是 M 上的正调和函数. 


点列 b / l 称为 M 中的基本序列，如果相应的函数序列 
在 m 上收敛到一正调和函数.设 y = 是一基本序列，其相 


应的极限正调和函数记作两个基本序列 Y ^{ y ,} 9 . 

称为等价，当且仅当 Ay - 

■ 

定义： M 的 Martin 边界^由 Af 上基本序列的等价类组 
成.因为每一 m 都对应着唯一的^^我们也可以将^ 
看成全体 心组成 _ 

■ 

令在兑上我们可以定义度量如下 ：如果 F ， 
兗，则 r 


p(y, yl- sap MyOO —ArOOL 


(23.2) 


不难证明，在此度量下沿是完备的并且是紧的，在度量拓扑 P 下 


i 组成菇的边界，并且拓扑 > 与 M 自身作为 RLemann 流形的 
拓扑等同.注意， M 之结构与原点 O 之选择无关. 

定理2•久 M 的 Martin 边界^与其几何边界 5( oo ) 之间 
存在一自然同 胚少： ^ ^ S ( oo ), 


证明：设 Y - ^ 是 7 基本序列，则 h v » 

是 M 上的正调和函数，（朽）在 M 内无板限点，其极限点只能在 
S {^ 上.根据命题24,不同的极限点对应不同的调和函数（实为 
不 同点的 Pmsson 核函数），因此 b ] 仅有唯一的极限点 
5(00). 定义映射 — s ( oo ) 为 


#(Ay) ™ y mM 


(2.3,3) 
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® 显然是在上 （surjective 〕 的，因为任何序列 — 办€外00) 
都含有基本的子序列 . 

少是连 续的： 设在^中 fh — h. <P(h) - ge s(oo), 

紙 hd - 5( oo ) # 

依前所述， l 实为在 ^ 的梭函数 5 A 为在 i ? 的核函数< 如果两子 
序列和 （仏巧 具有不同的极限11^ Qr ^ lima ". 那么 

{M 和 {^,} 将给出不同的梭函数.这钼 h，h 相矛盾. 

• • 

少是 -的：设 V = (y,}€ ^(A y ) = Q , 如果 U} 

是任何基本序列 ， 1 — 那么 lim G { x ,^)/ G {0 ^ £ ) 存在并 

‘ —0D 

且是点2的核函数，根据唯一性命题 2.8 

m 

h Y 两 liraGO, Zt)jG 、 0 , :山 

I 

因而 Y - 

现在我们已经可以把 i 中的元素合理地记作 e 5(oo). 
根据命题2,7的系，有 

< C 6 U, B 0 (l), (2.3.4) 

其中 C ，《 为仅依赖于 〜 A 的正常数.上式即为 

p(A e , V) = 以）*少 _1 (0) 

< C 9(^ n % (2.3.5) 

它表明 — ^是 C1 央射，自然0是一同胚，定埋证 

毕. 

在上节(见 (H6) 和 (2.2.7)) 我们知道,根据调和函数 Dirichlet 
问题的可觯性，存在调和测度它是 5(00) 上的疋 Bael 测 
度， 满足： V/e ^(SCco)), 

«*在 ^( oo) 上的总测度为 1. 由此推出，对于 5(00) 上的 Borel 

子集 E， 有界调和函数 

■ 

weOO "■ to x (E) — ( ^eCP)^^(P) 

j 

是 E 的调和测度，其中 X e {Q} 是五的特征函数.根据测度论的标 



推坫果，对应这一调和测度的 R^don Kikodyra 导数 

K(x,Q) ^ ^ ⑼= litn (23.6) 

7 dto ° ^ ^( A ,) 

对几乎处处的0^ 5(^) 存在 • (2.3.6) 中 O 是固定的原点， A , 是 
5( oo ) 中以 P 为中心的渐缩的领域集“吏 nAi »0 .由 
(2.2.3) 及唯一性定理， K (^ x , Q ) — p ( x t P ) 为在 0点的 Piossoa 

梭 函数. 

在经典的调和函数论中*首先是 Hcrglat ^ 对单位圆 

Z ? | < 1 } 

建立了正调和函数的表示 公式： 对于任何 D 上的正调和函数，皆 
可找到 3 D 上的正 Bore ! 测度使 

■= ( K 太， (2.3.7) 

JQD 

上述公式对 R * 中有界域情况的推广是 Martin 完成的 ， Martin 
建立了类似的公式，其中的积分是在理想边界 —— Mar tin 适界上 
进行的.遵从这种经典的想法，在建立了 Martb 边界以后，也就 
可以证明类似的 Marun 表示上式. 

定理 2.10 /设《是 M 上的正调和函数，则在 5(00) 上存在 
唯一的、有限的、正 Borel 测度#，使 

«00 = f ? U ，(2.3.8) 

J 负》， 

其中 Kq 是 Poisson 核函数. 

证明： 固定原点 0 ^ M 对 M 中的有界域 s 0 (及）（以 O 为 
中心、半径为 K 的测地球）应用经典的 Martin 表示公式，则对 
d 〜⑻ ，有 

r 

ttO) ™ [ «(P)Fie(x, 0V 叫 （ 0 )， （ 2.3.9) 

is 0 i ^ 

其中 P ) 是的 Poison 核函数，叫是心 ( K ) 的 
调和测度.因力 f ^ CO , 0) ™ 1,所以 

«C0) ™ I <Q)^r{Q\ (2-3J0) 

JSq ^ R ) 

， 5? _ 



辂 SaiR ') 等同于 S o 0 ) ^ 其中【1， oo ]. 上式表明 

5( oo ) 上的序列测度~ «|^ - o R } 中的每一个都具有总质 
釐 < 0 ). 根据测度论，存在一个子测度序列为使 
㈣ i 弱收敛于某有限、正 Borel 测度户. 

另外，再 说明： 对于固定的 Q ^ Stoo '), 函数族 { P Ri ( x 9 Q )} 
中有一子序列收敛于£>的核函数.根据唯一性定理，其极限即 

取任意锥 C 。(~) t 使之不包含测地射线石 P (即不是 
P 的邻域).将 P Ri ^, Q ) 零扩充到整个0(^)，即令 

PRiU, Q'), ^。(+) 

^ - = C = ^ 、 

[ 0 , “ 

于是在(子)上 >0. 在 C 。) 上解 DLjichlet 问题： 

!■ 

j △為 / =在(子 ) 公， 

1 ' = 6 ，在 QC a (^0 上， 

根据极大值原理以及定理2.2,在 T 0 0上， 

(2.3.11) 

不失一般性可以假定调和函数列在 C 。 中内闭一致 

收敛（必要的话选一子序列）， (2.3.10 即导致 b (因而 P ~) 在 
Ca ( f ) ns ( co ) 上连续地收敛到 0 ,因而 - 

P ). 这样，根据即得 

=™ f «(0)P 〜 O, Q)dft Ri iQ^ 

J S^Rj} 

■■ 

—I Q)df^iQ). (2*3,12) 




下面再证唯一性，设 

«CO \ PO , 

i" 

= \ PU ， Q ) dviQ }, 

其中 A V 皆为正的 Borel 测度，总测度为1，而 P 由 C 2.3.12) 给 
出. 

同前面一样，将4(心） 和玎 oo ) 等同，任取闭集 EdS { oo ^ 
则 

〆 £) = Km i u { Q ^ d ^{ Q } 

j — » J £ 

-lim M P { Q , Qldv { Q f ^ Ri { Q ^ 

r-« Js ' 

- li m 丨 [( P ( Q , fV 叫⑼ 1 

f 一办 J.S<™) LJE f J 

在 5( cx >) 中任取开集 F ^ E . 因为 P 是 Poisson 核函数，当 f ^ 

⑦时， L HQ , Qld ^ iQ ) ^ S ( o 3 )\F - SoiR^F —致 

收敛于零.因此 

^ E ) - lim [ f ^[^ P (^, ^)^ Rf C ^)] ^ CP # ) 

+ (叫 MQ ，) 

-litn ( [ P(P ， fV 叫⑼ M7) 

i J F J B 

式中甩到 \ E ng , 0 f v ^( o )< i . 因为 f 是任意包含 e 的开 

集，因此 fiC^X 再注意到的总测度同为 》 C 0), 因 

而只能是 f *( E )- v { E ). V 闭集 E <^ S ( aD ) r 定理证毕. 


5 4. Harnack 不等式的证明 

本节的任务是给出定理2,2与定理 2.3 的详细证明.这是两 



个关宁调和函数的 Hamack 型定理.在俞节莪们_到，它们是关 

于 Poisson 核函数和 Mania 表示公式的技术基1 
设兄仍为单迮通、完备流形，满足 

— b 2 4 Km 《 — d 3 . 

任意固定基点 OK T Q M 中单位球面记以5 0 (]), 取 W 

5 0 (1). 以 O 为顶点，〃为中心线，角宽为5的锥记为 C 0 { V , S ) 

(在 v 不起童要作用时记作 c 0 u ) 乂 与〜（幻的余集 

T 0 { u , d , R ) - C Q ( u , S )\ B 0 ⑻组成 S 0 ( l ) ^ 5( oq ) 的一 

个邻域.截锥 T 0 { u 9 d , R ) 的顶点记作 C /=^ XP (> l 定理 2.2 讨 

论的是调和函数在 5( oo ) 附近的性质. 

定理 2*2. 如果《是定义在 C 0 上的正调和函数，在 

上连续，它在 C 0 {^) f \ S (< x >) 上连续地变为零，则下列 
估计成立 

sup «(*■) 4 C J e - c * pc ； r > a (0 )j (2,4.1) 

1 喷， 1 ) 

其中 G ， C 3 为汉依赖于 C 1? «的常数. 

证明分为以下几步： 

引理 1. 对于任何正实数於，1 >存> 0,存在 ( T ⑻ 
及常数办，满足 

0 \Dip\ 4- \D 2 q>\ < C x e~ c ^ {t \ Vx ^ T 

\ 4 

Ji) d 叱沿 )U/v 三 1 ， -. 

■ 

Hi ) fP W (|. R „) - ^ 

证明：取逐假线性函数^{^)：[0, 



广 1 ， 7^ ^ ^ -6 ， 

4 

yEj,{0) = h, — -f- ^ ^ ^ 0 , 

S 

连接1和#的斜线 I - H - e p 

4 8 
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将 ^ i (^) 看成$€心（1)上的函数，其中0为 I 与〃的央角 ， hii 
p 为锥的中心线.再将 ^( 6 ) 沿从 O 出发的射线加以 

^ 4 / 

延拓，得到定义于整个 M \ W 上的 lipschit ^ 函数的，即定义 
奶 (_ y ) = < pi ( S y )^ dy 是射线 Oy 与^的夹角. 

取 xc ： ct(R 〕， ^ ^ 0, supp^crr— 1, i] # x{i \) :> 0 ,令 


1 \ 

妒 0 )兰 -~~ — — —— | X{p 2 {x^ y))<;piCy)^y» 

^ X (^{ x 7 y )) dy SM 

(2.4*2) 

则 中为满 足引理条件之函数. 

1) 的证朋完全类似于定理 2.1 的证明（见 (2.1.17) - 
(2丄20〕），主要用到当 — V 时， 

a coth — dp < S > dp ) ^ D 3 p 

■ 

b coth {^p}Cs 一 dp^Sfdp^ , 

在 l 十算时，只要注意 


及 


D 2 X { p 2 ) — X fi dp ^ d p 4- X ' D 3 P> 

■ 

U(DV)(Tfl)li \]D 2 [qp —' 仍 ( 抑 ） ]Oo)B 


^ Ci osc qPi » 

b x ⑴ 
x o 

而 DSC <pi *=* CKf 印 ⑷) • 

J 5 x < t > * 


ii ) 如杲 y€B,(l) 3 e^d(Ox, Oy), 则由 （ 2 丄 11 )， 

因此，存在私，当 pO ) >1?。时， 0 { 0 i \ Oy )< < fit . 


这样，当 x ^ dC^y 时， 

中 O) ™ -- -—-( 尤 （ p a O, y))piW^y 

\ H X ( pX^yWy M 
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X(^(> s y))^y 


y))^y 

这是因为此时 >< 匕（1)， 6(0^, 07 )< ei > 扔 ( y ) _ l _ 
iii ) 的证明与幻相同. 

•- - — _ •■- 

引理2_ 设 《oo >0，«在上为 
mM 35>0 9 Ke >0* 使 

«0) < C ^-^ tx> sup 

T R ^ j . (2.4.3) 

证明：在引理 1 中取# =0 ，则存在满足引理 1 中的 o * 1 i )’ 
iii ) 的函数 中00,由于 i )，he r(+， K 0 ) ， A(p < C L e Ctpt,) - 

改变 G 和 C a , 自然也可以使 

A<p ^ Ci^ JC ^ u> , V 太 e C 。 (子) • 

令卜 tp + Ce ~ Sfix \ 其中 C 和为待定的正常数，则由 
C2 .1.22)， 

A / ■厶 <p + 

< - CS(Ci — 

其中 c 3 为仅与《，<!有关的常数.因此，只要 S 造当小而 C 充分 
大.就可以捿 A /<0 t 

另一方面，同时可使 / Uw ) ^ 1 <这是因为当 

x a d c 0 (子)时’由。)， 

p 十 cr 一 > 1 ，当 pM > k 0s 
Kd = + 心一 ff 〆*) > C K ° > I 当 pW < 

L 只要 c ； 充分大 • 
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同时，根掮*的姓质 iii ), 当时，屮 


0. 因此， 




Ce ^^ x \ \ fx ^ T ^ 



再令 5 «=» “0>/ sup a 则 A 5_0, 5| 

uc oU ) 

£-/， 则由于/!^ >1 3 有 

A(S - i ) > 0, 

( H )、 ⑴ < o . 

■ 

■ 

由极大值原理 * 在内部，特別 是夂 ：>：€ r ( R $ y 有 


< 


考虑 


^ / < Cc 




即 


^ Ct ^ SMT[ SUP Ur 


证毕. 


现在我们可以给出定理 2*2 的证明了. 

定理 L 2 的证明 ： • 

1°根掴引理 I ，存在函数中€ cr ( Af ), 满足引理1之 i ), ii )， 


iii ), 但在沿）中取»上.由 i ) 

2 


\Vq>\ H- ] V 7 (p j ^ Cjf^V ⑷， x€ T 


(? # 


Kd 


适当改变。和<：,，可使 Wx € CV (^ i|I 有 

■ 

■ 

V<p\ + I VVI < (2.4.4) 

另外，由屮的造法可知 I > tp >\ 

2 

考虑函教 uM^ « 产 1 邮％贝 lj 

■ 

Vm ^ = u'^'i 1 og « - ▽</) + ( pVlog 杯)， (2,4*5) 

A#* ㈣ 私夺 ( 1 ： log«Vq> 十屮 Viog“P 十 bguAtp 


* W 



(2+4-6) 


4 -〕▽『/]. V log u + … 

A (og u — r ^ J — ：•« — I v log « I ^ ( V Aa ^ 0) + 

设《(_0 )—1，则由内部 Haniack 不等式（系 1.3.4) 

1 V log ^ 1 < C , 

log«C^) ^ loff 一 ^oR ^(0^ 

< 1 I V log «1 ^ CpO ), (2.4*7) 
由 （2.4,4)，（2.4. M 及 (2.4.7) 可得 AW 的估计为 

= i4^( \ V<p! J log^ + cp a ! V log u \ } 

+ 2rp lojsf u^7(p - A tog u + uAq> 

+ 2 ▽ 少 ， ▽ log u H- tpA log u) 

< + (< p 2 — ( p)l viogwl J ) 

< ( \> < l f 屮） 

< C ， w 、 

其中 Ci, c 3 皆为正数，〜为充分小的 正数. 

令 a — 1 —, 1 > as > 0 s 则 

2 

»^ e * < +1, (2lf0 

■ 

送是因为，如果《< 1，则上式自然正确，当《> 1时，因 U 
上式也对.于是我们有 

C , € ~ G ^\ u a + 1), c 0 ( 〒). （2.4,9) 

2。另一方面，计算 

_ 

A ( e ~^^ x) * w °) « f A 厂 5 p £ T : 十⑷ 

• V« ft + 

< — 5( C 4 — 5 )^~^ <X V + 2^"^ < r V"M V «1 

— tt(l 

一 一 y 十 


> H * 



—cs(l — cc)v togw I 

对上式右端括号中的项利用不等式 IBt ™ B ^ IA 4 , 即得 

—s{c, — d^c~ 9 ^ti a 

+ - 5 -- 

a ( I — or ) 

<—(2.4,10) 
只要 A 充分小，自然也可便 

厶一抑>< ^ 8C , e -^\ (2.4.11) 

因此，对充分大的 c 4 , 由 C 2.4.9), (2.4,10), (2.4.11)， 

△(# 十 C#- + 1)) < c t r c ^x^ -h 1 ； 

— SC 6 Cy(u v -h 1 ) 厂〜⑷ 

<0. 

3 °至此我们已经构造了一个次调和函数 

/ — ^ + Coc ^^ Kt ^ + 1). 

△/ S 0，将“和/比较.在 ac 0 上因屮盖1，因而 

« U o ⑴ 1))1^ , 

听以 4 

C 6 e-^Xu^-h 1), C Q ( 子 ) • 

特别*在况上，？ ^丄 ，所以 

\ 8 / 2 

^ 4 - …十 1) 

< ^ + C ^( u a + 1) 

< )a 十 1 + C 4 ( w fl + 1 )， 

T 

• • 

V ^^ dC a (^\ 

y 8 / 


因0<1，由上式只能有 « i dCo( , } ^ cons t . 
引理2,即得 . 


在 c <> ( f ) 中应用 
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^ sup 

< if T 


3 , Ro ) 


注意上 式是在假定 <cn 


下证明的，如果《(0_)今1， 


那么用 u ^)/ u { O f ) 代替 "00 即得 

uW < Cc-^^u(O')^ 

v “ r ( f 6 ，& 


将 o ) 扩大到、 


9 


只要用内部 Harnacl : 不等式 


U ) < CuiO f ), xe B tt ( K Q ), 其中 C 仅与札及曲率上、下界有 
关，而&本身也可选择得仅与曲率上下界 有关. 因此最后总有 

U) < Cr^^VCCO ， Vx€ T(w^> 1), 

定理至此证毕. 

定理 2.3 .设«, ^是定义在锥 C 0 ( f ) 上的正调和函数，在 


C 


上连续，并且 《1 


4 






0 心 




0 ，则 


下列估计 成立: 


VH r ii 

、8 


u ( O r )^ u (_ x ) 


Ci p { O f ) 




< c t 


(o，> 

Ko 7 ) ? 


(2.4.12) 


其中亇是截排 T 


\ 


S 


,1] 的顶点， A 为汉依赖 于 〃， h 6 的常 


数, 


证明： 任取定■- > > ^ > o . 显然只要对 T { e ^ n 证明 

4 


不等式 （2.4」2) 即可. 


6S 



无妨设 歧 o’） = kcO - 1，总的证明线索是设法构造一个 
次调和函数 J 7 , 使当私充分大时，有 

AF < 0, Vre T(6^ R^), 

^ I driG t sR 0 ) ^ (2*4,1 ?) 

I 

根据极大值原理，在 Tie ,, R a ) 中就有 

公 < F < Cu 、 

芎由內部的 Harnack 不等式，上式在 T ( 8 ia I ) 中仍然成立（常 
数可能改变），而这就是 ' 



00 


(c 


c 


U {01 

Ko y ) 


交换〃，〃的位置得到 （2.4.12) 的另一端，从而完成定理的证明. 


在下面的证明中以 Cu C 2 , 


* ， * 


等表示仅依赖于〃，的正 


常数. 


1' 根据定理2.2， 3C 14 6>0,使 Vr€ : H^，U 有 

_ 

« W ， < c x r ^ x \ 

同时，由内部 Harnack 不等式 IvIok “| < C， 易览 亦有 

> tV 飞 p ⑺， T(d l9 1 ) w 

因此，当八化， 1) 时， 

_ 

_ 

^ Cr ) < C〆 〜 u ) 


-=* Cj 

■ 

< C〆。，= — < 1. (2-4.14) 

Otj 

由定理 2 .2 证明中的引理 i ， 存在函数 < P € c ° xao , 满足，对 
充分大的沁， 

e 0 为待定的小正数， 

Ivtpl 4- IvVI < Vx € T f - , lV 

— 、 4 } (2-4.15) 

屮 I TW % P R U ) ™ 1 i 
' *P Bft- 
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令 

i ^ I — (1 — (pY 1 — (1 — <pY e *)， C2Aj 6 ) 
其中、3„为待定的正常数，由 (2.4.15), 易得 

\ Vl \ + iv J i 1 < C ..- M 1 -屮广\ (2-4.17) 

同时有 

11 : r<ew 1， 

i 1 e t a e 6 c r & ) ^ i ~ u — ^ ~ a - 必，⑴， 

因此，当 e 0 , Js d G 取定后，只要&充分大 5 就有 

+ (【 一 （i 一 广）< 乂 Uc ㈣ 八 B #。， 




a 




在 r 确定后，只要&充分小，将有 


^ I M 0 < je t 


>^ gC ^ a ) 


€ 4 < 1. 


因为一、所以只要吣充分大，由（ 2 .4,14)就有 

• ■ 

^* A \bC^8^\B Q iK^ ^ I oC^e x )\a 9 Kk 0 } 




这样，函数《|已可满足 




ac c ^ i >\ B ^ R 0 > 





u 




C , 


v 



(2,4.18) 


由内部 Harnack 不等式， (2.4.18) 的第一式也就意味着 

^ I ^ 7 \^, r q ). (2.4.19) 

(14.18) 相 (2.4.19) 已经组成我们所要求的 (2.4. B ) 中的后两式，但 
是可惜的是，无法证明 A ^<0. 因此必 须对 〆 再加以改造. 

2°令$ = — logw ， 因为当 P 充分大时， 


< c t r 〜， 

因此， > i ^ C nPw 并且由 A« = 0及 l\?lDg«| < C， 得 


I ▽奮 1 < C m M C ii+ C2.4.20) 
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令 



(2.4.21) 


f oo =々 uu ) -™ 

其中 c 为待定的常数， 满足： 

C 14 > ^ ^ I , < i > fr < 0 , 及当 1 充分丈时， 

2><//0V>l. (2.4.22) 

注意因 I 〜 （ H 22) 的最后式相当于（当 P 充分大时） 

C u > p 2 ^Q - e --0> C Uw (2-4.23) 

因为必是正有界景，因此 F — U 和 《* — 样满足 （2-4.18) 和 

(2-4. L 9), 即满足 （2.4.13) 中的边界嘉件，因此整个定理的证明只 

有赖于验证，可选适当的 h 使当 pM 充分大时， AF <0. 

AF == * u 1 } 

印 £a<Jf ^ t4 l 4* 2▽ 小， V« A -h 办 ▽ 试 (2.4,24) 

先看 A 々项，因为所以 

Aq!f < 屮’ ( A 在一— ctAp )) 

■ 

■ 

^ <//( j ▽ log tt 1 3 — p )， ( 2 . 4 * 25 ) 

■ 

只要 P 充分大 . 此处用到 C 及 0 足够大 • 

2 V # * Vw A ^ — V^og/i — 

■ 

• ( log u^h "i* JlV log: u ) 

< 2 办 V [ — 3 L | Vlog«p + C n ( p\Vl \ IV log«I 

+ apc^^\VA S +■—〜）]• (2,4.26) 

■ ■ 

此处用到 iVpl-I/i log//1 < C P , ! Vlog«l < C. 于是 （ 2.4.24) 
成为 

A F ^ c/> Aw 4 十 r/, J ~ 2 i ) 1 V U \ J 

+ C^^pWll 1 VtoflE^i — 4，、 〜一即 

* (+ 化 一 CiifiOS 一 C uiOEp { Vi I 

< tP ' Au A + (1 — 21) cAV | Vlog « f 3 

一 C 17 ^u x r afl -^C U iff f ^p\Vl\ lVlog«K (2,4.27) 
此处用到 a 和 p 充分大 ，以及 IvM < C , c ~ c ^ , 因而 plvll —0 

(当 #>^<=0 )t 
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再计算 AW 项 

=« H l l 1 log“） J + 2l\oguiVX - Vl«gw) 

十 log" • v;t + m v logu 

i( \ '~ r I ^ u \ 

< K A [ C 13 p'l V ^ l 2 + C H p 1 V^l 1 Vlog «| 

+ log —* A( ^ A) Ilog up S 3 ] , (2.4.28) 

因此， 

_ 

AF ^ (1 — IV log u 1 3 

— C K 7 ^ f u l c^^ + ^u x [C^\VX \ 2 
-h C^p\vi\ 1 VJoR^} -h (Ai) losti 

— 1(1 — A) 1 ▽ log ^ 1 J ] * ( 2.4*29) 

分析上式中的 C x ^pWl \ tvloR«l ■ </w A 项 . 由通常的 Schwarz 

不等式及屮和办 V 是正有 界通的 事实，在点处 . 

C L 3 u x ^ p \ Vl \ | Vlogwl < (21 ™ 1 V </ i J | Vlog ^ l " 

十 C w 如 V1va|' 

将其代入 （ 2.4.29 )， 得 

▽F < ^C i7 ^u x ^ afi -h <Pu l [C^ P l [\ri\^ 

+ + (A^)log^], (2-430) 

在点 fuoo<+} 处，当 P 充分大时 * 因为 + _ O — 

乂今 J A 

和产） > 1 知，因此 Ki — a ) 為丄句 . 所以 

2 S 

C lf <ffu l p\VX\ lvlag«! < (1(1 — i)|V5og«| a 

+ ^ai6 a -VlVi| J )^«S 

代人 （ K29) ， 注意到少 V 〜少，当札充分大时 ， we T{6 19 
沁).亦有 

AF < — C l?( /i r ttV^ + ^ x iC^\vl\ 2 

+ C^fVIVAp-H (Al)log«L (2.4.31) 
(2.4.30) 和 C2.4.31) 合在一起可以写成，只要吣充分大 ， Vh 


» 



ne, R ,) 都有 

AF < —C 、 7 〜 e 〜 

+ + (Ai) \ogu], (2,4,32) 

再计算 （ A 〗） log» 顼： 

(AO log « = [ — A( 1 一 <p)^ 

— A {1 —小 y • — 2 v(l — tpy - 

—(1 — (p) f Af( log «) 

^ { I A(l — gcj)^! + f A( 1 — WI 亡 

+ 2lv(l — rp)'| |V\T J • 叫 ）| loguj 

—(1 —" 一 〜， log « 

< C^e-^d — 妒）广 1 — C^pMl — 屮 一 5i# . 

(2.4.33) 

这甲 : 用到 |lo RW | 〜 Cp. 另一方面，易证（当 A 取定后），对充分 
大的 1? D ( 依赖于 h),p> &时有 

^ 0 -V|VAl J < C#〜(l — <p 广 1 

< C^~ c ^ p (l — f P y^\ (2.4-34) 

将（ 2,4.33 〕和 (2.4,34) 代入 （ 2 乂 32 )，得 

AF < — C 口必 V 厂叫 + 抑\ — 屮）广 1 

— Casp^nC 1 — 

-厂叫 + — 小 Y 一乂 

— C^MoC 1 一中）广 v ). (2.4.35) 

如果 - <py i < c 2i( >s a ([ 由上式目然有 

AF<0. 否则，有 

0 < 1 — <p < Ce " (<; »" V ^ 


因而 

AF < — C w 0V 广叩 + 4^U J C M £- tc « +</ - JK< ： tr tf t^, 

只要取 3 0 < C 33 , a < C l 2 ^ 0 - 0( C 31 - 就仍有对充分 

大的 J ? 0 , pW > Ro 时 ， af < o . 

因此，首先取定充分大的乂再顺次定下办，《, %，最后定 
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尺0,使当 rce ^ A ) 时 ， AF < o . 定理至此证毕， 

§5. 有关调和函数的其他存在性问题 

我们在本章 S 1中证明了：单连通的完备 Riemaim 流形，如 
果其截面曲率满足欠 M €— a 3 <0， 则调和函数的 Difi - 
chlet 问题可解.在 S 2和§ 3中又证明了 Possion 核的存在性及 
几何边界与 Martin 边界的等价关系.一个自然的问题是：对于 
流形的曲率条件可以减弱到何种程度*便上述结果全部或者部分 
仍然成立？从有界对称域上调和分析的经典理论，我们知道有界 
对称域上的 Bergman 度量满足同时 Possion 

核函数是存在的.因此，我们希望 知道： 在满足 

的一般的单连通完备 Kiemana 流形上，在何 种条袢 下存在有界 

调和函数，存在 Possion 核函数，以及其 Martin 边界是什么样的 i 

本节将给出这个方向上的一些初步结果. 

定义.设 AT 为同维数的两完备 Riematm 流形.微分同 
胚 扣 M 〜况，称为拟等度的 （ quasi 七 ometry ) 如果存在常数 
C > 0, Vx 砭 M ， X 6 7\ M ，满足 

— C \ x [^ (2,5.1) 

c 

■ 

定义.完备 Rietmmn 流形 M 上两个度惫心 3 和心 2 称沟一致 
等价的，如果存在常数^>0,使得 

— - jy < dP < Cds \ (2,5.2) 

c 

显然，恒同映射 （ M , 心 3 ) — ( M ， 犯）就是拟等度同胚 . 根 
据定理 2.1, 如果对 （ M , 如 ■) 而言，一夕 C 0, 则 
调和函数的 Diricklet 问题可解.今假设 （ M , 和 （ Af ， rf ?) 

一致等价，是否对 （ M ， 必0而言，调和函数的 Dirichlet :句题仍 

然可解？一般而言不一定，但在一定情况下可以給出肯定的回答. 
为此我们要引进一个关于完备 Kiemaan 流形的第一特征值的概 
念（见第三章)， 
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众昕周知，对 m 中任何有界區域其第一特征值 hW 
( Dtrichlet 条件）可以定义为 

(lv/| a 

1,(0) = inf 14 - . (^5.3) 

I / a 

这里 - {/€ 是 Sobolev 空间 * 

根据这一定义就可推知，如果 AGACTCM， 则 

^(fii) ^ U 岛）- (2-5.4) 

由特征值关于区域的递减性，我们可以合理地引进下列定义， 

定义*完备 Riemann 流形 M 的第一特征值 UM ) 定义为 

I 

^i(M) = Hm h(S(K))， （2*5.5) 

Ji-h« 

其中 sw ) 为以某定点为中心，半径为及的测地球. 

第三章& 4的 Mctean 定理指出，如果 M 的截曲率< 
—C < 0，则 UAi) > 0. 

不难看出， UM )>0 对 M 上一致等价的度量而言是一个 
不变的性质.因为如果和心 3 —致等价，则两者体积形式 
和 W 也是一致等价，由（2.5.1)，彳 V/1 和|令/|也是一致等价， 
苒由第一特征值的极小性质 (2.5.3), 及特征值的递降性 C2.5.4), 

自然导致这种不变性. 

定理 2.11, 设单连通的完备 Riemaim 流形 （M, 其截 

面曲率满足 一 _/ < 0，再设 A 2 是 M 的另一完备 

度量，它和 d ? —致等价. 如果对而言，其截曲率满足 
\ fC M \ < 1 及其单射半径 (iniectivity radius) > 0，则对 （M， 

而言，其调和函数的 Dirichlet 问题可解. 

证明： 证明的基本路线仿同定理 2.U 我们仅着重讨论证明 
中和定理 2.1 不同的地方，根据 Mckean 定理对 （ M， 心）而言 
UM)>0 s 由 ；U(M) > 0 的不变性，不妨假设，对 （M， 心0而 
亩， UM) fl. 又，根据题设，不妨假定单射半径(对心 s 而 

言）>1- 
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取定基点 Oe 从，如记: r 与 o 的距离为 P i x ) 和 
pM (分别对和 rf ? 而言），由一致等价性， 

~ pCO ^ 卢 00 < C/>Of)* 

同样的理由，3 & >^>0，使 B r ( d ^ C ： B r ( l ) ClB r (32^, 典中 
B , 和 L 分别表示 （ M ， 以）和 （ M ， 说）中的测地球. 

在上 dM ― Koo ) 会 f a (l )， 在 f(oo ) 上给定 
Lipschitz 函数 V (e )， 将申 沿径 向扩充到整个 M 上 ，则由 （ 2.1.17) 

osc ip 0( 厂叫 #> )， 

因此 

osc (p ^ osc (p = 0(e~^ ix ^ = 0(tf— c 】 pu) ) ‘ (2*5.6) 

B T n) 

下一步是将 V 平均化成承（见 （2.1.18)) 

[ 太( 〆 (>， y ) V(yVy 

- ， 

\ 叉 (P a U ， y))A 

JM 

其中 SU pp ； ee [ — 1，1]，则同样（见（ 2 丄 〗 9)— ( 2 . i . 2 o )) 可证， 

厶中— 0( r —(2,5.7) 

这是因为 （2 丄 I 9)_(2.1 J 0) 的证明中，只要及当 

pC *， y ) < 1 

时， p { x , y ) (对 o 是可微的即可通过 * 而后者由单射半径> 1 
保证， 

为了用 Perron 方法证明 Dirichlet 问题解的存在性，除了 
由 V 构造出满足 U - 5 . 6 ) 和（ 2 - 5 - 7 )的中以外，还需要构造出满足 
以下条件的函数 C ^(}4)： 

gix") > 0» lim 裒 O) •= 0 ， 

(2.5.8) 

其中 ff 充分小 ， 就足以保证定理的成立（觅定理 2 .1 证明中的 
3°)* 

为了给出满足 U5.8) 的 SCO, 我们在 b 0 ( r )\ b •⑴ 中解 
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以卜 DirichUt 问题： 

I AhOO _ 一一 rO) ，o < ^ < Xi(Af), 

紅00 = 1， ^eaB ( (l) 5 (2,5,9) 

hOO = 0,以 QB 0 (.RX 

和定理 1.4.2 的证明完全一样(见 ( 2 .4.6), 并注意在 M) 
的情形对于算子 A + # 极大值原理仍然成立），有结论 AOO = 
lim A r O ) 存在，并且 


jAh =—— 户 A, x € M\B ft (l), 

tl > AO) > O. 


(2.5J0) 


因为在 Rie 曲率有下界的情况下，对满足 （2 H 0) 方程的解的梯 
度估计仍然成立，（见（1.3.19))， Ivlog^i < C 3 , 因此， 

AM > (2,5.11) 

取 $ < 1，令 g A <> y ， 则 

Ag ^ A 6 ^\Vh\ 2 ^{8 一 1) + dh^ k AA 

< 8h 卜 1 Ak 

— —— 妗 dh $ 

< (2,5,12) 

因此， （2.5.8) 的第 1, 3 式证明.剩下 R 需验证 KW — O C 当 
pM -> oo 时），当然只要证 UmK 4«0 即可， 

外 A 


回到 （25.9) 往 S ,( R )\ B a ( l > 中， Ah R - 

•= —— fihi ， 

由 Stokes 公式（注窻在 OB t { R ) ±心― 0)，得 






dh 长 

dr 


JBpCiRXff.U) 


IV/ijti 




dr 




VAtji * Vr^ 


由梯度 估计， 


dh R 

dr 


是有界量 s hi 







f 7? ^ 



其中 G 与 /? 无笑.再由 Ub r ) 的梭 小性， 


㈣ '训 1 如(〜） U ) 華姑 




K 叫 




所以 


CUM ) 



hl< C 


J B Q t,R)\B 0 iiy 


令 J ? 


，得 


< +oo tf 


因此，对充分大的 J ?， 有 j 


h 2 < 


M \5 0 ( ff ) 




可以住 意小. 只要 


M \ B 0 ( R ) s 并旦在 B ,( l )( 因为单射半径 > 


U BM ) 相当于 K ” 中的球）上对 AA 
等式(系 H 5) 就有 


ph 利用 Hainack 不 


hM < 


C 


< 


ni(i))j … 

C 




VoKB^CU) J^o^> 


A 3 


< 


这是因为，心则 VoIB r ( I ) >常数（觅（1丄21))，定理 
至此证毕. 

本定理有 F 列直接推论，其证明是明显的. 

系.设 M 是紧致的负曲率流形，则对 M 的任何度量，其通用缓 
盖流形 g 上有界调和函数存在， 、 

定理 2-12, 设单连通完备 Riemana 流形 M 的截曲率满 

足 \ K ^\ < 1 5 其单射半径>0, X,(M) > 0 ? 并存在一个双曲等 
距 (liyperholic isomeu'y) r， 则 M 上存在非常数的正调和函数. 

3£:等距 r 称为双曲的，如采 M 上存在一测墙襄线 (geodeuc 
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Line ) a ， 使 rU 是 a 上的 一 个平移 （ translation ), 

证明： 任意固定基点 0€ cSM ， 以 G 为中心， f ? 为半径的 

■ 

测地球记作 B ( R ), 距离 d {0, x ) 记作 pO ). 

取及> 1，在 B ( R)\B ⑴ 中解 Dinchlet 问题 

■ 


rA / R C ^) =* 0, 

1/r 1 3sw — 1 ? 1r I 3jycP) ~ 0» 

则稂据我们一再应用过的 Hamack 原则，’ 


(2.5.13) 


jix ) lim jfftO ) 


存在，并满足 


产 0) = 0， 

⑴ 1 > fM > x€ M\B(1) # 
命题.在定理条件下 ，（2.5.14) 中的 / OO 满足 （G 
3, •…）为不依赖于1?的常 数）： 


(2.5 J 4) 

0 = V 2 , 


° U ⑴尸⑺， 



J M\mR) 


(2-5-15) 

(2.5.16) 


Hi ) 当 pW 充分大时 ， fM < (2.5 J 7) 

■ 

命题的证 明：由 A/ r - 0得到 

■a 

0 = I 

— 一 1 1 V/r ! 3 — [ fk • 

J b { r >\ bo > j ami > Or 


因为/幻 3 的>一1 ， I < C (梯度估计），因此 

Or t 


1外14常数， 

J 

苒由得 

常数免 

j j 

令 R — oo , 即有 j f < + oo a \ iV / P <+ oo ， 此即 
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(2丄15) 所欲证. 

下旺（ 2 .5.16),任取^ > 1，作 cut - off 函数满足 


0, xt fi ( r )， 

1 ， r ^ fi(r 



1)， 


1 ^ <p ^ Oi B{r + l)\^(r). 


tV(p! < 1 , 


设 /? > r 



，庄 


0 ■= ip 2 f R Af R 

: BiR ^ 


J sun Vh • ▽(?>%) + 


< p 2 f R 扭 

8 B r ( R > Qv 




i Bik ) 


▽ f R ， V ^ r ) 




0 ) 




(’.' ▽屮 1 fl<RAfltf+>i 




0 )_ 


由 Schwarz 不等式， 


^\ vj R \^ 2 (\ 9 a | V ^ l J 







2 





<2(1 < p 2 [ V /^ l J 



B(r+l)>Strl 



T 2 |V/«1 1 <4 H m 

； S(R}\BCf} ) 択 f+l>\5Er) 


令 R 




oo , 得 


渺 〆 1 ▽川 攀/ • 


(2 + 5 J 8) 


* 



另一方面，因为 




| V ( W)P 


W \£ Cr ^ 


! fv<p + <pVf\ 




Af \5( r ) 


(flv^M + ^IWIO 


^2 



M\S(r) 


^ iv /| 






结合 （15.1 B 〕， 也有 


;_l ▽(⑷^叫__尸， 


其中 C 为常数. 


(2 允 19) 


题设 UAO >0， 因此存在 c ls 0< A < UAO , 使 




\ VM )\ 2 > C } ( (⑷ 




> c 


Af > S < r + l ) 




(2.5*20) 


联合 （2.5-19) 与 （2.5.20)， 得 


f<C 2 \ f 


Cj 


IJ ^f\Elr) 


f 







f ^ 


c , 



Cl J M、S<r) 


f 


c . 





如果一开始即取 




2 々，则 


C 2 



c 





f 


< 


c 




+ c 


z 



奶及 U) 


f 






C | 


•林 • 





此即 i f ^ (2-5.16) 证毕. 

最后证明 （2.5.17). 题设 JW 的单射半径当 pOO 充 
分大时，令及 M pOO — 0 ，由 (2.5.16) - 

[ f< C,t C ^ K - CU' c ^ ix \ 

% 

茌 S x ( a ) 中考虑 A / — 0, 因为 >- l , Harnack 不等式成 
立，因此 

fiup / ^ C 5 inf /, 

所以 








尸 


最后式用到 Vo \( B E ( a )) > 常数，这是因为1，（见 （1 丄 21)) 
至此命题证毕. 

现在回到定理的证明.由于 UM ) > 0 9 M 具有整体 
Green 函数 g { x , y ) <觅本章附彔定理 A . 3). 将 （ H 14) 中定 

I 

义的调和函数 Ky) 和 g ( 0 , y ) 相比较，存在正常数 O 0,使 

1 / I djfui ^ y) \ HBW9 

由极大值原理,， 

Ky) > Cg{0, y), 

因此由（2^17)，有 

KO , *) < (2.5.21) 

命 

uM — lim 4^4， （2,5.22) 

y) 

易见 AwOO -0* u ( O ) = 1，如果我们能证明 nix ) ^ 1, 


B 2 * 



则即为定理所要求的正调和函数，证明这一点的方法是反 

证圓 

设 y 是题设中的双曲等度同胚,现假定 - 

KO ， y ) 

任取 e > o s 则存在 使 V# a ， 当 p(yi) < piy) 


时，有 


g(r{0)^y) ^ , 

- .-_ - - J. 

g (0, y) 


取以 Z ， 便 /)CrXO))^/>(y t ), 因 r 是等度同胚， g(rM, 
KW) y), 因此 Vi > i ( , 

,, V ^ KrCQ ), r f (0» 

K 。 〆 ■⑼） 

M sio, 广 1 ⑼) 

g(o, r ，（ 0)) ’ 


所以， 

n I + g ( o ， w •⑼） -“ 

" 茗 (0, r’_(o)) £(o ， r 、 +1 (o)) 

g (0, yh (0)) 

gio , r ( O )) 

_ g ( o y r ， 卜⑻） 

g (o,r( 0 )) 5 

gio ^ io )) > g ( O s Y^i 0 ( H 23〕 

因为 r 是等度同胚， rf ( r f + t (0 ) s r (0)) = tfCO , r (0)) 一 c 。， 由 

此， 4(0, r (O)) - ^3(0, r*(0 ))，（ 2.5*23 ) 成为 


g (0, r (0)) 




g (0 ， r 、 _ i ( O ) V • ㈣ 【+•，〆i 




♦ 




如果取 e 使 < C 4 ( c , 为 (2.5.21) 中之指数常数〕，則 

上式就与 (2.5.21) 相矛盾.因此只能 《( r (0)) > 1， 因为 《( C >) = 

1，所以常数、定理证毕. 

根据定理 2.11 与定理 2.12, 我们提出下列猜测以结束 本节： 
猜测：设 M 是单连通的完备 Riemaan 流形， \K M \ <1, 单 

射半径 > G , UM )>. 0，则 iW 上存在非常数的有界调和函数. 


§6. 次调和函数与次+值公式 

■ 

麩知，在的经典调和函数论中有所谓中值公式〔对调和围 
数)和次中直公式(对次调和函数）.这些公式对研究调和函数和 
次调和函数的性质，特别是证明 LiouvLlle 型定理都起重要的作 
用，这些公 式是： 

中值公式（次中值公式 h 设《00在 R" 中满足 A«=0 
0)，则 R% J? > 0,都有 


«(:•) = - —^―：~~ [o cki a 9 (2.6.1) 

r r 

其中是以 A 为中心， K 为半径的球. 

推广次中值公式至一般的完备 Riemann 流形自然是流形上分 
析的课题之一般这种推广可以有两条途径，一是根据 Riemaim 
几何中的比较定理，将流形与某类空间形式加以比较，逋过 Stokes 

公式而得到，这种类型的结果可以举以下定理为例. 

定理.设 M 是完备的 Riemann 流肜，： rj M，M 在 B Xo ( R ) 

的截曲率 < 匕而 J? 小于 a 的单射半径，又记为常曲率々的 

空间形式，设 dM)， 0 , «> 0 ，则 

■ ■ 


WOO ^ 


Voi ( B ^( JR )) J 


( 2 * 6 . 2 ) 


其中 B *( R ) 表示中以 2? 沟半径的测地球. 

另一神方法是利用 Sobolev 不等式，设完备 Riemann 流形 

■ " I 

M 的 Ric(M) > 则 Vtp^ C^(B(K)), 



(I ^ ^^ c\ i I ▽妒 u 

\J BiR> / J BiRy 

其中 C, - C(«, K, R, Vol(B(J?))), 然后通过 Moser 的迭代 

法可得 Harnack 不 等式：若《>0，> 0, 则 

A 

sup u ^ Ci inf (2.6.3) 


由此而得出次中值不等式 ， 

本节将给出讨论次中值公式的后一种方法，我们首先从下述 
Sabalev 型的不等式出发. 

引理 1. 设 M 是可带边界的完备 Riemann 流形， Ric(M) > 

一任意固定0 6 M， 以 O 为中心， i? 为半径的测地球 
记为 S(S)， 设 

B(5jR)ec=M, 

则存在汉依赖于《 = dmM 的正常数 G 和，使 
有 

1 j ^ C a R ^ 1 Vqp 1 {2.6*4) 

S<R> 财幻 

及. 

f f \ Vfp \^ (2 A 5) 

i J?<i^ J J?C-R> 

此处 ？ > i. 

证明：在 dBUR ) 上任意固定一点记相 对于; ^的跟离 
为〜即 PiW = disc ( r ^ 因为 Ric(Af ) > — — 1)尺，由 

比较定理 （1 丄8 )， 


Api ( n 1 +〔》 — 1)^/ 

Pt 


当 jre B{R) 0- ， t, 2R^ Pl W^4R, 







( 2 , 6 , 6 ) 


«5 * 




取 


je 



2 ( 






则 




叫 1( — ct 1 ) 


— 似一郎 <CB 

^ 2 心 ■ 印、 


△ Pi ) 


(2.6,7) 


任取 c ?( sc /0) s 史 > o ， 则史 △ 厂〜為巩郎 — a 〜 p ， 注意 

U .6+7) 是在分布意义下的不等式，因此 


a 厂印 _(VV * VpJ 

JBOi) 


BiR ) 


if € 


«Pi 


厂即[1 ▽屮丨屮 e —即* 

BtR ： J 扔 J £> 


Oo I <P ^ 

J SiR ) 


inf 厂％ 

BCJO _ 


sup 


« P | 


BCR) 


Iv^pL 


(2,6,8) 


当 xe - BCR ) 时，由 2/?< Pi w <4 i ?, 厂滅 祕将 


2 c ^ 


R 


-+ 2 ( 打 


) VI 代人 （ US ) 即得 


9iR) 


^ C^Re 


c^fTR 


S(R> 


Iv^U 


其中 C *， G 仅依赖于《， （2*6.4) 得证，以 < pKP > 1) 代入 （2.6.4) 


BiR ) 


q> p ^ CiRc 




JBtR ) 


p<p p ^ 1v<pU 


再用 Holder 不等式得出 (2,6,5). 


定理 2.13* 设 M 是完备的 Riemami 流形， Ric ( itf ) > — 尺， 


» > 0 ， Au > 0, rt 10, 


> 


则 


sup 


< C , 




BiR ) 


( Z 6*9) 


其中 C 


G 为 常数. 




W ~ o \ B { R ^ )* 


证明： 先证以下命题. 

命题 L 在定理条件下 * 如果在 B { R ) 中成立 AA 




0 9 


• S 6 * 



则 


— ca + 

mp k 2 < t inf 

—i ： iR _ a( a-ofi) 


其中 e 为常数. 

这是因为，根据调和函数梯度估计(系 1*3-4) 


( R J 


〆 (■《）） ' < C X R {] + 尺）， 


这里 KO = < Tm ( r ， O )， 0是 B ( R ) 的中心，因此, 


IVlogAl < C,(l + Hr) 


R 


P 


如 ^(^i) M sup 60)， a € B((l — r)#?)， 则 

} iCCl - r\Ri 


log ^ C 乂 1 -\- ^/K R) 


<1-0/? 心 

■ 

R 




logf 


c s < iWkw 


因此 * 


sup AO) < kCO) * 

JJCtl-fSftJ 


同理, 


在⑼ < inf A * p s cW — ， 


两者合在一起，即得命题 i. 

命臞 2. 如果在中 " >0， △» >0，则 

b r a^R 

这是因为，取函数，使 | V«pl < 


C 


aR 


U X (： B r ^ 


<P 


^ 3 丑 ( l + OR ， 


则由 Stokes 公式， 


0 名丨 ( p^uAu 

(■ 十 fl)* 


( 2 , 6 . 10 ) 

( mi ) 


( 2 . 6 . 12 ) 

及 


♦ *7 





_ 1 tp 3 I I 3 — 2 j 

- 5(1+ 这）及 

<p 3 | v«1 a < —2 1 (p«V(p ' Vn 

< 2 (L/ ㈤ 3 )1 h 、 1 " 


B 


> 




|Vw| a < ] qp J |V«f 

b R *• 

^ 4 I ff 1 ! Vq»| a 


< 


c 


^ i ? 3 j 5 


U 




命题证毕 


现在回到定理的证明.在 



R 



中解 Dirichlet 


问题 如下: 


A 点 




0,注 b((i 一 中， 


h 


s^a 


u 


dB 



r 


2 


)4 


(2*6.13) 


则在 B (0 ^ i ) R ) 


hA(rf — 0 0，由极大值原理，在 


月 ((1 — j ) 尺) 中， ◦ < w s 方 


由刚刚证明过的命題1， 


sup u 3 ^ sup h 2 ^ Cj 

B«1-t>I 0 JItfl-niO 


^,( i +/ e^o 




(2.6,U) 


7 面估计叭 


A a = I (A 一 u + u ) 1 


一" 



U -必 （ 2 . 6 . 15 ) 


n 




但 * 


«€ C 2 ( b ^ 


2 


)4 


h 


u \ 6 B ((1 一 


2 



R 


0, 


通过引用引理 1, (2.65). 


(A 


«) 2 < R 2 e c ^ k 


|V(A 


坏 ）1 




吋卜 ㈣ 


< 2 R 2 c c ^ R (^ 


I I " 4- 


iv«r 






< AR 2 ^ c ^ r 


iv «!\ 




式中用到 i ! VA | a < jl ▽刎 a 是甴于 DirichUt 极小原则.再由命 


题 2, (2,6.12), 




C 




{tRyiB R 




因此 


(A 




R 




代人 （2.&15) 及 （2.6.14)， 

A 3 < f 

.JT[|-f)B Vf 3 


V 。 + 2) f u 


-p . 




Vol S( X _ t)R 


r 3 




c Wk 狄 




Vol S 




Vol B u _ ryR 


因为 re |0, r -^2, 所以 

Z / 




Gup 

*0-，>R 


C , T - C ^ lW ^ f « J 


Vo \ B r 


VolB“-T>jt. 


(2.6 + 16) 
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据第一章 & 4，（1乂8)，当 时，即有 R 、 辱 ^ VolB , 

是 K 的递降函数，因而 

-VK 

iTV 1 RVolB^ < (I - r)^R- m e T VolB “一 r)R ， 


VolB R 

Vol^cui? 


<(1 











证明： 在 （2117) 中取 r » 厂 1 即可. 

定理 2.14. 设 M 为完备的 RLemana 流形 Ri C ( A /)> o / 则 
M 上任何有界调和函数皆为常数， 

这一定理前面已用梯度估计证过，下面用次中值公式重证如 
下： 因为 A "。 0,所以厶 lV «| > 0，因此根据（2.6.18)，有 

A. 

|Vtf| J (^) < C i |v«| 3 0O, 

但由定理 2.13 中之命题2,（2.6.12)， 

C ◊ 

\vu\K^)<^\ « 2 0O 

^ b iR 

常数 一 >_ 

令 /?4 00， | V ^ CjtOI ™ 0，证毕. ….： 

定理 m 设 M 为完备 Riemann 流形，《为正的次调和函 
数，即 A «^0, 同时叹?> 1 # 则#必为常数， 

证明，设 P = 1 + A，A > 0. 任取屮6 C ^{ B 1 R } y < p \ BH ^ l 9 
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使 Ivd < 


c 

R 


则 


Q ^ j tp^Au 

J w 



- VC ； (pV>, 


所以 


»^V a 1 V«| 2 2 \ u k (p j Vw - Vtp| 





於 iff 


\Vu 


2 


I .—. 



石 JP 


其中 6 6 满足 0 十 6 = a ，2 办 


IBS 



I V 炉 j V 

夂因此， 


好 iff 








A 

尺 2 


令 oo，R 能 ！▽»} ^ 0 # 定理证毕. 

注： 定理 2.14 当 f = 1时不正确.存在完备的 Rienrnim 流 
形及 >0， A « = 0 ,«t U ( M )， 担“不是常数.关于这方面的 
进一步的工作请参看 P , Li 和 R + Schoen 的 文章 ： Acta Math , ? 
] S 3 (1984)，279—301. 


财录養体 Green 函黴的眘在性 

设 M 是非紧、完备的《维 Ricmann 流形.我们&论 M 上整 
体 Green 函数的存在性.所谓整体 Green 函数是 M X M \ 

diag(M K H ) 上的光滑函数(这里 diag(M X 鉍）- {( x , Jt)e 

■ 

WXM ； x € M », 满足： 

l e G { x 7 y ) G { y ^ x ) % 且在 V 固 定时有 A x G ( x t y ) = 0* 

■ 

Nx ♦ y \ 

2 。 G(x 9 y) >0 ； 

3° 固定 y ， 则当 x 时有 

pU) 3 -*(l + o ( l )〕， 如 " >2， 

尤 ’ y i — （ logPyU)) • Cl + 。⑴) ，如 n =» 2. 


* • 



其中〜00表示*到 V 点的距离.令 o 为 M 上的一定点 ， R > 

• • 

( J , 记 B ( R ) 为以 O 为屮心，半径尺的测地开球.我们知道存 
在 B(R ) 上的 Gjeeo 函数 G r { x , y ), 它在 聊 )X WR )\ 
diag ( B ( R ) 上定义，满足上列的 1°— 3°,并且迅满足 

Dirichlet 条件： 

4。 G r ( x ^ y } - 0, Vye B { R、，xt dB(RX 

利用极大值原理可以 得出： 设 y 固定， 

如及 2 会及 1 ，则 ^ R , C r f y ) ^ v ) J 

.. BiR )\{ y }, ( AJ ) 

事实上，由 2°，4° 可知，任取在 dB ( R ,) 上总有 

(I + e)G fti (r，y) > (A.2) 

又由 3° 可知，存在充分小的 r>0 使得以上不等式对: r€0B(r) 
也成立.因此，由极大值原理 （A .2) 在 BiR ^ Bir ) 上成立.但 
，可以任意小，故（九 2) 在 B ( R )\{ y } 上成立.令 e — 0,即得 

(AJ). 

(A.1) 说明如果对于 G R U y y ) 上方有界，则可以定 
义 G ( x 9 y ) ™ lim G R (r, y ), 并验证 Gix ^ y ) 即是整体 Green 

R -P® 

函数.以下定理指出在相当一般的彔件下(:即 u 要存在在无穷远 

处趋于0的正值上调和函数），这确实是可行的 ... 

定理 A-1. 设 M 为非紧、完备 Riemann 流形.如果存在<?6 
C a ( M ) 满足 ： V > 0 ? 0以及 <pOO — 0 当 pOO — 00, 

则 M 上存在整体 Green 函数. 

证 明：令 C R { x , y ) 如上所述，固定 M， 将证：对每个 

• • 

r > 0 ? 存在 CO) > 0，使得 

limGpO, >r) < C( Pv O) 〕， VMM, (AJ) 

设不然，则存在某个使得 

所 r 口 max{ G r {x^ y) ： x^ dS y (， B )} — +oo 

当 i? —oo .令 a — 1 <? 扣 W ， 则 max h 且由极 

大值原理 
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取充分小，使得 hOX 史00, Vxt , dB v ( r ^, 注意在 

上 = 0 < ip # 因此由极大值原理 

〜（方）< 妒（其）， Vjt 6 B ( R )\ B v ( r 0 X ( A.4) 

另一方面，取定及:>0,使 B , ir .) dB ( R ), 以及任取8 > 0 # 

用证明 （A.1) 的同样方法可 征：当 ffm,- c e 时有 

■ 

〜 O) < ^ 4 - sGfi(x t y), 

Vt 6 B y {r t )\{y}. ( A.5) 

( A 2 ) 和 ( A5) —起给出了 u 的一个不依赖于灭的上界估计.因 
此，由于_ 0,利用椭圆方程的内估计以及抽取对角线子列 
的办法（参见定理 M.2 的证明）可知存在兄 ■ — 00,使得〃 H/ 在 
MMW 的每个紧致区域上 C 牧敛于某个函数 

满足 ^ ^ t *. 由 （ A -4) 推出屮 （ ar)* M \ B v Cr t )， 
因此 

■ 

当於 o) — 00. (A.6) 

文由（人 5 )推出 eG^(x y y), B y (r^\{yh 但 

e 可任意小，所以 

■ 

■ 

500 <5, V^€ B,Cr ( )\{^K (A.7) 

■ 

又注意 max t^ R — 因此 max S? — 5. 由 〔 A*6) 和 （A .7) 可 

知？在 M \{ y } 的内部某点 dB v ir t ) 达到极犬值但；;是 
调和函数，由极大值原理推出？ = # > 0，这显然与 （A,6) 矛盾 . 
这个矛盾证明了 （A3). 

任取 0< F< 利用极大值原理和 (A3) 即可得到估计： 

■ 

A (: ， y)<l -h max(C(f), C(R ))， 

BCKABC ?), 当 K 充分大时， 

从这个估计出发，仍利用椭圆方程的内估计和抽対角线子列的办 
法！ 《可以推出 GOr，y) = iim G R ( x 7 y ) 存在并满足 A x G ( at ^ y)= 

0， x € M \{ y }, 最后，不难利用 G r ( t 9 y) 的性质，验证 G ( x 7 y ) 

满足 3 °，因而是所隶的整体 Gre^n 函数. 具体证明请读者 
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自巳补 出- 

在以上定理中，如果把上调和函数 < pO ) 在无穷远处为奪的 

条件改成可织性条件，则可以得出 •. 

定理 A .2. 设 M 为非紧、完备 RLemann 流形，其体积 

Vol ( A /) = 00 , 

如果存在屮 e CKM ) 满足： 屮 > 0, A 屮 < 0以及 | < p^dV < 

J M 

00 ，其中？>1，则 M 具有整体 Green 國数. 

证明： 和定理 人1 的证明完全一样，只是 ( A .6) 这时 复为： 

\ 5 W < oo , 

Jw 

又注意 （ A .7) 保证 Z 是 M 上的整体调和函数（即奇点 y 可去），因 

而由定理2_15可知；；白5> O . 于是 f pW - 5^ Voi ( Af )- oo * 

Jw 

与 co 矛盾. 

定理 A ,3, 设 M 为非紧、完备 Riemann 流形，如果心（^0> 

■ 

0* 则 M 具有整体 Green 函数. 

证明： 证明方法仍仿照定理 A . 〖.注意我们仍有 

_ 

<5, VM ( A . B ) 

我们的目的是利用 UM ) > 0 证 明：如 B ,( r ( )<= B (?), 这里 

0<7 < 丄则 

2 

( < C , V/f > 2 r ， (九 9) 

J ffiflAB 

其中 c 是不依赖于 K 的常数，假定 （ AD 成立，则由于〜,在好\ 

iy } 的每一紧区域上一致收敛于 心利用 Fatoa 引理可推出 

_ 

f PdV^€ w 

结合 （ A *7) 即有 f/VF <⑺，再由定理 2. 15知？在 S >0 .于 

是， Vol ( M ) d ^ 2 1 ^dv < oo , 定义 Lipschitz 涵数 4 使在 

J Jtf 
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5(1；) 上兰1，在 M \ B{R +1) 上 h 三0，在其余处 （） < 

U ^ u 并且 lv ««| <1几乎赴处成立 • 由 UAO 的定义有 

um ) < iv««iw /\ M ^y 

^ Vo\(B(R H- l)\B(R)) 

- -- - — - M 

Vol{B R ) 


由于 Vol ( M )< oo ， 上式右端 —0 当 J ? — 00,因此 i , CM )== 
0, 这与原设矛盾+这个矛盾证明了 （ A .3). 以下的证明与定理 

A.i 相同. 

为了完成定理 A .3 的证 明，我们只•刪 j ( A .9), 令”为一 
Lipschiti 截断函数， 满足： W 三0在 i ?(?) 中 ， n = 1在 AA 


0(2，）中，1以及1▽幻则有（注意〜1卵（及）=。) 


0=( 7 } 2 ^^ A^ R dV 

j B ( R )\ FCr ) 








▽ • V { r}^ R )dV 






SiRy \ Btf ) 


\ yi^\w 


又由 ^( M ) 之定义 ，有 


UAf ) UM ) {^ R ydV 

< I !v(i|^)iVF 




\^ 7 l\ 2 vUV 


<4( 撕 

r 1 J 


< — Vo \( B ( 2 ?)\ B (?)) - C \ 

r 3 


甶于 UM ) > 0, ( A ,9) 因而得证.定埋 人 3 到此证毕* 
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第三章特征值问题 


•特征值问题 


设好是《维紧 Hiemann 流形具有边界(可能 9 AZ — 必）， 
其度量在局部坐标 U 1 ， …下的衷示为仏 =■ 

其 Laplace 算子 


其中 （P) = g ^ det(〜). 


j0_ 



为了研究 Laplace 算子的谱问题，我们首先引述若干熟知事 


实，设 C"(Ai)» 令 



! V < p|S 


对II IL 而言的完备化 Hilbert 空间是熟知的 Sobolev 空间，记作 
找 (M)， 如 < P f ： CSiM ), 其完备化的 Hilbert 空间记为 


Sobolev 空间的基本理论指出，当 M 是完备 Riemaan 流形时， 

H ^( M ) — M { M) r 

另一熟知的事 实是： ' 

qp<^(p 具有一阶广义导数. 

当= 0时， A 是作用在闭 （ M ) t 的二阶椭圆型自共 
轭算子.根据自共轭算子的谱理论，它典有离散的特征值： {0 
〜心 * ••丨 ，及相应的特征函数（少4， 

= — 小 i 与 0, 4>i C°°( M ) , 


并且组成 Hilbert 空间 ZiKM) 的一组正交基. 

当 dM ^0 时，为了保证 A 是自共轭的，我们必须赋加一定 

的边界条件、 M 常是两类 条件： 

■ 

A) Dirichlei 条件：此时 


* 9令， 


DomA — i ^ KA /) s 其棺应的特征値和特征函数为 
0 < 1, < ^ < •■•( 注意 h 的重数为1)>及{和} : 

™ -— 1/^r i 扣 1 = 0 ，办 6 C°°(M ) ， { 如 }组成 ) 

的一组正交基 . 

B ) Neumann 边界条件：此时 

DomA 

相应的特征值和特征函数为 

0 =又 0 < !■ ^ ^ . * • ， 

△ 扣=一 j ™ 0 ， (r C W (M )， 

dv I ow 

{扣> 组成的一组正交基，其中 v 衷不的外法线方 

向. 

在 A 的特征值理讼中，以下的极小极大原理有基本的作用. 
极小极大 原理： 

为了简便起见，我们记空间 H 为 
⑴ 9 M — 0， 

H^{f^H\(M)\ t 卜 01 ， 

J A # 

(2) 条件 

H — 

_ 

(3) dM ^ 0， N - 条件 

H- {f (: m_M)\ = 0), 

则我们可找到一组可数正交基 Uh Ah - W,，/A 

0 < ^ ^ ..， 使 
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特别有，如 L 是第一非零特征值，则当且仅当 C <! U 时， 

f c\ \n\VHH, (3.1 2) 

J V J M 

即最小特征值等于满足以上类型不等式中最大正数 c . 这种不等 
式称为 Poincax ^ 不等式. 

■ 

Poincare 不等式沟微分方程理论中基本不等式之 一+ 另一个 

基本不等式是 Sobolev 不等式. 

Sobolev 不 等式： 如 M 是紧致具有边界的 Riemann 流形，则 
存在常数使 

^ 1 

c(\ f^) " < ( \Vf\ (3.1.3) 

对一切 /e c ”( m )， 并旦满足 〜 o { d 氏条件），或者夂 

(后一条件祢为 Neumann 恭件； 当然在不同条件下常数 C 也不 
同 J 

当 M 不是繁致的，而是一般的 Riemann 流形时， Sobolev 不 
等式不一定成立.它的成立与等周不等式的成立相等价. 

等周不 等式： 设公是中的区域， C « M , 则存在常数 C 
(不依赖于 J 3)， 使 

C(Vol(^)) ^ < Vol(dQ) w (3.1.4) 

白（3.1.3)=>(3丄4)，兄要取函数 

1， x e d{x, dQ) ^ 

Q, dix, <Ji3) 

& 

0,其他. 

对 l 利 m Sobols 不等式，再令 & — o 便可得出等周不等式.现 
萑我们证明（ 3 丄4)—( 3 .1.3),首先我们需要下面的 

Co - Area 公式： 设 M 是紧致带边界的 Riemann 流思， 

那么对 A / 上的任何非负函数 S 有 

s 一 ^ ivTT 
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(证 明请见 Federer^ Geometric Measure Theory. Springer, 

1969.) 为简便起觅不妨设 . 由 Co-Area 公式 



因此只要证明 

j Vol(/ cr) da ^ VoKf > 疗 ) 汀卜飞扣 ) 即可 . 

令 F(tx) VoL (/ <r) B <pCO F(<t) fl d<x 9 

j*—j. 

= ( f . F((/)cr s 

则中 (0) = <K0), 此外利用 f(£/) 单调递减不难验证 tpX*) > 

0 X 0. 

n — 1 

因而 y(oo) ^ - ―― ^(oo). 即 （ *) 成立 * 

« — 1 


为了研究第一特征值的几何意义， Cheeger 引进了两个等周 

常数，它们和第一特征值有密切的 关系： 

定义 （ Cheegu ). 设 M 是紧 Riemann 流形》定义常数 

当尹 0 时， A 0 (M ) = —^ 9 ^ 1 £3 (Z C ： W } , 

L VoK ^} I J 

当 9 M =■ 0 时， 


«( M ) 




inf 


Vo\(M ) 丨 H 是 M 中超曲面，它将 A / 分 

mi niVal(A7；) s M；)} ： & 
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这两个等周常数和第一特征值有密切的关系. 

定理 （ Ch«g er ) . 对 Dirichlet 边界条件而言， 

^1 ^ 站 （ M)_ 

4 

对 Neumann 边界条件而言， 

■ 

^ — AKM ). 

4 


证明 ： （ 对 Dirichlet 边界条件 .） 设 f 是对应 I 的特征函数, 
熟知 ， fM > 0, r € 公，/|⑽= 0. 

0如果存在常数~使 

| m | ▽ 中 | > P V<p6 C-(M) S <p\ QM - 0* 

■ 

则 -- fi \ 这是因为，考虑尸，▽尸 — 2/ Vf . 

4 

■ 

丄尸叫 j 川則 <^(57)(1_)一， 

:• 斗叫」 ❿ fb ， 


即 


4 


根据 Co - Area 公式， 


u 


| Vv | 


=K 


担 



ivyj 

IVtpl 


A 



1 Wtr 






flESft 


Area ( q> 
Area(<p 

Vol(tp ^ < f ) 


< x)da 


- Vo](tp ^ a)dff 


> inf 


Areafjp 




K 


VoI(qp ^ < t )) 


Volfjp < f)da 


>inf r 


江） 




Vol(^p ^ a 1 ) 



IvU 


too 



A P CM) 


inf Area ( 5 g ) ^ inf / Area(y 






dcxim Vol (£?) 


9 


Vol(9^<r) 


故由 i ) 知 




AW ). 


对 Neumann 条件，仅需要证明（此时 




0 ) 




da 


inf 

JV -* 



| V /| 


\f\ 


设超曲面 H 将 M 分成^^和兌：两部分，无妨设 Vo !( A /!) < 
VolCM ,), 对于一切 s >0, 定义 






8 



0, 




(: t ， H ) ， 

i 6 


is 


1， 

0, 


当 dU ， H ) > s ， 

x e M a ， 

当 rfO , W ) < 8, 

当 <?( r ， H ) > 8 ， r e Af j , 

JT € M “ 


选择常数 c ( e )， 使 


显然 




BmC 

« 


Vol ( Mi ) 

Vol ( M ,) 




但当 e —0 时，又有 


|V [/- Cf 6 W ] 1 — (1 + C 0 )Area(H)* 


M 


1 f e W 


chooi 


V ( M t ) 



cvcm 2 ) 


听以 


^ 0 



C 0 )min{F(MO s V(M 2 )} 9 


lim 




[ V ( f , 


cK ) 


0 


AT 


\h 


ch \ 


< 


A(H) 




• m 


m 


因此 


再证 


inf 


!v/i 


^ 心（ AO * 


1/1 


inf 


(| V /| 


> h 乂 M\ 


饪取 t / 

I LX 


0 . 


令 


广00 




roo 


/ o ) 如 f > 0 , 
0，其它， 

/ CO , 如 / 40 


夤 





则 

用 Co - Area 公式 

；VH 




r 


其它， 

r. 


i_vr 

)q VJm 丨 vr 


dC 


Area(/+ 




C) 


C ^^ g Volcr>c ^ c 


^mm)\ r 

j w 


同理 

因此 


jvri^^(M) r. 


!vf| ^ h N (M)\Jt\. 


利用 Co - Area 公式和等周 （ isopereinmiO 不等式，还可以 
I 正明以下的 Raleigh 猜想 • 
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定理 （ Faba - Kirahn )* 设 Q CZ 是一域， B ( J ?) 是及"中 

以原点为中心，半径为及的球体， Vol ( i ?) - Vol ( B ( i 2»» 則对 
Dirichlet 边界条件的第一特征值而言， 

钲明： 取对 a 而言的第一特征函数/，满足 

厶卜 一 私（公）/ 9 

■ 

■ 

f 1 ao = 0 ， / > 0 ， 在 X ?内， 


此处 


A 


E 


a 1 


dx 1 / 


现在利用/，通过“对称化”来构造中的函数— 
使得对于住意常数 C 有 

VoKf > C ) - VolU 為 C )， 

并目只是径向函数 ， g -= g { r )^ r < 因此， VC ， 点集 

。}=球， g { R ) - 0 # 根据造法显然有， 

■ 

1 T VoK / 3 ^ C)dC ㈣ pVolC ^ ^ C ) = f 


并且因为 S 仅依輸于 r 5 所以在 g = C 上 ，|Vgj 


d 

dr 


f(r) 




常数，因而 


Area (穿 


C ) 





^ iVjP| Jir - clv^l 


1/2 


t 


但由 P 中的等周不等式（同体积的 K 域以球的表面积为最小）, 


m ^ _ 


b(L 




c 


[Area (/ 




C )] 




=!• 


C ) i a 




I 

1 


阶 l 


^ =c lv^l * 


但由 Oa - Area 公式， 


dVo \( f ^ C ) 

dC 


s= 


Sv/I 


dVol(g C) _ ( J 

一 - L _ • ■ 

dC J#-c (Vgi 
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而 


d\Q](f> C) 
dC 


dVo\(g ^ C ) 
dC ^ 


所以 

再用 Co 〜 Area 公式 


|v/l ^ 




Q 


|v/| J 


ra 




lv/! )dc^ 



l ^| )rfC 


r 




Iv ^ l % 


由极小极大原理 






i/i J 






52. Rlemann 流形的热 核函数 （heat kernal ) 


设 O 是一般的 Riemann 流形（不带边界），令 

^>id) = {fe C-(£)|||/|| 1 < 4-00}, 

其中 \\ m = (尸十 按 II * Ik 的完备化是 Sobolev 空间 

«/ _ 

HKO ) < V ( D ), 算子 d 在 H l ( Q ) 中的闭包记作 A 令办为 J 
在 C ^{ Q ) 的限制， A 的闭包 A 的定义域是 咖) ， Hl ( Q ) m 
OM ) 按 Ij - L 的完备化.显然 H l 0 ( Q ) C mO ), Sobolev 空 
闸理论指出，如£是完备的 Riemann 流形，则印 (0) =印⑷）. 

箅子 W ♦，满足 〈办，似 > = 〈/， 如〉 ，其中如是 C "4 ■■形 

式，只要二者之一具有紧支集，令 


DW 


t C " l - 形式 


| 1 + \ | dw | J <c + ool t 


根据 Gaffney 的一个引理 [J 抓 . o/ Maih.,60, 1954, 458—466], 


8 




d \ 


其 Lapiace 算子（具 Dirkhlet 和 Neumann 边界条件）为 

• • 


取 04 ♦ 



当 G 具有光滑边界，则 2 S =- «通常的算子.假设 C 是完备 
的（此时-迚⑴）），则因为4 否，有 Gaffney 

证明了 [2 ⑽. of Math , 9 60, 1954, 140—145] 

A =* A p ^ A n ^ Bd、 

熟知， △ 是自共轭的 ，因此 m 成有界自典轭算子的半群， 
根据自共轭算子的谱理论，如果 rfEi 是厶的谱测度 ，则 

e^dEjiy ^ > 0, 


并且对于 / > 0, 广 ” ： L\Q) ^ 0 £>( 左 〕 C CT (fl ). 当 f € 

f 

_ 

■ 

i^u?) 时， n^Ve-^ 这里 h Dim C C-(O) 

是基于椭圆型算子的理论 （v/e 7 l 理讼）. 

下面我们來叙述并证明本节的基本事实. 

定理 1 . 存茌热核 y , 0 t C M (fl X QX R +), 使 

■ 

- >, O / Cy ), Vf ^ LXQ ), 满 

1) h(at, y, o «= H(y ， x 7 o, 

2) lim //( 龙， y 3 0 _ 疗 Xy )， 



4) H (: ， y, /) — j H 〔 x 9 总 ， f 一 y, 

证明： 

A 首先证明， Vf€ LXO), e，U <T{D X i? + ). 为此 先证, 


在广义导数意义下 Ouk sense ) 


0 
dt 

d 

dt 


(d 


oft 


aasz 


0 




d ) 


Hm 



0O 


a 


^ dE . Q ) 


c 1 


^,(/)J 


MW • 








lim 




S 



e ^ dE L ( i ) 




—i, _ 

f # 一 

Is 




、 ■ t—k-NE , ⑴ + 0(J^ il/ll), 

I 

最后项是由于 ( e < — l ) h 在 I 0, oo ) 上一致有界，而极限是在 

L 2 意义下取的. 

为证明夺（厂 , "）一 r 一 hem ( 弱)，需证％ e 

- dt u 

C^{Q X «+) 应有 

' —卜 (1:— ^他 ⑴）. 

令&则由 

(，”卜 umf y (，+ 5 ) — y (0 u 

J dt J s 

■ 丄 lim j <p(r) -K f _ + 名） 一 fM 

6 -0 J S 

一 -^i v>0)[|^ — Ae — + 0(^e-^ r li/||)J. ^ 

再令 d —+ CO , 即得 

! ff 、一 卜 [「- y 瓜⑺]•… 

类似的推理，可得（在广义意义下） 

(△ + u~^n - -h vye -^ dE . a ), 

而 是 Q ^< R + m Laplace 算子.樵圆算子理说指 


«D 

出 「j 逆（乙 ’ ） CC' 因此， e- f£ f(r C^(Q X /? + ) •如果 h(t ， f) 
n 则 — ——厶八， 
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廚以 






因为0是光滑的，导数已是通常意义下的. 

■ 

L 证明 H ( x , y , o Ky ) rfy . 

根据单位分解，_们不妨假定 /e q ( O )， 并且 suppf 是足够 


小.考虑算子口 =厶+ ^的参数化 （ parametrix ) ——见本定 

01 


理后的附注 一一 户 U ， ）_， PU ， yw ) 6 C、Q XG X Rn , 

y ^ t ) — S v ^ - 

/ -»0 

并且对任何 /V > 0, y , 0 = o (/), 而且当 tfO , y ) 

r 

足够小时， / 4+0,有渐近展开 

p (,， 〜 o 〜 S … ，仆、 

(4宂 十" Y 

* 

其中 n = diroO , d ( x ， y ) — J ：，> 的 Riemann 距离 * ^ 

C' a 0 { x ^ y) =* 1, 对于 0< s < j <，一 j 

厂 2 (怎， y ， ， 一 s ) — ^^ s ~ a ) P ( x , y , fi ) 



d 


ds 






p (方， y ， 乃 > 


A ^~ 7 ^~ s ) P ( x ^ y , s ) 



dP 

ds 




O , y ， ol 心 


f ， D [ LP ( r ， yw ) A . 


« 


用 r 代替 / — e , 再令 e 




Um (? w ^ r P(jr, y, e) ™ P(4f ， y* 0 — [ ^ 
* ^0 Jo 


SCl*r> 


[ LPO :1 y 3 jV 


def 


H ( x ^ y , /), 


记 fO, y，d = □/(>，y，，）， 则 



i 


0 


€ 




F(r，y， s)ds 



； ^ 一 * 〔 r -~£i(FU* y ， J)) 
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>， 0) 厶 






= ! L y >')) 心 + j / W ) 心， 

这是由于 F ( j ：, y ^ f ) = G ( j ")， 当 x — 0 时，因此， H { x > y ，/) € 
逆（左>，所以 HU ， y ， C ^(£) KG X R + ) t 因为 

U ， ㈣ □/(* ， y ， 川 一 0 (，)， 

所以 f /( x ， y ，0 和 P ( x , y t o 具有同样的渐近展开.由 H ( x , 

y>/) = lim ， 〜 P(T，h s) 得， VKy) e 都有 

* - ►€ 


H(x, y, t)f{y^)dy - lim F 〜 P(r ， y ， s)Ky)dy 

J t -Hi J 

= 〆 厶 'lim j P(r ， y, S)f(y)dy 功 dOO ， 

i -^n } 0 

最后的等号成立是由于 PU ， y ， d 的 d 性质. 

同时 ， 由 H ( x , y f /) 的定义可验证 3 当 y 固定，/ > 0时， 
HU ， y，，）e IA £?) 3 因此 

- \ h { x , y , r )/( y ) (*) 

对一切 /e L \ G ) 成立.只 u ， y ，0 是厂〜的核函数.至予性 

质1)， H { x 9 y y t ) ^ H { y , x , O , 是由于 A 是自共辄的；性质 2) 即 
C * )式* 

性质 3) 的证明：由定义 

HU ， y ，/) - lim ^ P ( x> y , r ), 対任何 e >0, 

r - -M) 

^ & l P ( x , y , o 均满足热方程 = 0,因而亦有 € A , 十 

• — 

^- ) h ( x , >, /) - 0. 

O / ^ 


性质 4) 的证 明：由厂\-““，）—厂&及（*)即得 


HU , y 


r 

/) ™ j Hi^x 


穷， / — s ) H ^ z 7 y , 
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附：关于热方程的拟基本解 

熟知，对犮"而言，热方裎 (△ - D “*= 0 的基本解！ 

■ 

■ 

exp (--^)/(4^, 对一般的 Niemann 流形我们希望找到 


具以下形式的热方程基本解 

V{x, y 9 /) - (4 衫)、-心•’叫5>心， y ) 〆 }， 


其中 d ( x ^ y ) 是 M 上的两点的 KiemiJin 距离. 

取围绕 T 的正规坐标系 V (彳 =1，-*•，#*)， r _ j(jc,y) — 连 

接〜 y 的测地线距禽.熟知对于仅依赖于 r 的函数少 0),< Kr ) 


d 2 ^ 



fd log S \ dtp 

V Tt )1 T 9 


dr dr 


令 

一， 一 〆 

♦ _ 1 4 贫 0 w , 4> _ 如 + 4 h * + • ■ * + 

及 , 


则 


由 





d 4> d<p 
dr dr 



6 d log %/ S dtp 

師— [办 - n ， 



可得 

(△- lr) ttw 

■ 


*!0 f * 





S 丨 ^^*-1 一 （々 + 

ju n L \ 


rflog 








化为解方程 


~~ ■ 

dr 





+ 


r d log \f S 


dr 








n 


0, 


,N 


此式即 


i rk s^^0 

dr 




^4^ 


■ ■ • 
dr ； 


+ ' 


rflog^/ g 


1 ■ ■ ■ 

ddr 




=DL 


(令 三 <>)_ 


由此解得 






衮 -i(y)r 






这样定义的如 (/ 


aka 


0, 


學 * * 


， O , 显然是 c " 的，而 


(A — 


立、 

dt / 


紋 N 


(4srO 


々師 N 


取 ctu - oft 函数 G ， 使 


O(r,0 


，在（，，0 


(0, 0) 的邻域, 


0,较以上邻域稍大的某邻域外 


令 


PwO , y ， 0 


（尤，）0, t ) u H ( x ， y ， 


〜 U ， m ) 显然满足： Pn { x , y , t )€ C^(M X M X R + )， 且 

■ 

■■ ■ 

RmP N ( x ^ y ^ e) *= d x Cy) , 


(厶 _ D p » =o (’) 


从热方程初值问题 


{(- 

! r-o * 


d _ 

di 


s 

)= G ， 


的解対初值及 G 的依赖性可知，如果 G 在 


0时有足够高阶零 


点，则解亦如此.因此上面构遣的 Psi ^ 可以逼近到热方 





程严格解至任 意阶. 

下面讨论热核 HO , y ，/) 的性质. 

引通 1. 设£?是 Riemann 流形，无论是 Dirichlet ，述是 Neu - 

mann 边界条件，则 

HU, y， 0 >0 ， V/ > 0. 

证 明：」 由 Sobolev 空间理论知，如 u eH \ Q ) 极(公））， 

_ 

则(或堝 ( a )). 因此， 

UD - u< ° 9 

2 1 0，> 0， 

固定 y ， 由 H ( r ， y ，/) 的渐近展开，知当8,5充分小时，甘 
y , t ) > — K〆 ， 只要 rf (: r ， y 〕< s ，/ < ff ，设 B ,( y ) 为以 y 为 

中心， S 为半径的球，考虑 … 

R ttt - J2 x LO, /l\fi,Cy) X Lo, d] 9 

则 - ' 

0< k/ H . ^(i ( H — |H|) ) 

式中利闬了 Stokes 公式及边界条件.注意当时，上式的 
第二项 — 0,这是因为一而第一项 

— mo -冏 )) a 

—池剩 [+( 卜旧 n 『 

- 〔 h - 旧 i )] }• 

同理当 — 0 时，后一项 —0. 因此 H — g 0,即； O . 但 

由热算子的极小值原理，只能有 ">0. 

引理？"设 D 是常曲率的完备 Riemaim 流形 （space form ) 
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中的测地球 Bje ， 熟知其热核仅为的函数《卜，0, 
则 ㈣,， Q <0_ 

dr 

证明： 其思路同上一引理 • 当0 < r ， ，时，由 H ( qy ，*) 


的渐近展开 


3 H 

eT 


(43r/)"^V 

/da 


2 / 


(a Q (r) H- a^(r)f 



% # 


_) 



i^ty^Xdr 


:( r ) 



dat 

dr 


( r)f + 


■ 4 



办 0)€ C _( AO , 此时 


dai 

dr 


O ( r ), 同时叫 (0) — 1, 因此在 


很小时，首项 U _” /4 7( k) fl/a lx 


起主要作用.所以 


&H 


此时 gw ， 并且 对任刪 有 dr 


o (，）. 令 


R 




M X iO y i ]\ B B X [0，及1， 




O, y* 0 e R^t 


dH 

\ dr 


> 0 


则 


0< 


Kf) ! 


2 


( rffJ , dH } 





dsdr 


， F ) 

dr / 




B t nuy 


\ d ^ dr 7 




1 


f 巧丫 • 

2 J 'n 教 , 、 , 


当 a , — 0 时，最后项 — 0,而 




dH 

aT 



d OH 


dr a 



< if )* - 




M?) 

{d 厶 H ， dH ) 
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当0^时，因为 H 仅依赖于 r , 故 3 JU + 由一些闭环组成，其 
边界由边界条件再用 Stoke . 公式 



(dAfi, dH) 


类似地，当 M (0 时， 



\S € X{J} 


& J H 0 /A 

d.<dr 9 Or 


上式的最后项 — o ( 当 


\AH \ 1 

I C 

o ). 由此得到广 


么 H 木吼 

S t iX)x{J k s 

^ Bn dH 〆 

or 


0,因为 


d 2 H 

• • — r • 

dr J 


(r) 


dH 

¥r 



dH 

di 


0, 


a a / a 

QHVa r 


H 


) — m (，） | r ( |~ )-^(0 


dH 

J I 

dr 


+ 


立 ㈣ 

dt 、' dr 》 


0, 


dH 


由抛物方程的极大值原理可得^ . 


在完备的 Riemann 流形中，以 r u 为中心， r , 为半径的测地球 

记作记 VM , U ) 为™维单连通常曲率々的空间形式 
中的半径为〜的测地球. VM , rj 中的热核为 8(^, y , 0- 
s(Kh y ),0 可以看作 BU „ r ,) 上的函数.此函数在 BU ， 
U )\ C 上光滑，其中 C 是 n 的割迹. 

定理2 (热核函数的出较定理， Chceger - Yau ). 设 M 是完备 
Riemann 流泡，其 Ricci 曲率 Xn — 1)々，任意固定 r t M , % 

n 

>0,则 r 0 ) 的热梭 HU , y 9 o 和空间形式中的测地球 
Vi ^ r 0 ) 的热核 f ( rU ， y )，0 满足不等式 


^(r(x^),0<«(x, y, 0 

(梭函数的边界条件为 Dhkhlet 或 Neumann 条件)， 

证明： 由热核函数的性质 

H(x ， y ， r) — 0 
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d 


[<^( 尤， 5, / 一 s) >, S、、dzds 







d 

ds 




/J(ar ， y ， s^dzdi 



^( r ( x , ^), 


d 


hitf 


0 y W(^, s)dzds 

ds 


n 

-fl J B：Xfr 




s)H(z > y, s^dzds 



4(7 (r ， 方 ） ，' _ y, 




其中 A 和 A 分別为 A 厂上及空间形式上的 LapUce 算子.由 Green 
公式 • 无论是 Dirichlet 的迅是 Neumann 边界条件，都有 


BiXy^ 


<^(r(r, 2 >， 




fi(Xfr 


/), t 一 y ， i)dz ， 


因为 m) > o , 所以剩下只需要证明 

(r{jc, ar), / — s) ^ s), / 

用在 x 的正规坐标， （ r , f )， 以，％ 


0 


厶 


d 2 

UP 

a 1 


a 

和 ㈠ B? ， ^t r ) 


^log %/ 


g 


dr 


A 


d 


dr 


3 


m 




rflog V 


g 


dr 


因为 Af 的 Ricci 曲率 > — 1)彳，由体积的比较定理可知 


m 


< 扣 （ o . 


所以 


m ( r ， ‘ 


m 〔 r ) 


d 成 
Qr * 


綱到。，因此 

( r , 


s) ^ Ac^( r, / 


0, 


注： 以上的证明未考虑到割迹.如测地球在割迹内 * 则自然 
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通过;如计及割迹，那么采取一定的极限手续，按着证明的同一思 

路也可通过，请见 Chceger - Yaa ; Comm Pure and Applied Matk ” 
Vol. 34(1981). 

关于热方程的基本解，以下定理是熟知的，其证明 可见： 

Berger , P * Gauduchon ^ E . Mazet , Le spectre < P\me variiti lie - 

■ 

inaimienne , Lecture Notes xb Math ,, 194， Springer - Vcrlag , 
Berlin , Heidelberg，New York , 1971 . 

定理 ，设 f ; 是 M 上的特征函数的一组正交基， L 是其相应 
的特征值，那么热方程的基本解 （heat kemal ) 可写成 

H ( x ， >， A - S 厂， vOOMy )， 

特别 

^ e^ UL = ( H { x y Xy t ) dx 9 

Jm 

当 i —+0 时 

月(:， y ，0 〜 一 ^ — S 喰 _(:， 

I 

■ 

S 3. 第一特征值上畀估计 

■ 

设 M 是紧致的 tTRiemarm 流形（可有边界）根据热梭函数 
的谱展开式 

■ 

H(x, y, /) - 2>H"^OO^Cy), 

其中 W 是相应私的特征函数，厶竹 一 h 奶， < Pi\eM ^ 0? 

■ 

j - 8^. L\M ) - 0 CqpO . 本节的目的是在 M 的曲率的一 

定假设下，给出尽可能精确的上界估计. 

上界估计的基本结果是 S . Y . Cheng { Math , Z ., 143, 289 

■ 

-297 (!975»的 工作. 在该文中 Cheng 建立了对第一特征值 

的比较定理*在前文中我们已经有了关于热核函数的比较定理 ， 
Cheng 的特征值比较定理就很容易导 出了： 

定理 （ S . Y * Cheng ). 设 M 是完备的 Riemann 流彤，其 
Ricci 曲率 >(« — n — dimM + 以 r ) 表示 M 中以 
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r . X ； 中心， r 为半径的测地球；再以 r ) 表示单连通的《维 
具常铀寧4的空间形式中半径为 r 的测地球，则对 Dinchlet 边界 
条件而言 

UBO ” r )) SKFU , r )). 

证明： 分别记 B ( x a , R ) 的热核函数为 H { x , y 9 
的热核函数为 ^( d { x , y ')^ /). 按紙核的谱展开 

H ( x , x 9 0 = ⑥ 小】00, 

«^ Co , /)- S ^-^( o ). 

由热核比较定理 


> 厂 h [碎 （0) 十 01 ( 0 ) + • + ■：!， 


所以 

(ptM H- 十 … * 

> ， <1 广 0[ 封（ 0 )十 e-^^tpKO) 4 - 

由于別 （(0 和札 oo 都是第一特征函数，的 o ) >0, * k *) > 
0. 而且 .令 / ->0^得 

^ < Xu 证毕. 

定理 （ S . Y . Cheng ). 设 M 是 w 缩紧 Riemann 流形， 
Ricci ( M ) ^ (« _ 1) 々，则 


其中的直径. 7 表” 维截面率为々的空间琅式中 


半径为的球. 

2 m 

证明： 可以找到…， h +1 eM ， 使 5( r f ， D 两两不相 

、 2 m ^ 

交，设十是上的第一特征函数，熟知它只与径向有关_设 
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竹一炉 其中"为相对于 W 的 M 中的距离函数，则由上述定理 

( , lv ^| a < At (^, ( l^| a 

V V 2m ^ U - r - k ) 

< iJvU . ^))\ 

v V 2 成川《 V 士） 

将奶零扩充到<1,^^以外，显然存在〜，一，〜 +1 (常数）使 

X « j < Pr^^T 丄{也，“ * ， I — lj 丸 }，由此根据极 

小极大原理， 

(^i^y < f t2^,-v(p ( | 3 

J m Jw 

V ( p /|* 

以(吻， 

所以 I 






系. 



ixi^X ^ 



S , Y . Cheng 呉体估计了空间形式中球的第一特 征值： 

1) 如 Ricci(M) > 0,则；I, < +，其中 C„ 可取 2»( n 十 4)- 


2) 


如果 Ricci( A/ ) ㊂ — 1，则 h < 


7 


3) 如果 Ricci ( M ) > O^lj 



5 4, 第一特征值 T 界估计 

给出特征值的精确下界估计通#较沽计上界更为因难. 

对于单连通的完备、非紧 Riemaan 流形，一个重要问题是，在 


♦ U7 



何种条件下存在？并给出明显的表 达式？ 这 

方面我们有卡2 Mckean 定理： 

定理 （ Mckean ). 如果 M 是完备非紧 Riemami 流磨，其截 

面曲率< —C < 0,那么 JU 有正的下界，且该下界仅依赖于常数 

C , 

证明： 根据第一特征值与 Cheeger 的等周常数 A D 的关系，有 

从 B ( x 。， 衫 UU ， R )), 

4 


因此，只要证 a d ( bu ， j ?)) >正常数即可. 

任取:公，令 r ( a !) ™ r a ), 因为 M 的曲率 

为负， r 是可微分函数(除点^外）， 

Arca(aJ3) = ( 1 ^ ( — = 1 Ar f 

Jd£> J fiQ J J? 

其中不等号是因为 Ur 丨 q 是的外法线方向. 

. — 

最后式是 Stoker 公式. 

但熟知，当截曲率<； — C 时， 


因而 


所以 


Ar ^ 



C d> 


0 0, 


Ar^(dQ) ^ CA 1 = C a VoK^) 

Q 






a 


下面来研究紧致流形的情况.对于中带边界的域 ( do - 
main )， 其第一特征值的估计是一个历史悠久的问题.其中代表工 

作有 Fabir -Krahn, Polya-Szego, Payne, Weinberger 等，对于 

一般的无边界紧致 Riemaim 流形 f 在一定的曲率假设下给出第一 
特征值的下界估计，这一方面第一个重要工作厲于 Uctncrowicz . 

1958年他首先建立了下述 定理： 

定理 ( Lichaerowicr ), 如 M 是紧致无边 RUmaan 流形，其 
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Uica ( M ) > (u — > 0,则第一特征值满足 


L > 方々 * 

■ 

1962 年 Obata 证明，如果上式等号成立，则 JW 等距于常曲率走的 

球面沪. 

以后， Cheeg « 给出了 1»的下界佶计,其中渉及到他所定义 
的某些等周常数.在此基础上， Y au 给出了用更便于计算的几何 
量，例如直径、体积、 Ricci 曲率下界，来估计 L 的下界的方法. 
从1979年 开始， Li 与 Yau 发展了对第一特征函数进行梯度估计 

来衆得 A 的下界的有效方法（当 Li 在他的论文中得 
出此结果）.1980年他们证明了以下 结果： 

定理 ( U - Y au ). 

■ 

1) 设 M 是紧致 Riemann 流形， dM ~ 0 ， Rkci > 0,则 









2孑 


其中 d 为 M 的直径. 



2) 设 M 是紧致 Riemann g 够， <9 M — 0 ^ Ricci > — ( i » 一 
1)^ (欠 > 0),、则 




p {— [ 1 + (t + 2cwm 

■ . J 

C ^ 


其中 c ： 为仅依赖 _f « 的常数 ，2 为 A / 的 直径. 

3) 8 M _0 ，Ricci >0, dM 是凸的（即 dM 的第; ^ 基本形 

是非负的） 》 则对 Neumann 边界条件而言，其第一特征值 ❿满足 



*Ii ^ 






2 〆 




其中力 M 的直径， 

现在 我们来 讨论用梯度估计以求得第一特征值下界的 p _ 

■ 


Yau 方法, 




设 M 是紧致的不带边界的 Riemaim 流形，其 Ricci 曲率 


Ricci ^ 0 * 设《是对应于 I 的第一特征函数，因为— — ^-X 


* ii» * 







M 


0, 所以无妨设 


1 




suptf > infu 






l , 


>^>0. 


引理 1 .如 Ric ( M ) >0, 则 


| V « l a =^ - 


2 l 1 



(1 


«)U 



*0 


证明：令 


u 


k 


u 


2 



k 


则 


Aju 


Ai(« +* a)^ a 







ma xu 


rmnu 






取 s 充分小，令 r 


I . 

u 


+ 6 


则 


Ap 


十 <•)， a * 



ft 


maxi/ - - - • 

1+8 


mjn ^ 



霣 




考虑函数 


FO ) 




对 FW 应用极大值原理.设 FO ) 在处达到极大值，则 


▽Ffjc,) 




0, A 〜 a X 0 •由 ▽〜) 

| Vp | 2 ( — 


2 ^ ^ 




0,得 


( 1 ) 


又 


2 ^ + 22^ 


0 ^ ^ U t ) 


U 


i^) J 




a 
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-v 




2t/)£xp 


m 




U - 

( O 代人 （2)， 得，在 r •点 


0 > 2 S p h 


u 3 Y 


a 






2 S 


Vv\X — 2) + \Vt^\ 2 ( — 2v)Aff 


(1 


由 Ricci 等式 


2 






Sa 叫十 S V i V 灸尺邱 




> 


在 A 取坐标架，使 


A。）/ + Ric (▽ 〜 Vp) 
—lAvt^W 

^ — 0 (/ ^ 1)， 由 （1) 


2 W ，> IX > A 


|7 yjV 

0^?> 


(此式在时推得^如 h 
以上结果综合起来，得 


0,则▽没 


0，龀式更无问题 .） 将 


2 !vH V 


Cl 


t^y 


2l x \V^\ 2 < 


2| V ^ 


2^AylVyj J 




IVe^lV 

1 〆 


hH 


t^x 


IH - Kf + O , 


IvH 


3 


( 龙 *) € A_(l + a^v) ^ X{\ 



O , 


c * 


因此， v^e m * 都有 






以 


)/( 



e ) 



4 


S 


+ 是 



代 


人，再令— ► 0,即 


IVtfP ^ 


2 X x 

+7 


a 


«)(« 



o 


定理 （ P . Li - Vau ). 设从为紧致的 Riemann 流形， 5 M 

■ 

沾， Ric 〔 M )> U _ 又 d 表 JW 的直径，则， 
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0 紗 

证明：取第一特征函数“，根据上述引理我们有梯度估计 


|v^E J < 


2；u 


_ 



k 


(1 — «)(« + 々）， 


其中 


am 


supa in fa 




取 h ，a € A /， 使 «(rj 
小测地线 r 连接 a ， 则 


sup » 


1 ， u^x^) = inf« 


t 用极 




du 


Va 






u)a 



«) 



2 X 




ds < 



即 


Xt > 




> 


2 ^ 


2^ 



k 


d ， 


在以上方法的基础上，最近钟家庚与杨洪苍将定理改进为 
得到了这一问题的最佳估计. 

a 


设 M 为紧致 Rieraann 流锻，=必， Ric ( M ) >0,仍设 


«为第一特征函数. 




k 


intw < sxipu 




1, I > ^ > 0, 


令 


tf 


k 


2 




p 



2 




a 


k 



6 


+ 4 


则 p 满足 


A 泛 


+ o . 


sup 穸 



8 


,infff 



» 


a 



1 



% 


•122* 




令 p 一一 - ^ d . n (9 ^ -， 而 

1 + S 1 + B 

」^ I 3 = I 破 

1 一沪 


定义函数 


F {&) = max 

tM 


vdj a 


=max 

x^M 

B(xy^9 



显然 F (0) 是 


7 T 


2 





ft 


a 


2 


-^ R 的连续函数，其中 a 满足 



F (一号十 ff ) Z 7 (号― • 5) — 0* 

采用这种术语，引理 i ( 特别是 （*) 式）可以改叙述成 
引理 2* F(^) ^ liil +i2*), tf *= - ―^ - 1 , 沒 — 4 一工妥 • 

1 + s 1十々 

从 Li-Yau 定理的证明可觅，如即那么 h 

的结果已有，因此，我们下面假定 i > a > o . 

下一步是求出关于 Fid ) 较引理2更为精确的估计，为此， 
设 

F(?) = 1(1 + …⑽， (2) 

其中史⑻是[-兮+ t 奮 一在] — 的连续函数.因为 F 在区 


间两端为零，因此有 







^) = ^ ( — 




2 


-h 


3 )< 



而引理1此时可叙述成 

妒 1. 

定义，0类函数 步⑻ 称为 9> C 0) 在以(一皆 + — 办) 


的闸 Cbarner ) 函数，如果 


• t}3 • 


cp ( d ) <0{0 ) s 利， 

< p ( 0 .)= 〆 氏）， 

o , 

于是，我们有下述两个 引理： 

引理 3. 如果是 平 (&') 在氏 的闸函数，则有 

屮 （D < sin 00 — sau0flCos6 fl y f C&i) + 丄⑶ 〆 技《广（沒 。 ）_ C3) 

2 

引理 4. 定义函数 4(0) 为 



屮 （0) 


(6 + cos 6 silt 0) 


2 sm 0 


cas 2 d 


* 0^ 




则 少 W 满足少（0)>0,弁且 



(4) 


4* — sin 6 + sin 9 cos 


- cos 2 8 tJ >*' « 0. 

2 



引理 4 的证明是直接验证，引理 3 的证明我们留待后面.现 
在我们从这些引理出发采讨论本节的主要 结果： 

定理（钟家庆-檢洪苍）.设 M 为无边的紧 Riemann 流形， 
Ric ( M ) > 0,则 


Ai ^ 




证 明：记 f ( 0 } ™ ui + ^史 （0))， 同时记 < um 为公式 

中函数，则我们有以下断定： 

^ p (6) ^ 必(沒)， （6) 

这是因为*如果〔6)不成立，那么 因为史(― + s'j - <r (- - 
< _1，而 ^ 0, ^ f { 6 ) ^ <p 所以存在^ 

li ^ _一 

6( - ^ 1 — 谷) ， 使 

• m ， 



< pC 氏）一 必(扎 ）— max ( rp (0) —少（沒 ）） ^ > o . (7) 


因此， + 々 是在氏的闸函数，根据引理3,有 


fp (^ i ) ^ sin 0 ( — sin (9 0 cos 9^( 4- by + — co 沒狀（必 + 占） 

2 


sin 6 C — sin'6> a cos(0 9 ) -h — （色） 

2 

= 〆 扎). 

最后一步是根据引理 4 得出的，这与 （7) 矛盾.因而断言 (6) 成立 • 
这样我们就有 

F(6) < i,(l + ^cp(ei)) < Ul + a 沖 ( 州， 

即 < U 1 + 


在 M 上取 A ， 使 0( — 5, ^( r -) ™ —— +在，用 

2 2 


极小测地线^连接^和^，有 


l^d ^ 又广 Ur) 






n 

T 


s 


d 8 


7 


由引理4,易见 0(0 J — O ,0 f ~ d ) 


f - -- - - ■*—-•■* 

V 1 a f ^(8^ 

< p ( d ),\ a ^(6)\ < 1 


因此 







T^fer 


令 s — o , 因而 3 — o , 即有 v"IT 定理证毕 * 

d 

现在剩下的唯一问题是验证引理 3. 证明引理 3 的方法是再 
-次应用极大值原理. 


125 * 



引理 3 之 证明： 稂 据趑设 y (⑴是在沒 〆 (一 f + ff ， 

f 一 4 的闸函数.即 <KO, 9( 幻 " K^) 5 /C^) 

考虑函数 

■ 

GO) — {— ■— -L — X t (\ + D ， (0O))}cos^0O )， （ 8) 

( 1 —〆 J 

因为 y ( ⑴是 中⑻ 的闸函数，因而 

G(x-) < 0, G(r a ) - 0 ，氏 = 0U )， 

即 GM 在 ^ 达到极大值，由极大值原理， 

VGM - 0* AGU.) <0. (9) 

注意 p — dn0 .有 

_ 

*= cos8 * ■ 

Ad ^ At/ 4- —? * V& 

cos d cos 2 8 

— —U 咖 + O + sind 1v0 p f C 10 ) 

co^O cos 3 0 

Aco^d = 2 ( sin 2 6 — cos 3 ^) | V0 l a — 2 sin 6co^6A6 

_ 2 又】 sin0( sin 6 -h a — 2 ! Vd \ 2 cos 2 6 m 

(9) 可写成 

又 1 [(]十 0*)0( _ 2 sin 6 cos0 ) H- ay f co^$^\$ ilk 
2 ^^if -h — ^ t ^ a ( y ,T l V 5 j 3 H - y r A 6 ) cos 2 8 

— 2l i a 1i y , { — 2sindcosd}\Vd\ A — 々 （1 十 a^)Acos J 0 < 0. 

将 （ 10) 诸式代人上两式，并应用 

及 m — l x \ Vy' A H - Ric ( V 。， ▽没） 

^ — Jli 1V 1 2 =■= — A| cos ^6 I V^l 1 

可得，在 h 点 

1 XUCl -h «*y)( —2sin^) + a.yco^y - 2ifcos 3 0(l 

2 
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+ aj) — 1 ct B y^)y ，r cos A 9 一 eos0( + a 4 ) 

+ sin(9oo$0(1 Hr 成 ‘ 少 ）]〆 + lta A - 4cos5sin0(t + )y x 
— 01 - \r L sim9( siniy -{* "(1 4~ ) cos ^0 ] 0 9 

消去 AM ,， 由上式得到 

1 2(1 + 十〜 y — (1 + L sin 6^)1 

— a^co& 2 dy t2 + cos 9 sin6>( 1 4 - ff s y)V’ 

2 r 


+ cos(9{ sin 沒十 a^)y r — (1 十 «*^)y^cos 2 0 ^ 0 # 

因此在 a 点 

y — stn0 ^ 一 ( — cos Q sin (9 十丄 -^^-— cqs d\y r 

- \ 2 2 l -h a R y / 

. J 

+』-cos 2 dy f \ 

2 

因为丨 ylSU 0<從*<：1， ! ^5 y sin ^, l a ^ Jf > 0* 

a A + sia ^ > a^y sin 8 + sirt g > smd 

t + I + U 〆 ’ 

所以 

<p(0 fl ) M y(0.) < sin^g — cos 氏 sin 0*〆 （扎 ） + lcos 2 (^y"(0 。）， 

2 


引理证毕. 

定理 （ P . Li - Yau ). 设 Af 是带边界的紧致 Riemann 流形， 
Ric ( M ) >0, 9 M ^ 0. 设 dW 是凸的（即它对外法线方向而 
言的第二基本形是正的） ，则 Neumann 条件的第一特征值取满 


足 






2 於 



其中 d 为 M 的直径， 

证明：如同上面一样，取规格化的第一特征函数 *, 




1 «up« iniu 






鬌 
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考虑函数 


GM 


(1 



!^l a 






GOO 是光滑到边界的函数.对 GO ) 应用极大值原理.设 G ( h ) 


supGOO . 那么 h 可有两种情况 * 如果 M 


dM 7 那么 


和定理（关于 D 的证明完全一样，可得（令 s 


0 ) 


(1 


u)iu + 



再逐字重复定理证明，即有 


3|1 > 


_ 

Id 2 


因此剩下的问题是排除3从的可能性.设达到 


GOO 的极大值. 取心附 近的局部标架 


» 


» f •) ，使 


a 

dv 


则因为 G 0 O 极大 


do 

dv 






o 



-“)u 




U)t4 n 


(1 



uW + 恭 + uy 


>0, 


即 




2 屮… O ) > o . 


由 Hession 及第二基本形的定义， 




片(〜， r )(«) 


r — C V Sj ^*)« 


― 


〜〜《(▽'■ e f )u 


(▽… ) T « 

« - 1 

S <▽#， 




為" 〜， 


所以 


fl - 


y 叫 /n 


冊 _ 

S > 0 。 


• • 

**! 
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这和相矛盾，除非但此时 GU S ) — 0, m 

而 GOOeO , 即 VK ^ O . 这是不可能的.定理证毕， 

下面将去掉 Rk ( M ) >0的条件，用梯度估计得到的一个结 

果是 


定理 （ P. U-Y 初） . 设 M 是紧 Riemann 流形， 9M - 
Ric(A/) > 一 （ia — 1)/C (K> 0 )，则 

_ 

，、 e 叩 { —[1 十 〔1 + 4 (n — 


其中的直径. 

证明： 取规格化的第一特征函数》*设 
1 = sup« s 取 #>1»考虑 


0, 


取极大点 xj M ， 


G(x) 








(〆 




则 VGU ) - 0, AGC ^ ( )<0 


cox〆 


w ) 


iv«i 


得 


由 


△G * ( 彳 — + 2V G * — w) 1 + 一 "） 3 A [Vw 

_ 

所以在 h 点有 

0 ^ ^ \^ 7 u | a — GA 〔 〆 — 


B 2 ^ u 2 if + — 20 [(ff — »)( — A “) 十 1 V «| J 3 

= 2^« f ? 4 - l ^ u ^ Au^i + 2 K [ cQVu y Vu ) 

— 2 G [ k x u(ti - «) + | V «1 a ] ? 

即 — l Vtf l 3 — C fl — 1 )^1 i 2 ~ G[ii 杯 ~ 

十 IvH 3 ] 4 

在 A 选取局部标架 3 便 — o c * ， 2 ，…， n ) y u , — lv « l , 
则 《1#0 ( 否则 ivd _ 0,則 GM -= GU ) 这是不可能 

的）•由▽<?〔々）一0,有 

f _ \ vu \ 2 

卜- (11) 
Wi — 0, 


* « 

注意到芝 > 



» 1 9-9 • 



fi 


■ 

十叫 ) 


A 


LW + 咖 u 十 






2 (« 


O 


n 


iV , 


( 12 ) 


所以 


S u h 


(怎 i + (好 一 1 1 1 1 ~ XiG — ®i) 




+ ^ 


0, 


以 （U)，（12) 代人上式，得 

1 | v«p 


XV 


2(» 


0 (〆 


«) J 


0 


U 十 U — l)K)}Vu \ 2 




/? 


( 13 ) 


u 


如令 ot 


u 


/? 


u 


，则 


J ? 一 K ^ — 1 


(13) 式可写成 


2 (n 


1) 


G 3 ( J( ) 


i 1 






〔！■ + (» 


l)/OG(x 。） 


n 


hGixt)^ ^ 0 


将上式看成关于 G ( x ,) 的二次式，易知 


GU ,) < 4(» 



太 + (n 


1) 尺 



I 


$ 


4 C « 








n 


1)^ 


因此， 


| v«l < [4(» — 1)( + («- 


«)， 


其中 $ sup« — 1 * 在 M 上以极小测地线 T 连接 a 




0， m ( x 0 




& up » 




u 那么 
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4〔 R — 1 料、 - -h (fl — i) 欠 )] 


所以 



取沁 ，使 



极大，即得定理的证明. 



^ 5 . 离阶特征值的估计 

现在我们转向高阶特征值的研究.从中域的 Dirichlet 

问题开始. ' 

设心是及”中的有界域，考虑 Dirichlet 边界条怦的特征值问 
题 



利用热梭函数和 Tauber 型定理， H. Wey] 于1912年首先证明 
了渐近式 

A （卜①)， 

其中 C rt 一 a^y/(^) V \ 叫 -‘ = Area(5-0. 

在此基础上 ，Pol y a (I960) 提出了著名的猜想：对于任意々， 

h > C -(~ ^ V = Vo1 ^). 

Polya 本人在 》=2 时，证明了对一些特殊的平面 K 域猜想成立. 
1930年， E. Lieb 证明存在较 C« 为小的常数 C K 9 X k > 己(音) ' 

关于这一问题的最新结果是 

定理 （Li-Y 抑)， 紂于任何々，有 
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n 


i k 


2\V 




系，因为 ^ 


4 «. # 


S IjJ ， 所以 


1々^ 


nC 


n 


n 



2 



s 


为了记明定理 * 首先需要以下引理. 

引理.如/: — 心满足：1° 0 < / ^ M 5 2 


O 


ft 


心此处 M 0 M , 为两个正常数，则 


rt 


k 


A 


fMdz < ^^ V +J 


fl 



2 


n 


A 




证明：选择尺 





M 


2 


令 


K 方） 


| A / i ^ ] ^ I <C 

to, 1*1 会 


自然有 f Ut 3 ^ U )^ 


M 」. 同时 


( ki a 


RIXfOO 


K 幻) 


所以 


( Ul a 

( U ! 2 


祀 ）（/ U ) 


MO ^ 0, U 1 < 


RDfW) > 0 > r , 7 



0 


} R n 


au )- soo )< 


JR 


n 


\^\Kf 


g ) 


^ 彻 — L ， 1 叫， I ” 





所以 






M t RiVo\{BiR^) 


M 


n 




a 


» 


f {^ < R n 0 


tQ 


n- 


J 9 


/WI s 




_ 1 



a r 舟。 • 

由 況叫 ,- 1 ar j ^ r s ^dr 

j 

决定、解得 b + ? y ' 代人上式即得引理的 

\ M ' w 0 _i ^ 

• • 

证明. 

现在回到 Li - Yau 定理的证明 • 

设{屯}1是相应于 Ud 的正交特征函数-令 

k 

®( jf , — 和 （*) 必乂少）， 

# ■ 1 

记中（怎， y ) 对 J 的 Fourier 变换为由（方，30,艮 P 

n 

必 U ， y)0 \ a <K : t, y)e is ' w dx^ 


由 Planchel 公式 

5 作 ，…. 叫 jmw ， 


所以，一方面 

((i <P( ^,y) Vdzdy ^ j ( ❿（文， y)dxdy 

J fi B ) R n W 

( 如 （ r ， y)drdy 

J QxQ 


另一方面 


s 




㈤ 


a 


4 >( 3 c „ y)^ K ^dx 


dy 


L ㈤ 


O 


冶 C 尤， y ) 


dx 


dy . 


因为 f 




r/ 




少 ( r ， y ) 他，是 U (£0 


L 2 {Q) 中由 { 扣 


^ 张成的子空间的投影变换，所以 

11/10 \\ T 1 \\\ 


即 



同时，由 Fourier 变换熟知性质 

"少 )(6 = 〜冶“， y )， 

由 Planohd 公式 f 丨 | s | J S <P l J (^, y )dydz 

JR n ： Q 

■= L4j7) lv — 

{ f IVx^l 3 C^^ y)dydx 

^ 少 ( 太， y)^x^(x^y)dydx ^ 

将引理应用于 

•. 

p C*) = 必 U ， y)\^y t 

其中 W = (2 rf )_" K , 而 M , - S 即得定理， 

/ = 1 

在第二节及第三节中我们看到热梭函数与 Laplace 算子的特 
征值和特征函数有着密切的关系.下面我们将给出郑绍远及 P« er 
Li 利用热核來估计流肜上髙阶特征值下界的方法， 

设 t 灼 i 是由特征函数枸成的一组正交基.相应的特征值为 
{ U ， 那么我们知道热核 HU，>s 0可表成 

>，0 = 2 W 屮/(，)• 

J 

根据热核的半群性质有 

H{x t y t r) = H (:V ， s ， y, t — s)ds 9 0 < j < /• 

因此 
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H(x^ 2/) «= \ "( r ， 方， /) Var # 


另一方面 . 

« • 

//(:，=, t) 2 £l^ = 2( f/(j： 3 z 9 i)dx 

0 / )W JM 

^ * 

— 2^ I V,f/(T, z, /) \ 2 4z 

i ^ —1 

<-2 C(j ! HU ,〜/) 丨占^怎） ' 

其中最后一式是 Sobolev 不等式， C 为 M 的 Sobolev 常数. 

因为 V0<r 有 jHOr, z， t')dz < 1 » 所以 

Jl- J J 争 *f 

z, ^i~) >(["(:，《，/)%)■. 

注意到 lhn//U，r，/) = OO, 根据以上几式我们得到 


m 


ff(x^ r, 2^) ^ 



Cr 


将上式积分，注意 h ，当； < 々时，得到 


々 d < 






Ci 


V & KM >_ 


令 2V 


2 


，上式成为 




c 


h 


Vcl ( M ), 


于是 


A 々& 


C 


k 


Vd ( M ) 



«• 结点 （ nodal ) 集与特征值的重数 




在特征值的研究中，极小极大原理有着基本的重要性.在前 
面我们已经看到它对估计特征值的意义.本节将展示它的另一应 
用,这就是 Courant 结点壤定理与关于 Ri^mann 曲面特征值重 





数估计的 s. Y. Che 叫定理 I 

设 M 是紧致带边界的 Rbmann 流肜（可能_ 0), 我们 

将讨论两类特征值 问題： 

1 。 SM 一 0，此时特怔值0 — \< 

2^ QM ^ 0,边界条件为 Dinchlet 条件，0 < A, < X, < - 

定义.设/是 m 上某一椭圆型方程的解， rw 〔 M 称为， 
的结点集.幵集 M \ rw 的任一连通分支称为/的一个结点域. 


如果/是 Laplace 算子的特征函数，那么因为在每个结点域 


中 /具有相同的符号，所以 f 对任一结点域而言是满足 Dirichlct 


边界条件的第一特征函数.这样就可能将渉及第；个特征值的问 
题化为第一特征值问题讨论. 

结点集的整体结构一般十分复杂，还有待人们去研究.而研 
究其内部结构的根据是 L. Bers 关于线性椭圆型方程解的局部性 
状的结果 （Comm. Pure and Applie Math” 8(1955)473—496), 

(Lipman Bers). 设 

L 步 00 «= 2 r--« </»(^) = ^ 

dxp … dx: 

是在原点 （€ RO 附近的 C# 系数的椭圆型方程 . 小 00 是它的 
解.必在原点的零点重数为则在原点附近 

中 00 — f w O) + CHU| W+ *)， 0 < e < 1, 


其中心00是阶为 N 的齐次多项式.满足 







将此结果用于 Riemaim 流形特征函数的结点集.由 N- 
Aroaszaia 关于 Riematm 流形上二阶楠圆型方程的唯一性定理, 


任何非零特征函数其零点均是有限阶的，如/^厂 1 (0)，采用户点 

的正规坐标，则在/>点附近，/(幻可以表示成 

_ 


/W 




^00 + 0CU 


其中心是阶为 N 的球调和多项式，即满足 

1 h ⑽ 


_ t 3 f * 



的 N 次多项式，不仅如此，尚可进一步证明 ，在/> 点附近，存在一 4 
微分同胚少，使 

fW =* 

利用这些准备， s. Y t Cheng 证明了以下笑于结点集的局部性状 
定理； 

定理 （S. Y. Cheng). 设 M 是》维 Riemann 流形，如 

Mcim )， 满足 ca + ao ))/ = o , AeCT ( M )， 则除去一低维 
(dim - 1) 闭集外， r l (0) 组成《 — 1维 C M - 流形* 

证明：用归纳法，1是明显的.设定理对《 — 1维正确， 
现在考虑〃维情况，由上已知就局部而言 /^( O ) 其中 

“〜 " 表 ci 微分同胚 . 如果 prw 显然是 f — (« — 
1) 维流形. 

如果 U 则由心的齐次性 

以⑻ m > 0,〜1产 1 00 — 0}. 

但熟知 …是 的特征函数，当 况 > i 时，心非 ^^的 
第一特征函数，它在上必有零点 ， 因此 P ^( o ) 以原点为奇 
点，根据归纳法， V(0) 除去一低维闭集 J(dimA < » _ I) 处 
是光滑的，即 no ^-^ A ) - M, 是《 — 1维流形（其中0> 
是上文所述的微分同胚）.下证 M。 是 C™ 的. 

设 yj M。， 則 KjO — 0, ,利用上述同样的论证于 

y* 的局部，则在 h 的附近，/00〜 fvu)， 其中 JV 是 AT 次球调 
和函数. 

下证 .v' = l, 如杲 Y ：> U 那么前面已经证明，0是 Ff(0) 
的奇点，而在 y 附近 M, 与 PJV(O) 是 C 1 - 微分同胚，因而 y 也是 
的奇点 s 导致矛盾. 

因此 V = 1，但因 fix ') 〜 Pr/O), 所以 df \ y a ^ 0, M t 在 y, 
局部是的.证毕. 

系.如 M 是紧致的 Riemami 曲面. f 是任一特征函数，则 f 
的结点集具有以下 性质： 

1°结点集由有限彔 C^immersed circus 组成（所谓 C a - 
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immersed drc]e 指 < P ( S 4 )， 其中 M 是漫人）， 

2° 结点线上的临界点是孤立的. 1 

3°当结点线相交时，它们是周角的分角线. 

证明 ：只要 注意到，当结点线相交时，在交点附近与 P 中球调 
和多项式的结点集是-微分同胚.如果是 P 上的球 
调和多项式，令 a +彳二 Ty， 贝 [J 是 Red 和 Im^ 

的实线性组合，则上是 cosNd 与的线性组合.其 
零点将 々均 分成 2 W 等分.而 - {^ U > 

0}, 因此 f ^(0) 由通过0点的 2 W 条等分周角的直线组成.在 

指数映射下，这些直线映成等角的基点出发的测地线. 

下®证明 Courant 的结点域定理. 

定理.设 M 是紧致的 C ™ 流形， I 表其第 * 个特征值, 
则 

1°如杲# 0 ， 则 X /的结点域的个数< L 
2°如果 — 0，则1的结点域个数4; + I . 

证明： 只考虑 0 M 尹0的情况，而 = 0的情况完全 
类似.设也是 M 的第I个特征函数，又设^，^，-…，公^+是 
i * i 的结点域 ，定义 C; < 0 

，: f 和，在 A 中， 

OK = ^ 

10，在 A 外. 

因 di m { d ，…，必 n > ，…，也，可以找到不全为零的 

实数 〜，"•， 〜满足 

A 

= S a M X(^i* …， H 

^ = i 

根据极小极大原理， 
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根 据前面的定理，除去一低维点集外，和的结点集由 《 — 1维 

流形组成，因此由 Stokes 公式 


所以 





—△扣也 - 一 




因此，令是的.并满足 + 如果结点域多于 i _ 个， 

则因 4 >\ a t+l ~ 0,可得^ = 0在 M 上 s 得到矛釋 • 

系 . 1°当时，第一特征函数茌 M 中不改变符号, 


即也的 结点域的个数=1;而也丄也，也在 M 中必改变符号 • 所 
以扣的结点数=2, 


2。当 dM = 0 时，因 — 0* 必改变符号 s 因此，也的 


姑点域的个数= 2, 

因为对 Riemann 面而言，其结点集的结构相对比 较简单 ，根 
据 Courant 结点域定理，可以获得关于特征值重数的信息，为此， 
我们首先需要以下拓扑引理： 

引理.设 M 是紧致 Riemami 曲面，其亏格为 L — M(1 

名？ + h1) 是 M 上的 C 闭曲线.并且少, <9)0 
和 (P )，★ I仅由有限个点组成，则 M\My) U … U 如州 (少） 
哐少是£ + 1连通的. 

证明： 从以下的证明过程可见， H 需证 * = 1的情况即可，即 
要证 mVMS 1 ) U … - U ^+ iC ^ 1 ) 不是单连通的 ■ 

M 的亏格数为 h 熟知 dimH ( M , Z ) =^ 2 g , 因此存在不全为 
零的~ € Z (/ = 1，， ■ ， t + 1 ) 使咖〜0，无妨假定 
0,根据假定，存在 Jt 0 e 使也在€5 1 的局部是 c 1 - 
微分同胚*同时 ^ MSOU -' U ^+ iCS 1 ). 在 M 上作 过心与 
也 相垂直(在的，同时与 < MP ) U … u 、 + i (々) 不相交的 d 
曲线 a ， 即 a :(— 1, 1) — M ， 使 
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« K _ 如门 （也 (的 U … Uh + M 1 )) 

=( cf ( O )} *= { x a ) t 

如果是单连通的，那么可以找到 a 

曲线卢 ：[ —1， 1] — M \ 4 >x (5 1 ) U … ■ U 必使 — 1) = 

■ 

^(O ^ «(!). 连接 « ll - lya.wlj U ^|[- i,ii 就得到一条在 

々与 令乂 S ” 正交，除 r •外全在 AAA ( P ) U … LU + t ( W 内的 
闭曲线.在曲线 ♦乂 S 1 ) 点 r , 的邻域都如法炮制.这样我们就得 
到一个单 O 映射 

必 ：（一1,1) X 沪― MVM 夕也 f +1 ( y )， 

ImagrC 4-)0 也 U l ) C 也( V )上 x 。 的某邻域， 

取非负函数 / 6 — 1 ,1))，使 j /(/) dt —丨 ，则 w =- 

J —go 

/(() 山是(一 U 1) X 5 1 上的闭肜式. 少 是单， C 1 映射 ，，⑺ 是 M 
上闭形式，因为 2» i # 〜0,所以- 0. 但是 

(U 〜和 ) —j ^ /(/) dt 7^ 0, 

得到矛盾. 卜、 

现在我们已经可以证明本节主要结果. 

定理 （ S , V \ Cheng , Comment , Math , Melvetici ^ SI (.1976)， 

43-55). 设 A / 是紧致的 Riemanu 曲面，亏格数为*，则第；个 
特征值 A / 的重数 m , 满足 

叫 < {2 g 4- i -4- l )(2 f + / + 2 乂 

2 

证明： 任取一个固定的相应于 L 的特征函数如，设 r a € 扣 
的结点集，则我们断言扣在 A 的零阶数< U +夂 

由关于结点集的结构知，如 A 的零阶数= t 的话，则从 A 出 
发有々条结点线，因此如 々>2 f +;_，则由引理， AA + r \ t >) 至少 
是 *‘ + 1连通的，再由 C 0 aranf 定理， M \ 4 > rW 至多是 i 连通 

的，此为矛盾 

下面证明定理.为简明起见，看 J 的情形_其它的〖的 
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诬 明完全一样. 

任敢令 M 在 P 点的正规坐标为 r ， y , 令1的特征空 

间为_ {<p [ A<p = — 令 JV — A - (2 f + 3)(2^ 4- 2). 考 

2 

虑映射 V t ~* R N 如下 ： 

V 一 UH 屯 (?)» •* 0 < h h + 2* 

\ ax p ^ox v * / 

如果 diml’t «» > iV 的话，则 kerr 辞 0 ，即存在 <p € ker 7\ 使 

V 在 P 点的零阶数 > 2 g + 1，因而与前面断言矛盾.因此 

£ v » ~(2^ + 2)(2^ + 3). 定理 i 正毕， 

2 

注： i ) 在以上的研究中，如果注意到特征函数史，满足 = 
一 ^冲，爾而史("，^^(/^^^…并非独立，而是有一线性关 

dx 1 dy 2 

系.因扰， 

\ dx^dy ^ U } " ) 

仅落在的低维子空间中，根据这一观察， G . Besson 将《〗的 
估计改进为 

叫 < 4 f H - 2/ -h U 
(^ Ann . Jnst . Fourier. Grenoble t 30( 1980) .) 

2) 如果友-0，即对同胚于5%则 m t d , 对于 Y 的标准 
度董， Cheng 的估计正好达到. 

5 7_ 关于相邻两特征值之楚 

高阶特征值估计的一个侧衙是给出相邻两特征值之差的尽可 
能猜确的估计.这一方面我们将限于提及两个结果， 一 是早在 

19 S 6 年由 Payne-Potya Weinberger 给出的上界， 一 是新近由 B . 
W an g 及 S . T，Yau 给出的下界. 

定理 （ Payne - Po [ ya-Weinberger )• 设£? 是尺 v 中有界区域，1痛 

是的第々个恃征值 （ Dmchk 条件），则下述估计成立， 


Mn ^ 






+1 




f = J 

~ r 


证明：根据极小极大原理，如 果〜是 相应于 A , 的满足 Diric - 


Met 边界条件的特征函数 3 则 




in £ 


! v ^! 3 






1 * 






不失一般性,我们可以假定 \ 是正交规格化的，即 


tutii 



现在我们来选取适当的试测函数任意固定 i(l <|'<々）， 


取一待 定函数 g s 令 




gUi 


2 a ^i U i> 


显然 <Pi I 




0 . 条件 屮瓜 




0 给出 


gtuw 




UjU t 




gu x u f — a ie 


所以叫一 








l 


g^9i 


L? 






g^i<Pi 


ji ▽屮丫 


j *?,△<?/， 


△朽 


A 犮 + 2 Vg - *+- g£^Ui 




2 Vg - V ^/ 


L 偶 + 5j h a h u i ， 


所以 


\Vq>A 2 






* vuj ^ <pi + lA gu 冲 


其中 


s 


2l^V^ * V«i 


2 S 1 SVg * 从 iVtii 


H 2 


4 . •_ 




S l ' Vg 






2 


j 





1 ▽犮 


2 丄卜； — 2 X 『\ 邮 a 怒， 

^ 2 J • i - 


木 


|v<p,l a 


S ! 


fp ,7^ Ag ) H - 


■ _ 


2 


2 j w 




21 d " 1 议 i 鉍 As + S M gu ^ i 


j«■ ^4 - 2 % j «;'加 + 含 S j w 厶 〆 


yy 、 ( t^Ag 七 s x i 


Sti^s 


S \ u ' i ▽交” + S 


< S N Iv ^ l 5 + 


< p $ 


囡为 Vi ， h +l l 9? < IV ^ il % 所以 


SU | V £ i J 


儿 * 


+1 


h 


S 卜 i 


IV 


取发 


tM 


gaW ^= XI — Is 则 S 满足 


*= 


Af 


0 ， \Vg\ 


于是 


SH 


lfc +1 


1* € 


k 


s 

4 




S A 


. i 


Hf 


:. H 


• K 


•MS • 



其中列 • — 〜，由 （* ) 式 






I 


S . ▽中） 


-gU(2>D 


对 J 


(^•办）€01进行平均_取规格化的积分\ N —do 

^ s 


，则由 Schwarz 不等式 


2专冲< 


o ^ r (!^ 


1/2 


得到 


k 

2 


5 ^) 


< 





i/i 


利用熟知的事实 I ^ 

_. 5 1 

-辨“ 


a 


N 



s N 


du 

dx 


i » j , t ^ 

sU 於丫 


V « i ] 


N 


S 又 



n ' 

N 


所以 


fe 


4 N 




因为 VM 沪 -、 U 々 +l — 

j o 


所以 


(又廣 


+J 


“) sy jW ->«i 


所以 


欠一 Si / 


4 


< 


k 

_ _ m • ■ 


N Uh 


o . 
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即 “+_ — ^ ~ S 又，. 

现在考虑两特征根之差的下界. 

定 a . 设 c 是以中有界光滑凸域， i , 为问题 
的第一和第二特征值 



则 L — 其中 d 为 J 3 的直径. 

Aar 


\ 


首先证明引理， 

引理.设的为 （*) 的第一和第二特征函数，则叫 U ) > 0, 


Vr 各。， A 光滑到边界 • 

Wi 

证明： aOO > 0, Vjt € B 是 Courant 定理的结果. 

&充分小的开集 u 上，选择局部坐标（4，^… a )， 使得 t/n 

aa 一 o }， 由于在 g 內七>0,而在乃公上 k 三儿由 

. . •.. 

Hopt ⑴理，有& <0，在90上，又〜光滑到上，所以它是 

Ox 

UC \ Q 上的光滑函数.由 Malgran 代定理和^ _ 0,我 H 有 

dx ^ ^ 

■ 

«1 gi^v 

在局部成立 * 其中&在上光滑且 &钤 0. 

• I 

另外，在 0 J 3 上 t / ? s 0•由 Malgrange 定理 

«3 ^ i ^ j > 

_ 

其中幻# 0,且在 un 右上心和乂为光滑的.显然 

- ： 

ih = 

gx 

必在 i 2 f ] U 光滑. 

现在证明定理•令〃=力，通过简 单计筧 我们有 

“I 

^ -一 Xv — 2{V^ r V ipg «i) > 


1.49 



其中 1 


^7 


h > o -令 g ：D 


R 为 


G 


I + i ( 芦 —— f* > svp^. 


则 G 是 D 上的光滑函数.因此必在 取得其极大值，断言 

G ^ sup 足（户 一 

首^设我们选取 /?• 中的局部正交标架{6， 


* .* » 


/_}，使得 A 为外法线，并记为 A 


a 


&Q 


dx / 


dG 


零 


( h ) 


s 

_ 








n 


H- 2 5j 




t ^)>0 


考虑 Ap 


Xp 


2(V 


▽ log Wl ) ，其 中心和 f 都光滑到 


边界.因而在 afl 上取有艰值，所以 


(V 


▽ log 叫） 


u x 


2< i ^« 


取有限值_而在3必上叫50, 所以 （〜乂 = 0(在3公上）（2< 


_ 

i < n \ 因此丄有限•由 Hopf 引理 

«1 Oxt 

隹 o , 所以 nUa e ' o . 因此 


# 0,而 “lido 


do 

d^t 




C ^ o ) 


Gw > 0 , 


由 r " 中第二基本形的定义 


it 


«Vi 


y ] & ^ ^ , 


苠中 为30 的第二基本张量.所以 


U 0 ) 

\jX 1 


R 


^ y ] 


••••<•• 


因为幻是凸的 ，所以 〜U = o ,2< y < 〜即 vKa ) 

G(x) < GC^tt) = lv^l 3 l* 0 + J-Cf* ^ 


* 因此 


I 4 ff * 



其次设〜则鉍 h 有 




vc?u a - o, 

△ GUO , 


n 


■M 






S 2( r i p i 


2 X (/* 




« 


ft 




Q>AG 


r= 


2 % 


S 4 + S 2 鉍帅 



rt n 

+ 2i 21 W 一 21(^4 — «0 S Pii^ 

i = \ iMzi 

将〃满足的方程代人/ 

f n 

C ^ AC =. 2 S ^ + — 

^ if^l 



+ {4 X(jU — ^)( V ^ * V log « i )} 

— {4( W ) - [▽(▽“* Vlog » i)]} f 

若 ▽“(>,) = 0,则 O *) 成立，若 vKa ) # 0, 我们可取局部正交 

标架，使得 A ) 尹 0 S 〜(々） =* 0, 2 4 f < H ， 则 

• ■ 

泛 u (;〕 = lift — tf) y 

■ 

〜 Oa) = o, 2 < i < 


因此 0 > A (? ^ < 2 t /, } + 2 X (/* — p^)p > 

1 ^ f >) J 

— (4^1( log« 、） ii}* 

根据 Brascamp 和 Liep 的结果 是凹函数 ，因而 （logiOu 
( x b XG ， 因此 


或 


2 4 — *o 农 } 




<0, 


+ iV ( f * 一 《0} U < o , 


M- 


'A 


•147, 



将^砣 Cr,〕 的表达式代人，得 




t /( x 0 )) 6 OCV^C^t) ^ 0 v ( xt ) < sup 於) 


这是不可能的，所以 v〃(A)~o, 即 

GOO S supitp * 


I 




即 


\ yv \ 2 ^ A { sup(^i — 


(产 


O a l 


特别 


\ 1 2 ^ l {( supf ^ 


inf^y 


( sup " 


V 


) 2 }， 


因 it 



1 > 


IvW 


(supr 


inf^y 




isupp 


妒） 


在 5 中找两点 A 和办 ，使 r (^ a ) = infr ^(^ t ) — supp, 直线 
连痠 A , 1，则拖线段落在 D 中，沿 此线# 分得 


2 




其中为直径，则 i > 




Ad 2 


. 证毕 


8 * 与曲面有关的持征值问鼷 


本节将集中讨论与曲面有关的特征值 问题. 特征值问题的总 
目标是通过尽可能 P 月确的几何量，例如流形的体积 VoUM)， 直径 
diam(M) ，以及有关的曲率暈衆给出特征值的上界和下界的估计. 
从 Polya 猜想可以看出，就中情况，结沦似乎应为 


(VoI(M) 严. 

在曲面的情況下0 ™ 2), h 〜其中 ^ CM ) = Area ( M ). 

A { M ) 

r 、• 

历史上第一次给出这方面肯定结果的是 Szego , 他证明，如杲 
是一单连通的有界域，则对满足 Neumann 边界条件的第 
•-特征值巩有估计/ 


• H 44- 



产 1 ^ 


_c _ 

A ( D )' 



其中 f ： 是与 Bessel 函数第一个零点有关的常数，并且等号成立当 
且仅当 D =圆盘. 

Szeg 5 的上述结果，1965年由 Weinberger ( Jou , Ma ^ h . atrd 
M ^ ch ., 1965) 推广到高维的 情形： 如果是一单连通的有 
界域，则 G 的 Ncumaim 边界条件的第一特征值具有上界 



芦 I < 


C 


VoiiSty 


其中等号当且仅当为球时成立， C 由球的体积值决定. 

将 Ss . egb 的方法推广到2-续紧致曲面 5* 的是 Hmch ( C . 
R r A , S ., 270(1974)), 

定理 （ Hersch ). 对沪的任何度量，其第一特征值有估计 

1〆 8 苽 
A，< 


其中是对所给度量而言的面积. 

如果将 P 在标准度量下的面积记作则 A a { S ^) - 
4 ir , 熟知此时 V 的第一特征值为2,上式也可以写作 

X^iS 2 ) ^ Ai(staadard)^ n (5 3 ). 

Urakawa { J . Math . Soc , Japan 9 31(1979)，209 1 — 226) 指出， 

Hersch 的结果直接推广到紧致髙维流形是不成立的，即不能指望 

i . VoKM )^ < C , 

Ifj 其中常数 C 仅依赖于 ft . 它必须依赖于流形 M 的其它几何量 
(参见前节中 Cheng 的定理）. 

S 3 是亏格 0 的 Riemaan 曲面，对于亏格 S > 0 的紧致 
Riemann 曲面相应于 Hcrsctt 定理的结果由 P , Yang - S . T. 

Yau 给出： 

定理 CP . Yaag - S . T , Yau ) [ Ann . Scuola . Norm ， Sup . pisa t 

7(1980)]. 设是亏格为 S 的紧致 Riemaiin 曲面，则 对心的 
任何度置而言，都有 


_ ♦ 



J 〆 Sjt ( 1 + 纟） 

其中是对给定度量而言. 

为了研究这些问题， P ， Li - S . T . Yau 提出了共形体积的概 

念，下文将表明，这一槪念不仅与第一特征值的估计有关，还与关 
于超曲面的 Wiilmore 猜想及极小曲面等有关. 

本节将顺序讨论 Ssjego - Wemhierger 定理， Hersch 定理， P . 

Yang ^ S . T . Yau 定理以及共形体积等有关间题. 

一、 Szego 定理与 Weinberger 定理. 

为了叙述并证明 Szego 定理，我们首先回顾一下 K 3 中单位圆 


盘 D — ( UI < U 的特征值问题 （ Neumami 条件 ）， 对妒而言，其 
Laplace 算子 A 泛 ,如果用极坐标 （ f ，0) 表达则为 


A 



d 2 X d 

dr 、 r dr 



1 i 3 

■ • ■ ■ 

dO 2 ■ 


欲求 A 的第一特征值和特征函数，通常采用分离变量法， 令 u 一 
K ( r ) cos ~ 或 u = R ( r ) dnd 为第一特征函数，特征 值为; U ， 则由 
A « = ~liU 而得 


3 十 + b 一十 > = 0 - 


经过变量替换， J ^ r / x /万） 满足的方程是 Bessel 方程 


1 







d 

dr 




因此， Rir/^/h ) = MO, 尺（”） = M\/i7r )， 其中 Mr) 为通 
常的 Bessel 函数 • 

如果我们要求的是满足 Neumann 条件的第一特征函数，则 
条件 -0 等价于= 0,即/; (717) - 0,因此 

Or ， r— 1 dr — 1 


是 /；( r ) 的第一个零点.根据 Bessei 函数的理论，它的数 
值(以下记为 f )^- l *84 L 2 fr 总之，对 D 的第一特征值问题而言 


• 150 



CNeumann 条件），我 455 以找到两个 _ 立的特征 函数： 

7 i ( V^i r ) co $&^ Jt (\/^ r ) sin 0* 

而第一特征值 

(1-8412) 2 . 

下述 定理觅 G. Szego, J. Rat. Math. 3(1954), 343 

356. 


定速 ( Szego ). 设公是 R a 中的单连通有界区域，则它的第一 
特征值 ^( Neumann 条件）满足 


其中矣占 1.8412, A ( Q ) =» Arca ( fi ). 


注：当 X 3 _单位圆盘时,这一估计是最佳的. 
强明：由极小极大感理 



因此我们欲寻求尽可能接近第一特征函数的检测函数，以给出 A 
的上界 * 令 Kr ') » 则由前所述 g t ■= /( r ) cos 0 T g 2 — 

f ( r ) sijid 是单位圆盘 Z > 的第一特征函数 （Neumann 条件） ，因 

此，满足 


dg * 

■ ■ 

dr 



蕴含 


D 


gi 



根据 Ricmann 映照定理，存往——的全纯映射 F •• 旮 —D 9 

令 ^ «=- gi^F ^ < p 2 ™ g 2 oF m 因映照是探角的，3公的 

法线方向变成 3 D 的法线方向.因为 ~ G ， 所以 |如雄 

dij t ⑽ J 众 

Q — ，但熟知的 Dirichlet 积分是共形不变的.因而 

j^CIVqPirH-lv^l 3 ) - j^lVg.1" 4- WsA 3 
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另一方面， 


it 


"= f (於 0 F) 2 

t 



(g^py 


D 


Hr) 


dw 

da 


2 


rdddr 


fir) 


h ^! 


3 


d$dr , 


其中 


(=) 是全纯映射 F^：D 


卩，令 


Gtr) 


du/ 


di 2 


2 


仞， 


则因为 ( 


7 r 



d 

,k • 

dr 


) Gir) 


d 2 


dzda 


G(r) 


d 2 


Jd 


dzdi 


dw[ l 

I 

l 


de 



d 

I — 


de>a 


由此可得 <?( r ) 是增函数.于是，当时， 


r 


Gii)t dt 


1 


l 


0 


G{xr )xdx ^ r 2 l tGCOdt 
o Jo 


因此， 


^ 尸 C r ) r G{r)dr — [ f(r)d (j/G 〔 t) 山 


>V 0 ) l ^GCr) dt 

0 


L [/ a ( r )] V 2 \^ G{Odt 


L 


^ rGiOd£ 


o 


尸⑴ 




l^fir^rdr - J] ^ 

f(^r)rdr * Area(J3) 


du> 


2 


rdrd9 




尸 UWy 


所以 


^ HI* 





JUi ^ 



+ lv^| a 



上 (j D f(r)) 我 。） AiQ ^ 


式中用到 Hr) > 0 ( 当 0 <r < 1 时）这是因为 ， a 1 是 Hr) 
的第一个正零点 . 


注1:利用同样的方法可以推广这个定理到具非正曲率的带 

■ 

边的紧致曲面上，即有：对单连通的紧致曲面(带有边界）如果 
其曲率非正，则其第一特征值 （Ncumami 条件)满足 


其中 f 〜 L8412 为 Mr ) 的第一个零点 . （觅 ？. U-Y.u 的文 
章 •） 

注2:对于 R 3 中有界单连逋哇域 O 髙阶特征值，有 Polya 猜 
测： ， 


对 Dirichl^c 


条件而言， 





Area(iJ) 



对 Neumaun 条件而言 ，有 



■■ ■ ■ ™i"b — 

Area(£f) 


其中特征信電数计算在内，见 S. T，Yau, Problem Section, 

Seminar on Differential Geometry, 


在往下讨论以前，我们首先叙述 r n 中单位球^4 < i}m 


特征值问题 (NeumaDii 条件），我们要找的特征函数具 q >( r ) ^ 

r 

形式，由 ■. 
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r 


A 


(中⑺ f ) 


\ 



Ag> ^ — *+- ZV<p ^ + <pA — 


经过直接验算 


▽ <p ■ V 


Xi 


0 


△ A - 


(N 


1) 义 


得 


ptq>{r^) — ^ Acp * ― — (^N 一 I) ~= <p y 

r 




r 


所以 


A 卩 + 



N 


<P 


0, 


即 


d^<p 
dr ) 

^CD 



N 


dr 



( P _ 


N 


<P 


0, 




(Neumann 条件 ) 


将它规格化，考虑 Bessel 型方程 


df ^ 



N 



dr 


+ 


(1 一 


N 


A 


<p 


o 


的解 /CO 设，的第一个正零点为 l 则 KM 满足方程 




dl 

dr 





N 



0 


于是 pC 心）组成丨 SM< 1} 的第一特征函数 （ Neumann 条 


件），其特征值为浐. 

如果球的半径是仏 . 那么经过一个简单的变换，即有 

• • 

I J (|- r 组成 {2^ < Ri } 的第一特征函数，特征值为 ^IRl 

- 常数 / VoV ' 

下面证明 Weinberger 对 Szego 定理的高续推广， 
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定通，设13是 H 中有界域，则满足 Neumann 条件妁特征 


值有如下估计 


fii ^ 


C 


VolC ^)^ 


其中常数 C 当 fl — 球 时达到 
证明： 由极小极大原浬， 


fii ^ iof 

io ^ 4 


o 


iv/i 


尸 


我们必须构造适当的栓验函数，以给出^的上界.取以原点为球 
心的球 A 使 Vol(^) = Vol(iJ)， 设 S 的半径为 Pl ， 根据前面的说 

明，我们有 <S 的满足 Neumann 条件的第一特征函数 


其中£满足 


dr 2 


y ( p 。） 



N 


r 


is 

dr 


十 






0. 


因为^是，的第一个正零点 *s 在 L0, 上是逮增的 


作辅助函数 


Gtr ) 


gir ) 9 r < p a . 


KPa )， 




对任何 A 考虑向量 F(^) 


V ( x ^) 


■BCB- 


r 

Sj 


Cu 0 ) 


dx 


d 


这样就定义了 Q 上的一个向量炀，当 x ° eac 时,的方向指 

向 afl 的外侧，与 aG 横截 (transversal) 相交，在这种情况下， 

关于向量場奇点的 Hopf 定理成立，因而至少存在一个内点 W 
0,使 V ( x ^) - 0,将坐标原点移到: r % 即无妨认为0,令/; 


94 


£?(，）50-1，2，一，^)，则我们有)/ 


0,因而 
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及 




¥ w i J i 


S lv /,1 




(子—贵 ? 




3 


十二 S 



G f G ， G Vxr-i x：i 
7 l 7~ ~r 

〜 +$ s (卜 

i r i 、 


vas 


G fl 


fO 




G ^ 


G ft -h — (JV 

_a % 


1 )， 


所以 


2 卜 c ?， 




J Q 


十 （况 


D -! 


G J 


】o 


考虑分子中被积函数 G 〃+ (AT 


l ) g 3 由定义，当 

r 


r < p « 


时， G { r ) 




Kr ), 此时 


d 




dr 


，+ (JV 




2 W + (W 


i ) 半 


1 


\ -■ 

) ] 


2jV f— — - 1 一 〆 一 外 i^)s + N ~ 1 g 

^ r 


十 （AT _ 1) 


L ( J ^ 




r 


piOS ) 仅 


CAT 


I ) 




I 

r 





M 


m 



^ - 2 户， ( 5 ) 此—- -" 7 —■ o / — 牙) j < o . 

r 

这里用到 • 当 r> 内时， 


记兑一 OfVS ， 则当 x^Q\D, fjf s rOO > P fl ， 固此 , 
. _ 




而 V — J 浐 + ^(pjvoicsxsj 




lo ^+^CPo)VolC5\A) > g^ t 

才卩 I J s 


因此 


G ， 



N 




£i 


G ^ 


〆 + 


N 


■ 丨 _ _ ^ 


S 1 




< 


G 


i 
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(^) 


• • 

Vo ] ⑺ 


d 




Voi (5 ) J/j 


以下讨论中，有关 5” 的共形变换群的下述事实是经常用剖 


的_ 


设 V 的共形变换群为 <；，则 G 中包含一个和 V + 1 同胚的子 


群 G tt : 令 ~ 


■ • 


X 


fl-hf 


)，定义 


y 


a 


xx f a + x ( 2 ^a 


如 7〕 


2 ax f + 


^ aa r C 


⑴ 


式中 〆 表示 J 的转置，由 Schwarz 不等式，当打< 1时， 


1 — 2ax f + aa f xx f = (1 — ax^y + aa f tx f — (ax f V > 0 , 

因此可以定义 

E.i B" +l - B ' + \ 

不难验证 

0 . +s — B ,+ l ，5* S% r 



U ， 这是因为通过计算, 


yy 1 



«^ J )( 1 ― L xx f ^ 
2 ax + aa ' xx ^ 



不汉如此， g , 作为 — B ， S ，— 还是共形的，因为有 

dydy d dxdx 

TT ^ Ty " o — 

另外，由 （1) 还可以看出，当即 ai — l ) 时，则任何 d 

都有 

.. ^ x —— 2a H- 2xa f a 1 — x ^ 2n( 1 — ax') 

y - - - - - - — es \ f «— ^ 

2 — 2 ax' 2(1 — ax') ? 

即：此时 I •将 — 彳一此 

以上共形变换群也可以通过球极投影来 得到： 对于任何 

0# 1 ，通过球极投影（以 r ^为极点）将 rf 5-^^ WfR % 对任 

U ! 

何实数~及 R - 定义了 5 ff 上的一个单参数共瑕 
变换群,这一单参数变换群定义了 y 上一个共形向量场 
【'00， 
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賢上的狐 


中存在唯一的映射将 0 — L 直观上也看得很清楚.当 《 — 
s - 时(即 /400)，PM-W —W* 

现在我们来证明 Herwh 定理. 

窆理 （Hersch 乂对于 f 的任何度量，其第一特征值有估计 


Ai 


8 tt 


证明： 对于#的任何度量心'考虑共形映射（这样的共形映 
射总是 存在 的）— (5、私）“心 r 指通常的球面度量. 
根据极/:、极大原理， 

■ 

( x 

h *= inf -A — 1 - — , 

/ \ w 


⑸是对疗而 言的.现在取 { S \ d 4) 上的坐标函数 = U 2 3 
3 （熟知它是 d 私） 上的第一特征函数 1)， 则是 


(夕，疗）上的函数. 

■ 

1°因为 y 是共形映射，而在曲面情况下，函数的 Dinchlct 积 
分是共形不变的，即 Vi 


| Yd'u 


t \Vx £ \ 2 du 


mm —i- 


J Ar 


s 



85 
3 


2° Area (5 J ) — 1 - dp - =* (^ oq ?)% 


因此,至少有 一 i , 有 


I (-r J o<p) a ^ 


Arc ^ CS 1 ) 

3 


因而，如果*选择可使 



4 oq>dp 


0,那么 
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\ \ v { x im o ( p)\^dd 

- 

I j \ 

s 


< 


8 wr 


Area(5 3 )* 


因此问题归结为 找屮使 ^ ^ o ipd P ^ 0. 任意固定共形映射 

< P 。: C 5 4 , 必） — （5%私)，再考虑本节开始所述的 （力 ，如）― 
{ S \ dsl ) 的共形变换群 G 。， 取 &ec ■，令 ip = g a -< p „ 它自然是 
C 5 3 , d ?) ( S \ dsl ) 的共形变换. 

定义映射 



r ? o ^ ff o < p (；? 




当 aes 3 时，如前所述》义上所有的点（除去 一 a 外)都映成〃，此 


时^ 〜•呻_ a、a — ( a 、 A 因而 H 可连续开拓到 5_ 


上，并且在 S " 上是恒同映射，根据初等拓扑知识，此时 H 必是满 
的，因而存在 •^使 

_ _ % 

H { a ) - (0, 0, 0), 

■" ■ . 

即 j m 0, Vi , 

定理证毕. 

5 2 是亏格 f 0 的 Riemann 面，对亏格 g 0 的闭 Ricm^nFi 
曲面 X, 相应于 Herscli 定理的结果是 JV Yang S. T. Yau 

的下述定理， 

定理 （ P . Yang-S. T. Yau). 对 X, 的任何度量其第一特征 
值满足 


i < 8^( 1 + 岌) ， - 

J Area (^)* 

■ 

这一定理可以考虑共形分支 映射化 再利用类似 
Hersch 定理的证明方法而得到.由 RiemamuRoch 定理，心上 

存在非常数的亚纯函数，具有唯一的重数不超过£ + 1的零点 * 因 

Mb 

此； 一 定是&的阶数 不逛过 S + 1的分支覆萆，这样昤 <p ft 
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—定存在的，但是利用下文将讨论的共形体积概念，这一定理还 
可以更简单地证明， 

设 （M， 以）是一紧致的二维流形 5 仏 M—S" 是一共形映 
射*设是 V的标准度量，则 

其中是定义于 M 上的非退化正函数. 

令 G 为的典形变换群 s G , go 4>： M 仍是共形 

的，记心 f 为 M 上对应于（巧辛广心^的体积元素， 

定义.相应于9>的艏的共形体积 K c («， 办）为 

■ 

F 

而 M 的共形体积则定义为 

Vein , M ) = inf V c i n i <#>)» 

其中办取遍所有 M — P 的非退化+共形映射. 

下述定理表明共形体积与第一特征值有着密切的关系，同时 
该定理 也表明 V c { n , 4>) 的定义是非平凡的. 

定理 （P. Li-S. T. Yau). 设 M 是二维紧致流形，如果存在 

M — S ” 的共形映射的话 C 此时 Vein , M) 可定义） ，则 

X,V{M) < 2V c {n, M )， 

等号成立时 M ■是 S •的 极小曲 面， 并且浸人 M ^ 5-由第一特征 
函数的子空间给出. 

证明：如同 Hcrsch 定理证明一样，设〆(》■=» 1，2, ••.，《 
+ 0是 H« +i 的坐标，则对任何从敁到 S" 的共形变換沴，存在 

_ 

e e g 使 

( 龙’。夂。0 =* 0, Vi , 

Jm 

于是， 

“与-——，——一 f 

\ <y°g 。 中 ) 2 

JM 





-■ 1 i w I 


令 ） ’Cl 


所以 


s 




1 V (? wA)P 


sa 


u 。 分 r(siw 厶） 


MtB 


2 l ( S o ^<2 V c ^^ 


另 一 方面 


r m 

s 


g 。 小） 




VolCM ), 


所以 


l ^ oKM ) <2 匕 U， 公） • 


因为匕(”， ^0 == inEF c (ff， 0)，自然有 

^F(M ) < 2V c {n, 从） • 

现在证明定理的后一断言，设 —. 〗 K c ( n ，！ lO ， 通过 


对度量作一伸缩变换，无妨设 i 

M). 

敢一串共形映射 M 

\imV c {n, <t> k ) 


,此时有 ViM ) 




Vci ^ 


V ，使 


Vc { n , A /) 


同时满足 






0»_ 


造当改变坐标顺序，无妨设 


( f >0 ， i = 1, 2, . "，况， 


0 ， i = N 十 \， 


■ » ♦ 



由 


2 V c ( n , ^ S 




« T~ I. 户 

U。 如 V = 2F(M), 

ri 

第二式是芮为假定 L _ 2,第三式是因为：1，令 A —oo, 
注意假设 Vein , M ) -以 M)， 得 

ft f 1 ^ 

2V c {ny M ) ^ lim 2] i Vx.c^^j 3 

7 T ： JJW 


， J 62 * 



—Um S 2 ( Ui。 “尸 — 

frj J w 

因而对任意固定的 *_ ， {x^,} Jt Sobolev 空间 HKM) 中的有 
界集，因而无妨设它是弱收敛的，再根据 Sobolev 空间的理论, 

是紧箅子，无妨设它在 L 2 (M) 中强收敛到 

n ^ | 

A， 氬然 ^ 1 a . e -，0 f = 0(j = N w + l), 

f — \ 

由于 V; 

j ^ ^ 2 [ (方’。办*) 2 

J M J Af 

« + 1 ■- «+l 0 

Si ^ Um y] (V 。如)、 

I M w= 

因此， w 都有 

lim ( j Vx t ^^ h \ J — 2 ( ^ ( j V^i 1% 

；Sf J J W 

:司时因为 A 如—也（弱 ），lim j j V^oc^l 2 > j I V^| a , 

3 而 iim( j V^ ,r °^ fl | a = (l V</i/| a s 

;w ) 

即在戌 （M ) 中实际上 x 广小 A 是强收敛到也，并且 2(^ = 

( iVcAH % 即如是 M 的第一特征函数并且是的 4 —( 必 

<>)，•"，如 00) 定义了 M — 浐4的共形映射，由1» = 1，得 

21 V<^/M = 2^<Af 2 — A l? 

因此（也，…，也 v ) 实为等距 （ is 叩 etry), 因而 A / 是的一个 
极小子流形， 

定理，设 A/ 1 是由浸 人办： W 1 —S " 给出的 V中的紧致极小 
曲面，则 

F(M) =々（》，去）_ 

证 明：设 — E fl 为球极投影，则充是 5- —R fl 的其形 
映射，对每一个在 R" 中的法向量，，令彳 O 是相 
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应的主曲率，熟知 


( M 艺（ 〆 -办 

■ . •- 

是共形不变量.因此，对于任何 g^coni(S n ) 都有. 

( S(w - 0 3 — 丨 S (乒？ — 卩? 

但是由 Gaus ^ Codazzi 公式（如 M 是 W 的曲面，则 Rm (K, Y ) - 

4( fp — K FP — (K — l) 

JirdiKlOinR 1 * ) RO^(M)inS n 

= 4j H J — g 4 - 4F(fo^(H)), 

再由 Gauss - Bonnet 公式尤 *== j K 識 Z ( M )， 因此有 

\ W 2 - f H 2 + ^ C ^( M )). 

由于 HM} 是 p 中极小曲面，因此 

■ 

I 

F (^( M » - ( H 1 -( 逆十 F ( g ^( M )), 

J m 0 J g 04 t^ 

所以 

VWM )) > Vg ^ 

由 Vein, 4>) 的定义，有 

VU(M)) > V c (n y 

另一方面，显然’ V c (n， 小）> FOKM 〕）， 定理证毕. 

以上两定理结合起来，可以使我们计算若干曲面的共形体积. 
系，设 M 是紧致曲面，如存在一个极小浸人和 M — 幷且 
坐标函数由第一特征函数给出，则 V c (n, M ) - VCM). 

这是因为，熟知此时 L _ %根据上面两个定浬，有 
21/(M) <2F C («,M) < 2F C («, ^ 21/(^). 

根据此系，立得 

0 VciS 2 ) - 4^, 

2) FetRP 2 ) — 6». 


* H4 * 



这是因为，对及 P 2 的标准度量而言，其第一特征空间 给出了 

的一个等度极小嵌入（文献中这一极小嵌入称为 Vero 

nesce 曲面）*而 F ( Veron ) ™ 

3) Vc { T 3 ) ^ 2 d ， 其中户是所谓方钚，在 S ^ 1 的模空间中 
由向量 （U C ) 和〔0, 1) 生成. 

这是囡为对具平坦度量的方环而言，可以通过第一特征直的 
特征函数实现义的极小嵌人： 

^ ( 六 j X P t 六 ) 4而十(六卜 1 巧)) 

■— 2TT 1 , 

4) 设 M 是亏格为1的紧曲面，且共形等价于由彳 （ l ，0)，（ r ， y )} 




所生成的平环面，则 


Fc ( M ). 

定理 （ P . Yang-S. T. Yau). 设心是亏格为 £ 的紧 Riemaiin 

曲如 ，則对 \的任何度 i 而言，都有 

<8背 （I 十贫） ■ 

证明：根据定理2 ， M (^) < 2 F C (2, 2 £ ).住敢共形.分 
支覆盖映射令：\ 义， degqo < 1 + g (根据 RLemann - Roch , 

上存在非常数的亚纯函数，具有重数< 1 + S 的零点，闶此这样的 
必总是存在的).易见，如果 N — 对是3重覆盖 * 则 V c { 2 3 N ) < 

M ). 因此 

< 2 V c { 2 y < 2 Vc( 2 , S a )(l 十发） 

h(l 十 §〕■ 

注： Yang - Yau 实际上证明了如下更强的一些 结杲： 

-p .1 > 3 FCM ) 

f = l h〆 8 jr(l + 裒 ） + 

与第一特征値、典形体积等密切相关的问题有 WUlmve 猜 
想.利用共形面积的概念，可以很容易地觯决 Wxllmore 猜想的 

—郎分 • 


-1«5 



下面讨论 Willmwe 猜想.设 M 鲁中的紧致曲面，萁有诱 
导度量，以只表其平均曲率， WillraDre 猜想为，对于任何可浸入 
环面 ： TSltS 有 

J W 

引理.设 M 是化中紧曲面（无边界），则 

\ \HV>V c {n 3 M), 

J M 

等号成立意味着在某一球极投影下， M 是 S ” 中极小曲面的像 . 
证明： 利用球极投影的逆映射，我们得到从 M 到 S * 的共形映 

射心再与 MBbLus 变换复合，我们可以假设 <^( M ) 的面积就是 

■ 

少的共摄面积^). 

利用前面命题的讨论，我们有 

1 1 \H\' £ + F“(M ))， 

} M J 

其中只是 ^>( M ) 在 V 中的平均曲率，由 F (0( M )) - Vein , 

中) 

得到 

\ \^ V > V c { n i 证毕. 

J » 

由引理1及前面的定理容易得到下面的 
引理 2 .设 M 为 R " 中紧致曲面，则 

( - suph - F ( M ), 

J m 2 

• ■ 

其中 sup 是对所有与妒中诱导度量共形等价的度量取的. 

由引理1及前面笑于共形曲枳的计算，我们立即可以得到下 
而的两个定理： 

定理.设 iW 是 RP a 中紧致曲卤，则对任何浸人 M — R ' 有 

〆 

I !«PX 

等号成立隐含 M 是在球极投影下 f 中某-极小曲面（其特征值 

h — 2 )在 R " 中的像， 

• 1« • 



定理. Af 是 K ” 中亏格为1的曲曲，且式形等价于由{〔1,0), 


(: j y ))> 




2 <X< T 


/ < y < i 所生成的坏面，则 


S € 


1HI J > 2^ 


等号成立表示 M 共形等价于方环. 

最后我们要提一下与这里讨论的问题有关的两个猜想. 
猜想1:对亏格为 Z 的紧致 Riemann 曲面名,，是否存在 

个绝对常数 C , 使对的任何度量都有 


k 

Vang - Yati 定理表明，当〗时，其答案是肯定的. 

猜想2:设 M 是 S " +1 中的极小嵌人紧致超曲面，是否第一特 
征值特别2,是否夕中极小嵌人闭曲面，其第 
特征值= 2? 

关于猜测2,最近 H . I , Choi - A . N . Wang 获得了下述结果 
(J- Diif, Geometry , 18 (1983) } 559—563). 

定理.设 M 是浐中紧致，极小嵌人曲面，则 

x ^ U )> U 

注： 原定理较此为产，它证明如果 M 是中紧致极小超曲 


面，则 々（ A /) > 


2 


证明方法是一样的，下面 K 考虑 


2的情 


形- 


证明: 


分成两个连通区域兑和使得 


QQ 


』 V /， 设 f 是 M 上的第一特征函数（相对于 M 在史中的诱导 


度量而言）.往 仏中解 Dinchlet 问题: 




0, 


d £? 


u 


则#是光滑到的函数， s \ m “附近的正交标架 
以}，当时，令 q 的外法线方向，而 〜 of 

T \ A /， 则熟知， 


勢 W 7 ， 



-=- 2 D 〜 U ,，a ) a 

= i 

D 〜是 w 的 Hessian ； 

D J u ( X , Y ) - X ( Yu ) — { V k Y ) u v 
当 afit 时，对于 I _ # 3,因为 

▽w *■ V ff Ci 一 h {^ i , e t -}^y 

其中歹表示 M = 的协变微分，而 A 表示第二基本形，因此当 

^ ^ M 时， 


Au ^ ^ D 2 u (^^ e ,') =■ Uy , H - A / H - A t ^/» 

# *S± 1 r ^ I 

+ Af 十 


其中 A 表示 M 上的 Laplace 算子，而 H 则为 M 的平均曲率，因为 
M 是极小曲面， W - 0 5 所以 V ^€ M , 

I 

Ilf , 

在久中考虑 A | V « i % 易见（用到 A »-0) 

I 3 

A I | — 2 «'/ + 2 21 Ku u * u i^ 

0 = 1 r,j*I 

所以 \ AlV «| 1 > 4 \ IVwj 1 . 

送是因为对十 S \ Ric ^ 2. 另一方面 ，由 Stokes 公式 



A| V« 1 J 



5 

< S -1 


d 43 


2 2 士 + 2u^ 


= 2 f i^AJ 2 ( 5] 

JQQ, Je*. ITT ： 


但当 （ 3 时， 


D 3 u ( c m ^ f 3 ) 


?=■ 








(« i ) 




5> 


i^i 


， t $0 - 



腿 


但是 


A 


A ] ] ? 2ii 




% / 十 2 



V/ * V«3 


i 


21 / 


wt 


2A，j \ u'f — 2 1 — 2 \ 

0 £! t ) 9 ^ t J 0 ff 1 

4Ai \ 你 “ 一 2 ( 1I(V«, ▽«)• 

)&£>• i & O , 


闵此 


所以 


Q 


i 




uAu -h \ uu, \ uj 

O J©i2, J 


AI Vw P = 41j 

a. J Q 




Jh 

J + 2 1 11( W , ▽“）, 

Jafi , 


41〗 (I V «1" > 4 [ I V ^ 1 3 4 - \ ▽“) ， 

J £ t t ； Q , 


4(1, 


1) 




J 


&Q 


IKVU, Vu )、 


无妨设 j % lKvuy Vw) ^ 0> 因为否则我们可用认代替认，两者 
的法方向正相反，且 v « U ^ = v /, 因此 


II 




JT 

I 

j 如, 


1! 


这样，就证明了 1. 


系.如果 M 是炉中亏格为£的紧的极小嵌人曲面，则 

Area(M) 8 穽 （1 + g). 

迗由 Yatig-Yau 定理及上述 h > 1 的结果直接可见. 

最后我们要提一 下有关 负曲率的一般 Riemaim 曲面 的特征 
值的结果_ A. Sclberg 证明》如果 

S ff = f" 厂 ， U = { z \ Imr ： >■ 0^5 

而是 SL (2, z ), W \ 人们猜测最好的下界可能是 

^ ^ ^ ■■ 


MW 


1/4，但至今尚未证 明* ( AMS * Symposium on Nuraha Theory , 
California Inst , of Tech . 1 Pasadena (1965),) 

乂，关于 Riemann 曲面上特征值的下界估计， R. Schoen ， 
S. Wolpert, S. T* Yau 证明： Vg€ Z +， 存在一系列 Riemann 曲 

面具有相同结构，使得相应的 ^一 趋于 0. 但是， 

具有与 I 的保形结构无关的下界. i 羊见 Proceedings oj 
the Symposia in Bure 33 [1980), pp . 279 — 2&5, 



第四章 


Riemann 流形上的热核 

(heat kernel ) 


S 1- 热方程的梯度估计 


本节假定 M 是《维完备 Rkmann 流形可能具有边界 （: fc 许 
QM - 0 ). 我们的主要任务是给出热方程 


(△ 一 U u( x ， t) 晒 0 


(4 丄 O 


的正解的导数的估计（梯度估计).这种估计一般而言是一种局部 


估计，但今后我们将看到在某些情况下它也能导致整体的估计. 
如果#是 （4 丄1 >的解，《 > 0,令 f & tog #， 则/满足 


( 卜悬）卜 -Wi\\ (4 丄 2) 


此处 ▽/ 表示对变攪^ ^ M 的梯度. 

我们从下面的弓 〖理 出发，它是导出梯度估计的基础. 

引理1,设 [0,00) 

■ ■ ■ 

上的光滑函数， u ( x , J )> 0 , 满足 （4 丄1)，令/= k ) g « ，对任何 
固定的常数令 

F(x, 0 =吣）， (七 1-3) 

则有 

(a — ) F ^ 一 2V/ - VF H- ™ dv/l" ~ f t y 

\ 0 ( / n 


-( 1 V / 1 J -^) - 2 Ki ] Vf \\ ( 4 丄 4 ) 

毋明：取:^ M 的局部正规标架函数附以下标 

；(1 表示该函数对~方向的协变导数 ，对 

■ 

t ( WfV - aU ) 作协变微分，得 

f = r ( 2 5 j Util — 议 hi 、， 么 F — XI 

、# 一1 / _ 
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—( 2 2 "/ 十 2 2 沾 " 一 ), ( i.J L 5) 

L … j / 

根据熟知的不等式和 Ricci 公式 

(△/) J m = s /?, + 2 2，"/" 

< Sh + (f^ r + fh) < ^ 2 fe* 

* ri 

2 / 山 " = + Hihh =^切 • ▽(△/) 

* * ^ 

+ Ric(V/, V/) ^ Vf - V(A/) — K Wf\\ 

于是 （ 4.1 . 5 ) 成为 

AF > f (— ( A /) 3 + ^ v / - van — wiwp —«(△/),)， 

以厶卜 j : - I ▽ 斤代人，得 

AjF ^ ^ (7 Ul ~ I VW + 2 v/ . VCA - ! V/| J ) 

• • 

-2K\vf\ J -a(f f - Wfn, V 

冗一方面 y 

Ft= " (Klvfl 3 — a/ f )), ^ iv/l" — af t H- /{ | V/P — 

- 2 ^[v/| 3 + ^(|v/| a -/ f ), ~^C|v/| J -oiA) f 

-(|v/f a = - (Iv/I 3 —/,) 3 — (iv/p — 略） 

fl 

-2 尺门 V/| a - 2fV/. vClv/1 1 -/,) 十 （a — l)/iv /|； 

^ 0 v/i 3 — f t y — civ/M —«/,) — 2ic/[v/i j 


2 ，竹 ‘ V(| V/| J 






2 vf 


Vf + ^(| V / I J 

n 


一八 ) 3 — ( Iv/P —吣） 一 2 沿 Iv / 匕 证毕. 

定理 4.1 设 M 5 可能具边界的紧致 Riemaim •流形， 
Rlc(M ) > u ， 是 M 上热方捏的非负解 
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(A — 含 ) “( 方， i) — 0. (4 丄 6) 

, 

当 3 M 參 0时，假定是凸的，即 dA / 的第二基本形0, 
此时满足 Neumann 迫界条件 


du 


0，在 OM X (0, 00)， 


其中 I 表的外法线方向，则在 M X tO , 《>)上》满足下列 


梯度 佶计: 


\yn \ 2 


L < 


2 t 


(^1*7) 


证明：用“十 e 代替 〜 无坊设《>0,令/= 1叫是任 


意小的小数，在引理1中取 


，即 


f 山 






iv/i j 


u 


F s 


因此，证明定理相当于证明下面分两种 情况： 

1° 如果 FU ，/) <三，则定理已经证明.杏贝 IJ 

2 

• • 

封某一 r > 0, max F > 设极大值在 U B ， 6 M X (0^ T ] 

Af^lO.T! 2 

达到，由 F { x ^ 0)—0, 砬用极大值原理，在 0 t a ，“） 有 

af(x 0 , t,} <0 ， r > /, > o, 

y r,) — 0， " 

P{^7 為 0 ， 


最后式是因为可能 A =7\ 由引理1，在 （ i _» f ,) 点, 


0^ 



F ^ 



J 

2/ 



由此，得到矛盾. 

2 

2 。 aw 尹0,拫据假设，凸，而且 o 在如/上满 

运 Neumann 条件 • 
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证明的过程同上面一样，如果 q 是况的内点，则得到矛盾， 

■因此只能尤 a 

在心取局部正规标架，使^ v 是外法线方向，因为 F 


满足 


(△ 一 冬） F > — 2V/ , VF + 3 i 7 ( f — 兮)， C4-L8) 


强敗大 值原理成立，因此 


OF 

dv 


(方 •’ 


/.) > 0, 


翌 一 R = ，（ 2 2沾 1 — "_卜 心 S/A — D 

dp \ i f 

-2 d 〔⑴） 

f > ! 

这是因为根据 Neumann 条件*在 9 M 上， 

U — ( tog ^^ 壬0, 

Ov u 

因而在 3 M 上 

0 => ^ = / i〆 十2 

；>1 

s 

S 八 〆 + S h h ik wk ， 

i > I ■ 

因此 

fit = u a 一 S Wi ， 

k > I 

代人 （4 丄 9)* 在 （ A , (_) 点， 

VV ' r > I * 

，一 2 f D 2 h ^iUh - 2“ iw ，▽/)， 

j ,4> I 

和 II > 0 相矛盾. 

走通条2设 M 是完备的 Riemaoa 流港， Kic { M ) > —々， 
以 M 中任一固定点 O 为中心， 2 丑为半 径的测地球记为 B 心 设 
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好 (*，0 是定义在 X [ 0 , 上热方程的正解 



取 U 则在 s R 中下列梯度估计 成立: 


■ 

_■ % 




VJr ) 


(4 丄 10) 


其中 C 为仅依赖于 《 的常数 • 

证明：仿前，令 f _ 1吨 《， P —冰）， 


則 



sup 


F 


取 cut-off 函数必 e dFO 使 swpp^et—2,2], 1 > 办為 0 ,并 
且当 0< z < 1时少1，此外还满足. 

f < 0,> 一 C t , (4,U1) 

<k 


其中匕为两绝对常数. 

M 中以0为基点的距离函数记怍 pW * 再令 


中00 —少(今"〕)， 


【 4 丄 12) 


则如沖 < pCB 2 R » 而曰 1 • 

我们将对函数？^应用极大值原理，因为平-*必(2^)，它 


在0的割迹 （OK locm ) 上将失去光滑性而只是 Lipschin 连 
续.但正如我们在第一章已经解释过的那样，利用 support 函数 
的方法，在应用极大值原理时我们不失一般性地可以假定《?在该 
点是可微的. 

设在 U ，#■) 达到它在 BaX [ o , r ] 的极大值 * 显然可 
设 « pFU „ J .) > 0 (否则 F ^ O , 定理自然成立 ）* 因此 

I , > 0, 根据极大值 原理，在点有 

■ 

0 一 vCy^F) ™ FV<p 4* (pVFf (4.1*13) 
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A {( pF ) < 0, 


dt 


cpF , > 0* 


C4-U4) 
(4 丄 15 〕 


以下的计算均在 （^ ，〜） 进行，不再 一一 注明 ■由 （4. M 3 )， VI 

F 处 ，再由 C 4 J J 4), 

<P 

11 ^ A((pF ) =■ Aqp ^ F +■ tpAF +* 2▽ 屮 .V F 


Atp • F -h <fAP 


2 F 


| V < pj j 

<P 


(4.1J6J 


由 (4.1.11), 


Ivt ! 1 


1^I 2 Svp1 


2 




赀<1， 


(4.M7) 


A<p 


Wp 


I 2 


R 2 



<//Ap 

je 








c , 


Vc 


R 


' Ap 


当 RicUOS — 々时，由 Laplace 算子比较定理 （1.17)， 


得 


Ap ^ in — 1) vcoth (\/ 




C 


a 




(” 


I ) sf 々 cotli i\J k R) 


C , 

R 2 


记作 


A ( n ， 欠， R )， 


(+118) 


代人 （4.1.16)， 并由引理 U 


0> A ( cpF ) ^ — J ( n , 七 R)F 


2 F 


| V^| J 

<P 


+ gtiAF 




R)F 


2 F 


▽少」 


<P 


+ 屮 （_ 2V/ * Vf 


2 t 


但中 F 


+ -(iv/i 2 -/,y-(jv/i a -^) -^iv/i j ) t 

» 

OpF ) t > 0, 一， ▽/= 2 FVff • vu 上式变成 


0> - Ain , i 7 R)F 


2 F 


W < p \^ 


十 1 它 ' vi 


^ 176, 



<p 


2 / 


n 


iwiv-ur 




C|v/l a 


a/r) — IhWiV , 


0 ^ — A(n ， 丸， R)*pF — 2F \ Vqo 1 1 4" Zipi^V/ * Vrp 


十中 


^ f-(lv/l 2 

L n 


ur 


(lv/1 3 


咕） 


2^1V/S 


3 


( 屮 F) 




A in ， 匕 IV) 


|yyl J 

<p 


+ 2qpFVf • v<p 


2i 


十二 (pH(lv/i 

ft 


hr 




wF 





(> 戶 ） [ 


A(n ， 夂， R) 


2lVy | J 


2<pF|v/l tV<p! + 


1a 


n 





[(lv/1 



3 


/r) 




利用 1 > V >0, 及 （ 4 丄 17) |v<p| < jrv *， 得 


0> i<pF) 


A(n y ^ R) 


2C 2 

^R 7 



2tpF 


Vc 


R 


(p-1v/i 4 - -~<p 2 [civ/r — 


^!v；n 


9 


两边乘以 I ，令承〜 々， i ?) 







2C 

ie J 


，则 


0>^F(-1 叫如， 々， R)) 


2/F<p 


V2 


Vc 2 


R 


V/I 



2r a 


n 


[(g>!v/! 3 




<p/f) 


^lV/l"]. (4 丄 19) 


令 y 




< plV/| a ，z = 冰，则 < p 3 | V/| J = rpy < y , 同时 


y^(y — 的 0 = tp^lv/K^jV/l' 1 


<P«/i) 




v, F 


\V}\ 


将上述代人 （4.1,19)， 得 


0 会 F( — 1 

2， 


4) 






R 


^Cy 


az) 



n 


u> 




» 次 /] 一 ysF 〔一 l — \ 9 R)) 


f i77 



屮 


2/ a 


n 


(V 


z) 2 一 n^y 一 - r — y i/2 iy 




—]， 


再由 


Cy 


宕） 


2 


a 


(y 


az 



a 


1 


V 


ct 


r Cr 



azy 



ot 


■ _ 




O 





o 




y(y 




f ^)， 


(> 


ar ) 3 — fi^y 




£ 


C ? 






V 


1/2 


(y 


<ts ) 




(v 





U 






■，_■ 


fi 々 y 



2 {a 


1) 




y 


2n^ C 2 


R 


y 


1/3 




az ) 


对 


a 


2 


1) 


a 


〆 — 及 2 ^T y 

cr 


/ /a 应用熟知的不 

R 


等 


ax ^ 


bx ^ 


b l 

• • • • 


U， 彡 > 0)， 


得 


0 ^ <pF( — \ — tA(ti 7 ^, R)) 



2 t^ r 


n 


a 


;Cv 


asy 


4 (oc — i ) J 




2 PO 




1) 


Cy 


az ) 


再由 f(y 


抑） 


^0 v /|' 


«人 ） 




M ， 上式即 


2 


0 > 屮 一 1 — tMn ， L i?)) 十上 ■]- (4>F7 

nor 

CM _ ( 0 ,一 .._ h — t 

庐 (a - 1) 屮 20- l ) 3 


(4J.20) 


但 


A { n t R ) ― 30,々，/ ?) 十尝 = 急 


C -^ {n — 1J V^cothCV " 々 ZO 十 ^ 

R R 



17B 








R \R 





其中 G 仅依赖于〃， （4 丄 2(0 成为 




((p^v 一 (<p [1 + ( 音 + 



C 2 « o ^ 


R 2 (a 

(< pF ) 


O 


1 — ^ 
i 2 .( c $ — 1) 


+ 


C 


2( 戌 

I 3 F * 


R l \cw 


+ R 




2 




( ㈣ ） 


77) 




2(a 


0 J 




将上式 看怍少 F 的二次三项式，则 ( ?/^不大于该二次三项式的大 
根，因此 


q,F < ~|l + — 5 f 

4 I R 3 'of — 


1 



R 


VT ) 




+ — + R 

\& — l 


R 2 





C 


5 


a 


\a 



， 0 ) 

rVJ 


2 


Hh 

■ 




■ ■ ■■ IM I 


(rt 


ly 





1A 


06 


4 


nc ^ , 

- r ■- r - Y ™" - -，■• -、 

2 2 R 2 a 


a 3 


1 


+ i ? 


Vt ) 



nc ^\ 


2 ( d — 1) 


以上的全部计算都是在极大值点（^， X [0, T ] 上进行 
的，因而 

(tfF)(x 3 T) < (^pFHx^uX — + “ 

2 2(a — I ) 



not C 5 


2 R 2 


— -h i ? 4 \、/. < — + 




2 


X 


C 


_. i ■ 


R 


5 / « 

3 — 




+及 


s 

■ • 


r 





2(qt 


i) 


T, 


限制在上 （qp s 1) ，即得 


fia 


尨⑽ n)u ， n< 2r 





2 (a 


1) 


* 179 ♦ 




而 T 是任选的，因此定理证毕， 

系，对非紧的、不具边界的完备的 Riemaim 流形 

■ ■ 

Ric( M } ^ 一I 如0是 M 上热方程的正解，则下列倍计成 


立： Va > 1, 

:处 J ! 一 崎 + — 

u J « 2( a — 1) 2 i 

特别，当 Ric(M)>0 时，有 


| V «| 3 


tCt 





It 


(4.1.21) 


(4 丄 22> 


证明： 在定理 4 . 2 中让尺 — co 得（ 4 丄21)，在 Ric ( M ) ^ 0 
时，々= 0,故可令 0—1 而得 （4 丄 22), 

将定理 4.1 和定理 4.2 的征明结合起来，可得 
定理4_3，设 M 是紧致的 Xiemann 流彤，具有边界 dM (可 
能是 0), Ric ( M )> 一 h 当 0 M 关0时，假定是凸的，而 


作为热方程正解的 《U，0 满足 Neumami 边界条件 


du 

dv 


= 0( 在 


&M X [0,<xO 上），则1,下面的估计成立: 

■ 


lv « l 3 C^ut 



< nKd 
、20 — 1) 



(4,1*23) 


% 2, Harnack 不等式与热梭的估计 


作为前节梯度估计的应用，可以方便地建立热方程解的 

Harnack 不等式，并由此而导出热方程基本解的上、下界的估计. 

定理44.设 M 是完备的《维 Riemann 流形 5 非紧，不具边 
界. Ric(M) > 一々，^ ^ 0. 如果《(*， /) 是 M X [0, qo ) 上热 

方程的正解，则对任何 a > M, OdC^C + co , 下 

■ 

列不等式成立： 


»0：1，，4) < 



h ) 



你 尸（：_，太 3) 

4(；! — /|) 


# ISO * 







2(a 


l ) 


ih 



(4.2.1) 


证明： 在 M 中取连接 x , 与々 的极小测地线 r _ JO , 1】 


U 


使 r (0) -^ 2 , r ( l ) » 々，在 MX (0, od ) 中定义曲线 ij : [ G , 1] 

M X(0, oo) 


>? U ) 


( r (^), (i 一 j )/ 3 + 吨）， 


则呼 (0) 

令/ 


( :3 ， 在3) ， "（ 1 ) 

\ ogu ( x ^ t) y jjjlj 




h) — f{x^ h) 


E=9C 


d JMi>l d s 




ds 


{:{<¥，▽/) 


(^2 


)/, ds 


< 


1 


(l^ilv/l 


Ch 


h ) f^ m 


i 


如记 


4 > 


JU ， A )， 则 Ul 对 ~ 引用梯度估计 （4 丄 21) 


h < 


A + 


B 




a 


v / lM , 


A 




20 


1)， 


fi 


n <^ 

1 

2 


则 


/( 怎 i ， it ) 


X A 



^a) ^ I (plV/1 

子一 Ivfl 3 ))^, 


ih 


h ) 


謀 


其中 if _ 
肢大值为 


(1 


将被积项看成 \Vf\ 的二次三项式，其 


€£〆 


4(6 


h ) 



ih 


A 



ih 


■■_■ 


i 


B 


a 


ci 


t 


所以 


f(x l9 t g ) — f{x % ^ i^) < ， 




4(^ — t ,) 



ih 


A 


a 


i 



B 






(i 







u 


4(; 


o 


攀 m * 




x In (h.\ ^ A) (/ 2 — h 、 n 喊 

X[n \J 4 。 + 2 — 1 ) 

再取 exp ， 即得定理. 



系_ 如果 Rk ( Af ) 為0,在 (4*2.1) 中々=-0»令这— I ，即有 


«Oi ， a) < /i ^(y')^ exp ( 

(4.2.2) 


系，假设同定理43,则有以下的次中值不 等式: 

心" 1 ) < 严 


X exp 




(4 J ,3) 


其中 p > 0, €C > u 0 C ^ < r 3 < + oo ， 


A 

■ ■ 

6 x O {> 


表示积分平均， 


即 


f -= ( Vol ( B f ( R)»-M g . 

) B x m ) Fjt « R ) 

其证明是明显的. 

定理七4中的 Harnack 不等式是对非紧、完备的 Riemaim 
流形而言的，同样的定理对具边界的紧致流形也成立，因为方法完 
全类似，我们只作叙述而不再重复证明 * 


定理 4 S . 设 M 是紧致可能带边界的 Riemann 流形，或者 

_ 0;或者户0，但 dM 是凸的，即 dM 的第二基本 

■ 

形為0•又 Ric ( M ) > 一々，々 > 0. 设是 M X [0, oo ) 
上热方程的正解（在 dM 0 时，还要求它满足 Neumann 边界 
条件），则对任何《>1，下述 Harnack 不等式成 立： 


«Oi, a) < 






na ^ 

20 —1) 



(4*2,4) 


其中 A ， M ， 0 < h <& < 十印， JUt ， A ) 表示 A , 心在 M 


* 



中的距离. 


同样*当 Rk(M) 為 G 时，（七 2.2) 成立 

在定理 4.5 条件下， (4.23) 也成立： 


霣 O, /,) < 


G 


HrU > 


X 


uKy.h^dy ) V ’(f) 乎 

议纪 _ 1 _ ^ f t 

- -- . ... .. . . 1 frij 

4 (心 一 , it) 2(<a — 1 ) 


o )， 


但是要求1〔21?)0郎/ 


0. 


现在我们来给出热方程基本解的上、下界的倍计.在讨论中* 
除了上述 Harnack 不等式外，下面的引理起着重要的作用* 

引理之设 M. 是完备的非紧 Riemann 流形，是热方 
程的 U 解，初 值为叫 Oh 


(A — /) 


aCBB 


0, 


(42,5) 


tfO ， o ) 


iioM 


任意固定 ye 记 B y ( R ) 为以 y 为中心， R 为半径的测地球，又 


设 jpO,Oe x [0, < x >)) 7 并满足 

丄十 g <： o 7 

2 

则菏任何1?>1 都有 


(4.2.5) 


s^tRy 


V( jt ， T)dx < f ^ 8iXt§y ulMdx . 


(4.2.7) 


证明： 取 <p€ G(M)， 满足 




u re B y (/ o ， 

0， X ^ B^(R + 々）， 


C 


lVqp| < +， 0< 1, 


此处 C 为一绝对常数，取 e ：> 2,令 f 




因为 supp<j>QB y (K 十々），由 Green 公式， 
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0 


屮心 （a — 奈） 




di i 


2 


!:b 


e^uAudxdt 


L 


!， a \ 


T ^ Mr 


dt 


n ， (州) 


► ▽« 




7 


« 


e ^ dt^dx 




(l [4 qr ? e f « V(p . Vtt -h 2< p 2 e^uVg ^ Vu 

J (1 pP M 


+ 2q^e^ I Vu [ 2 ] 


O ]ldx 



rL ^^ dxdt t 


由 Schwarz 不等式， 


0< 2 “ 一 2 ) yMv«r + u 3 \v<p) 


2 


e 


& 


2 



[：L 


e s ip 2 


e 


w ' lVp ! 3 + 


£ 


ivttl 


2 


drdt 


2 





e^<p 2 j Vw 1 J 4xdt 




T 



I j: q> 2 ^u 2 g 3 dxdt 


26 


e 


2 


s 



I Vqo l^u^dxdt 4- j j (p 




X J 亍 |V 蒼 I 3 十 

4 


l /[々 版 


< 


2s 


8 




X 


2 


6 


^ i ： L 


k 

| v ^[ 


t^u 2 dxdt + 



2 


十 g, « J — ^[^u 3 ] T 0 ^r 9 


而 


e 


_ a + 卜忐 ㈣ 3 ++办 


dxdt 


s 


\ vg \^ gf ) 


Of 
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所以 


j le T ^ — —- i ^ dxdi ^ 

Jm s 一 

因 LSf < 0 ,上式中令 々 — co , 即得 

f < p J [^ T » 2 ]5 < 0, 

再令 s — 2, 就有 

j <p 2 e^ gCX * Tt t^{x , T)dx ^ u(^x 3 0^)dx > 

J M 

因在 K 尺）上屮 e 1，在 w 上0<屮<1，最后得 

( e ^ (X,T> ^( jr , T)dx ^ thCjc ^ dx ^ 

J ByXR) JM 

系 1. 从上式中自然得出，如杲 《0 t ，0) ^ 0,则 u ( r 9 0=0, 
此事实表明，热方程 (4.1.28) 当初值 u { x 9 0) i ： L 2 ( AO 时，其 

解是唯一的. 

注： 当初值6 P ( M ) (1 < 00) 时，热方程解的唯一性 

( H 假定 M 是完备的)是 Strkhartz 证明的. 

当初值为 L -{ M ^ 函数（即有界函数）时，仅假定 M 完备已经 
不能保证解的唯一性 . P , Li 证明，如果 Ric ( M ) 最多以 
下降的话，那么热方程的解仍然是唯一的.低明的方法是在引理 
2 的基础上再作进一步的分析. 

系 2. 完备 Ricmann 流形 M 的热方程的基本解记为 HU ， 
K /)，任取 p > fl ， ： T >0, 令 

j*i 

F(y ， ~ M(x^, r)/JU ， y ， Odt 、 (4*2.8) 

则对任何 oo , 尺 > o , 都有 

! (1 -h S)T)iiy ^ exp (— — Vxp (- - ~ p - ) 

Jb^r) \ 2ST/ \2(1 + 2fi)T J 

• f 汗 T ) dt . (4丄9〕 

证明： 由 F ( y ， i ) 的定义 *它 显然是热方程的解，而其初值， 
由热核的 心函 数性质，为 


T 165 - 



Fiy ^) 


T ), 

_ 

0, 


0 AA 心 (》• 


它在 U ( A /) 之中. 

取（固定*和 r )， 


ff ( y ， 0 


乂 r ， y ) 


(i + 28 )T 


9 


则它满足 


4 


由引理 2， V/<(l + 25)7\ 


-B I r^t w y} f 一 1 

FKy^ Ody <\mc^ TTTJdTr" F 3 (y,0) 


WO.y) 


B x iR ) 


取 


(i + 5) r ， 则 


\ F 2 iy ^ (i + s ) T^)dy < l ^ -mrmr 妒 o , y ， r ) 办 

B x Oi ) 

^ f FKy^ Ci -h ^ryy 

is JR } 


< 


R*_ 

1 ST 


p a 

j ? T +555 T 




IP(^y,T)dy 


因此 （4.2.9) 得证.根据 FCn T ) 的定义 (4.2.8), 上式也可以写 


做 




叫 X 〕 


FKy ^ (1 + s ) T)dy < C 1 ^ 亦洲 ■ F(X ， r). 


如果取 p — 0^ 即令 


(4.2 J 0) 


PCy 5 T ) 


=_ 兒 ( 无， y 5 r)dr. 


(4.2,11) 


则对任何 J > o , r > o ， R > o 有 


r a 




F \ y , (1 + $) T )^< ^ J ?0 r , 70. (4.2. L 2) 




下面是本节的主要结果之 一： 

定理 4.6. 设 M 是完备的无边界的 Riemaim 流形 ， RicUf ) 会 
免，史 > 0* 设 / JOr ， y , /) 是热方程 


• 1S6 « 



A 


立 

'aT 




的基本解，任给 (0, 1), 则在 M 上下式成立 : 


Hix 7 y,0 ^ C{8, / 了） P^(V^) 


X exp 


%， y > 


(4 + 5 )i 



s 

<7 柳 ) ， (4,243) 


这里 V X ( R ) 表示 B x iR ) 的体积，即 V x iR ) - WoKB x ( R )). 

是仅依赖于5,《的常数（当0时， cc ^> o)^^) s c 
K 依赖于《， 


证明； 令 

p{y,o ^ 砟 , 

JM 

则由 （ 4 丄 35), 对任意 K > 0, 5 ：> 0 ,有 

r 兑 

FKy^ (1 + S)T)dy o 抓 F{x, r), (4,2,14) 

F ( y ,0 显然就是热方程的正解，因此它满足 Harnack 不等式 

■ 

(4.23) CM h ^ l\ h - (1 十 sm 

户 o, T)< v x KR) f( F\y, (i 十忍） r)| 


其中再由 （4 JJ 4) 即得 * a 

F(x, T)< F ； l (J?)(l H- 幻和 exp ( (1 - 广 

\ 2 (Si 



citf 々 


a 




取护 = 2 ： r ， 得 

F{x 9 T ) — 




X exp 









c (> ， 6 a w CV^:r kxp ( “ 


⑽々 


d 



Cm 5) 


» Ifl7 t 



其中 CO, a，<») - (l + 根据热方程解的唯一 
性导出热核的半群性质： VO < s < t y Hix t y , i ) = I H { x , z , s )> 

j Ai 

■ 

y 、 t — j) 心，再令^ 上得 

2 

叫，少* ，) 叫 ） ( r ， o (^， +) 心 

“)* 0 " ， |W 4 

^V~Hy/T)V^ CVOexpfC^O, 


(4-2-16) 

其中 C( ^ 比较定理的结论，易见当 


y) < 4 / 

时， （4.2.16) 已经蕴含结论： 

exp(Ci^/) ^ c - exp ^ C t ^de — ’(: 9 0 )’ 

因此 R 要看心< tXx , y ) 时的情况 ■ 

设 —O, J0 > 心，令 

匕 — Odt , (4.2.17) 

则由 (4.2.8) 

L > F 沁， d + m、dy 


《 exp (， 
*■ exf >( 


1ST 


P ： 


2(1 + 26^)7 



yy T)dy 


R 1 



2 


\ 


J 


(4.2.18) 


F Xy ，0 作为热方程的正解 


足 





^) T ) dy ^ (1+0 


• 19S • 



X exp 


05 




cm \ 


2ST 


ST 


ct 


与 （4.2.1 B ) 结合起来，得 


F p { x y r ) < (1 + 





2 dT 





ST 




a 


2〔1 + 2S)Tr 


(4.2,19) 


取 P 




(1 + 5)—7, 得 


F^(x # 7) < C(d, + S)^T) 


exp 




dT 


a 


2(1 + 25) r 


取以 y 为中心， fix, y') ™ P (0<p<rO, y )) 为半径的球 B y dr- 
P )， 则圮 （r - p ) GAAKp )， 由 Harnack 不等式，并且取 T = 


O 



8) t , 

H { x y y ,0^ 


* exp 


(r 

\4( T -/) 


¥Pix 


， ”砟)* (子) 


A« 


^VyHr 


p)(A 


+ — (T — i ') 

0 2(a — 1 )、 

3)^exp^ (r _ py 



43 / 



⑽ k 


2(a 


1) 





aa ^ cp ) 


/ n :， ！， r ) 托) 


mm 




― ffa 

p)( l 十 d)~ 


exp 


f — P 〕 3 

45/ 


十 


n 欢 


2( o ( 


1) 


dt 




X V^{r — />) 舞 exp( 


‘々（2 + 5)5 


2(a 


1) 


t 


+ 


os(r 


p ) 


2 


2 


4 dt 


4(1 + 25)(1 -h 8) 


最后一步由 （ 4 . 2 . b ) 得出，取 P , 使 


P 


V 7, 则 
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HO , y ， c (5, 


X exp( C 】 5 々 / 



a 


4(1 + 25)(1 



3)/ 


< CC5, c)v^{ V7) v^C\/T) 



r 2 { x ^ y ) 

4(1 + 20U 十 ^ 


最后 一 步用到 Schwarz 不等式 

— O — 丄. 

1 + fi 8 

定理证毕. 

对可能具边界的紧致 Riemann 流形，其热核有相同类型的 
定理.其证明和定理 4.6 相似，我们仅限于写出其 结果： 

定理 4,7. 设 M 是可有边界的紧致 Riemanu 流形， 
Ric ( M ) >一1々 >0,如果 aM #必，则假定是凸的， M 的 
热核 H { x , n 0指满足 Neumann 条件者，则对任何 M ( JO , 1), 

有 一一 

HO, y ， 0( C(e t F^C^T) 

X exp ( — ? 十 C , e ^/ V (4.2.20) 

(4 + s)t / 


其中 C 仅依赖于 h e — 0时， C (8 ? n )— V X ( R ) 表示 
Vo\B t (RX 

% 

关于 Hix ^ y ^) 的下界，我们有以下结果： 

定理 4 , 8 .设 M 是.■完4的无边界的、 Ritn / aim 流形, 


Ric ( M ) >0,则热方程的基本解0满足 

I 

H(x ， y ， t) > 乙 （& 9 n^V^ 2 C^/ ^ ) exp| 

(4 — s)t 


及 


(4.2-21) 

0 > C ( b , n)V-H^/T)V^(VT) 



(4*2-22) 
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证 明：在 Harnack 不等式 （4 丄 1) 中，取々0,1，则 

心…)< — ， 。 .( f ) 5 一- /(:(,:?))• 

由此得： 

( H { z , y 3 (1 — e ) t)dz 

< V x {R)H(x^ y*/)(l - e)^exp(~-V (4.2.23) 

. 4 SZ / 

取 (p ■ 0) 石 <^( AO ， 使 

• • 

[0 ，z $ B r ( R )， 

并令 

Or 

0 ^ l 屮 0( 尤， y , i ) dz ^ 

Jw 

它显然是热方程的正解，其初值为 Fiy , i )>, 

F(y s 0 = f#>0O, 0 ^ 

J M 

〆 •- 

■ 

— \ 屮（，（冪 * ss))H{s 7 t)dz 

) B x i . R } 

1 //( 篇 ， Y 

jBjfCR ) 

由 (4.2.23) 可见，欲估计 HO , y ，/) 的下界， R 要估计 F ( y ，（1 一 
6)0 即可.估计 F ( y ^ 0下界的方法采用 Cheeger 和 Yau 关于 
热梭函数比较定理的证法（第三章 ， S 2,定理 2) .将 Ric ^0的 
流形 M 和 R " 相比较，记以中以 VO ) 为初值的热方程的解为 
戸 GW ) 即 

j(A - 舍）戸 Cy ， 0 = 0， veR -* 

1 戸 (y ， 0 ) — qp(i>l )， 

则熟知 fi 

F(y, 0 — (4ff/) ^ j Rfl <pCUl) exp(^L ^ ■-止 


ki 


• 19 % # 



易见，哀 （ y ，0 对 y 是球对称的：如 〆 

0 — (4*0 T j 沪 （ M) exp 




yA, A € 阳 (《)， 则 


y 




dz 


4 / 


an 


(4« ； r) 


n 

2 


<p( )exp(^ 


1 M 









\ y — jafj 4^ I 、 

(4 ffO T \ - 


At 


少 W ) 


F(y，a 

根据第二章 & 2 定理 2 的证明，只要可证 


0 F 

dr 


( r , O <0, 


即有 


F ( K :， ）0, 0 < 外，0， 


(4,2.24) 


当/ > 0时，记方 

〔广， I )，一、0)，则 


适当取坐标系使欠 


M ■ 

QF 

dr 


(， ，式） 




(4 jrr ) 


T 9 


R 


n 


<pC ^ l ) 


a 




dr 


X 





Si 


1 J 


4 式 


- exp (心 


+ ‘ * ， + d 


dz 


4f 


(4^)^^ \ 屮 (nix— u 

jK n 




It 


-exp 


^t 1 


4 灰 


X exp^ 
X ( — 


+ 


W ^ * 


At 

Z!'' 



z 




(4 W 壬 


HM) 


ct* 


/ 


•It 


exp 




_ 


4/ 


dzi 


(4背/厂节 


iA 


X 


< Pi\y 




rl )( 


y 


y 






0, 


其中 


Hhi ) 


H 


n 


qp (^/ z \ + * 


* i 


+ d 


X exp 


4 + 


» » 


-+ 4 


4 i 


)dV • • 


、 d 4 
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• ip^ ■ • ■ •• I ^ L - 



注意由^ < 0可知^ ^ 0. 

Or dr 


至于 


t > 时， 


OF 

a 7 


(r 7 0 ) 



dr 


< 0 , 


因此， （4.2+24〕 得证.由此， 


B v {R) 




s}0dz > F(y, (1 


s>) 




e )0 




(1 






(4 m ) 


■ 

T 


X 


rH fpCkl)exp^ — 


i 3 L 

4(1 


O 


d 落 


在 (4.2,23) 中取 R 


2 


之，则 


H ( x , y , /) > C( e )(l 


em 7 






n/J 


X __ « p (- 办 

Ji-k/T^^ V 4(1 — e)/ } 

> C - l ( e ) F 7 i CyV ) exp ( - ._.)_ 

、 4(1 — e)/ / 

.« 

至此，（4上21)得证，至于（4.2.22)，由 

2H(x y 0 ^ C^( 8 ) exp 

(4 一 s ); 

十 fVU/7)) >2c- l ( 8 )i/j^ (\/7) F y t(^/7) 

X ,xp 二 ^ W) 

(4 一 s )， 

即得. 

用类似的但更为细掇的讨论可以对具边界紧致 R iemann 流 
瑕证明同样的 定理. 其证明的细节，见 P . Li and & T . Y aUp . 
Estimate of eigenvalues gf a compact Riemannian manifo ! d P 
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Proc , Symp . Pure Math ” 36(1980), pp F 205—240. 

定® 49. 设 M 是可具边界的紧致 Riemann 流形， 

0* ^ dM ¥- CS 时，假定是凸的 * 则适合 Neumann 边界条 
件的基本解 H ( x ， y t O 具有 估计： ， 

H{> ， y,0 > C- l (e)F^CV / r)exp(^=^^^J (4.2.25) 


及 


H(x, y,/) ^ C^)V7h\/^)V7 i C\ / 


一(- 



(4,2.26) 


将的上界估计下界估计结合起来，可以得到单 
独用 v ^( V~n - Vor l B x (八7)来估计 WO , >\ /) 的上界的 

个 结杲： 

定理 410. 设 M 是完备的不具边界的 Ri ^ mann 流形，或者 
是可具边界的紧致 Riemann 流形，如 dM 0 时，假定是 
凸的.两种情况下都假定则满足 Neumann 条件 
的热方程的基本解有估计 


x ) ^ C ^ syv ； 1 (V O ex P ( 


r a (^ 


(4 -h d)t 



(4,2-27) 


其中 M (0, 1)， C{S) 为依赖于 d 及”的常数. 


证明.由 （ H 13) 和 （4.2.20), 无论是完备还是紧致的愦况， 


都有 


HO, y ， /) < C(E)V^HV~nV^ (Vo 


X exp 


— O , y ) 、 

(A rh s)i 




再由 （ 4 . 2 . 2 n 和 （ 4 . 2 . 25 )， 两种情况下也有 


H(x^ y, 0 > CrCeJF^CV" * )exp 




y ) \ 
C 4 -6) / / 


由此 


• m t 



C(e)M(V O 


X exp 




v) 





S m 

£ 






代回 (4.2.28), 


H{x,y,0< «s)F^CV / 


2 


X exp 


o . 


f 




2 


B 






3 


<,CAe^)V7 L (\/ ^ )exp 


O , >) 


8 


t 


4 


c J /4 1 


< c ( d ) v ~^ 


2 i ^_ y }\ 

t (4 + ) 


只要取 e 使 4 + fi™ (4 -S a /4)/l 


3 


B 即可 


本节所讨论的结果大都可推广到有位能的热方程: 


du 

百 t 


A« H- 




0, 


(4 丄 29) 


特別是 Harn ^ ck 不等式，以及基本解的上、下界估计，读者可参考 

Li , Petr and Yau , S . T + ; On the parabolic kernel of the 

_ 

Schrodinger operator, 在这里，我们只节录较重要的结果 * 

对任 意常数 a > 1，6 A 0 < 函数 p tf O ， 

h } 定义如下： 


pffC r ， y ， 6 ， ’ 2 ) 


LJ— 3 


- 


X 


| r |^+ (/, 


h ) 


o 


(I 


4 



心 k 


I 


在这里 



{r|r ： [0 5 n 


M , r(o) ^,r(0 — y k -7(^, 0 


假定对 f 是二次可微连续，对 £ 是一次可微连续函数.另外，4要 
满足其它一些条件，底下定理（ 4 . 4 丫中， J 表示和 A ?， [ Vq [ 的上 
界以及《有关的常数，确定的关系，渎者可参考他们的文章_ 
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定理 44\ 设 M 是完备的 a 维、非紧的流形，没有边界, 

Ric ( M ) 為一七 k > 0 ^ 如果，）是(4,2 + 29)的一个正解》_ 
对任意 a ：> I ， M ， 0 <： C /. <： + 00 ,下列等式成立： 

/ 4 v ■* j 

J 枕 pKb —<*) 

+ 以： U ， O )- 

对 （4.2.29) 基本解也有类似的上界估计，但表示较繁.读者 
可参考 Li 和 Yau 的文章，另外，对基本解的下界佶计有底下的 

定理： 

定理 H 设 M 是完备的无逾界 Riemann 流港， Ric ( M )> 
0. 是 M 上的二次可微连续函数，且满足 A ? < <9, 0是一个 
常数，另外假设 exp ( — 则 （4.2.29) 的基本解 H (; r ， 

K t ) 满足下列不 等式： 

月(文， y ， 0 >〔4奶 ） exp — (专)* ' — P 〔：， V ’ ’)]• 

■ 

定理 （4.4) f 和定理 (4,8 V 的证明可参考 U 和 Yau 的文章 
(将发表在 yicta Math .), 

^3. 热梭估计的应用 

本爷将给出 S 1和 S 2中关于热核的整体估计和局部增长估 

计(梯度估计）的若干应用.这些应用或者提供了流形热梭的总体 

■ 

信息，或者导出流形的整个谱系的佶计，而关于 Gr ^ n 函数的估 
计，则用更简单的方法改进了 N . Varopoulos 的结果. 

定理 4.11 .设 M 是可能具边界的紧致 Riwnaim 流形， 
Hic ( M ) 為0,如果 Aw 尹0»则假定 是凸的，则满足 Neumann 

条件的热方程基本解 H ( x , y , 0具倍计 

■ 

; (4^)"^ (4.3 J ) 

证明：应用定理于# = WO , y , /+ e ) (看成 （）， MX 

■ ■ 

[0, oo ) 的函数）， # 显然符合该定理的条件，因此有 

yy 十占）） 、 
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lv^i a 




2 / 


印， 


(4 J .2) 


两边在 A / 上积分，应用 Stokes 公式，无论是0，还是 


dH 


dM ^ 0而 _0( r 是 dM 的外法线方向），都有 


▽則 




因此 


2 / 


H^dy ^ 



HAH + H 



dt 


fi)dy 




2 



i - 


H 言屬 



di 




但是由第三章定理 1 有 


H ^( x ^ y ， / 十 s)rfy ™ fi ( x ^ x 7 2( / + «)), 


所以 


2t 


H ( j , r ，2(^ 十 s )) > 


d 




di 


H{x 


, 2 ( / 



s )). 


d 




dt 


Lln (^ H (; r ， r ，2 Ci 十 e )))] 為 [). 


令 e 


0,并注意 H ( x ， r ，0 ~ (4? r /) T (/ — 0)， 即得 

H{x 7 0 > (4?r/) T . 


定理证毕. 


根据紧致流形热梭的谱（对函数而言)展开式，如果我们记 M 、 

的 Laplace 算子对函数而言的谱集为决 <叫 <〜<-_• 

(当 9 M # 0时，这里指的是满足 Neumann 边界条件的特征 


值），则 


m 


//( j ， j ： ， /) 




S 


woo* 


屮办）组成 pl/e P ( M )， 




dv 


GU 


组完备正交基，因犹 


(4.3.1) 给出 


M 97 ^ 



S 厂 … ^ VoK^/X 

^ 3 ? 0 

而羞名的 ， ^olya .猜想要求证明（对 R w 中的有界区域) 

2 


户々 < ^C«) 


Vol(M) 


(4-3 J ) 

(4.3.4) 


C{n) = 4?^ * T w„_i ™ AteaCS* -1 ), 

( 4 +3.3) 提供了（至少射凸域而言） Polya 猜测为真的一个迹象. 

在紧致流形情况下，正如我们在第三章& 4看到的，可以用流 
形的直径来估计第一特征簞的下界. Gromov 对 dA / = 0的紧 
致流形的高阶特征值给出了下界的估计，豇 M . Gromov , Paul 

Levy J fi Lsoperimetric inequality ， I . H , E . S ., Preprint , 1980, 下 

面的定理表明，利用热核的佶计可以方便地把这一估计推广到具 

凸边界紧敌流形的情形（龙论 Dirichlet 边界条件还是 Neumann 

攰界条件皆如此）. 

■ 

定理 4 wll 设 M 是可能具有边界的紧致 Riemaan 流形, 
Ric ( M ) > 0. 

当 — 0时，记其 Laplace 算子的特征值为 {0- 

• • 

• • • • 

叫 < 内€… h 

当乒0时，假定 dM 是凸的，其 Dirichlet 特征值记作 
Ko < ) A 】 < L …; Neumann 条件特征值记作 — #**< 

^*1 ^ ^ * * * }* 则外 > 1，有 

a 1 d 1 ‘ - 


其中 G ( iO , C 2 U ) 仅依赖于^而 d 为 M 的直径， 

证明：因为 Dirichlei 热梭 Ofeumami 热梭，在下面的证明 
中 HO ， y ，/) 理解为后者.由定理 4 .10,存在 C (»)， 使 

H ( x , y , 0 < 

令 y _ ; r ， 求其迹，得 
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H(x ， X ， t)dx 










< co ) 卜 r (V * )&• 


但当 d 时， y,(^/ 




VAd ) 




Vol(M). 而当 a / ' 


时，由体积的比较定理 C 第—章， SU 0 1- 17 ))^ 

以〜麟-柯 ， 


[4.3.5) 


V x { d ) 


d 


此处以0, A 表示 Rfl 中半径为4的球的体积，因而，如V # 


< d . 


则 


VZ l iV ^ ) < 


Vol(M) V 


(i r )’ ， 


所以 


d 


m 





< A 






任意固定 O U 上式左湍只取前々十 1 项，有 


(今 + i > w < CO ) 





> A 


因此， 


d 


^ k * 




(々十 1) < inf CO) {、 



I 




9 




_ 

<COO * — (六) 
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因此若 / • — A 即 — >/<*, 这样的&只能有有限个 

2or 

(依赖于 II ), 对这有限个自然可找到常数 f 00, 使 






b 


々+ 


C { n ) 


> 


C X ») 


\ 




U + i )\ 


而对其余的内， 一 定有 L _ 



2 户 * 


此时即有 


即有 


㈢ ; _)，>点(…)， 


叫 ㊁ o ) 


(1+2)- 

d 1 


対 Neumann 特征值外的情况证完■将 h 换成得类似的结 
-果，定理证毕. 

注： 同样的推理，如果 Ric ( M ) >则有 

At , ^ > CO , L (43*6) 

d ) 表汉依赖于》， l 欠 ， d 的常数， d 为 M 的直径， 

« 一 dim M , 

最后，我们利用热核估计导出对 Green 函数的估计以结束 
本章. 

在完备 Riemattn 流形上，可以定义 Greeo 函数为 

0(^ y) = (4.37) 

如果右端积分收敛的话，因为此时可以验证， G ( x , y ) >0及 

-^G(z s y) — — Wy). 

定理 4*13* 设 M 是完备的 Rietnann 流想， Ric ( M )> D ， 
如果(7(>,>0存在，则下列佶计 成立： 

CM r 1^(\/7)由 < G ( r ， y ) 

Vu . v > 

< 匕叫二 ^ V； l W t )dt ， ( 4 . 3 . 8 ) 

以及 


. 列 0 _ 


C , U ) \ < G ( r , y ) 

) * y : 

< CM r 以 W) … cy 7) 山， （ H9) 

J，*(y 

其中 V x (^/ O Vd(B 乂 ))， C lt G 为仅依赖于 》 的常数 • 

证明 ： iB r = r ( x ， y )， 则 

GO , y ) 一 r HU ， y ， /)办含 H 〔 r ， y t z)dt 

Je 

+ { £ W(i ， y ， 0 九 

Jr 

由定理 4.10， 

^ Hix . y^ydt < co ) (™ rrc \/ ^ )心， 


因此只需证，存在使 

pHO’y ， iX CM ^ 


即可 • 再用定理 4 . io s 




HU ， v，0 <: c 1 (tt)Fr i (\/ t )w (- t )， 

Hix t y, t)ds < CM j[ V： l (^ t ) e x P (— f) 

V '， 则 J < +00， 


dt 





dt 



再用体积比较定理 （ Ric ( M ) >0)， 注意 ^ 

if 


所以 


!MV 

y,w n 


「（0, 

v ^ 7 V s ) 



• 2 C 卜 



_ 

其中 ^j(«) a sapa n ^cxp (— 上 ) < +oo, 

a>^> \ 5 / 

至此 （ US 〕 的右端证完，至于左端，利用定理 4.8 中 
(4 二 21), 当 * > P 时， 

HO, 欠 ， /) > Ci(e, n^V~ l {\f t 〕cxp (— ) 

因此， 

G(x, y) ^ \^jUx >y ,Odt > CM j* KrcV )^. 

用同样的方法可证 （4.3.9), 至此定理全部证毕. 

注： 这个定理首先由 N. Varopoulos 证明，他的定理条件 
是： M 是完备流彫，0,且具有一极点 （ pok ) 使 
kiO > 0 t 此处 i ( r ) 表示沿由极点出发的测地线的径向曲率. 





第五章纯量曲率的保角形变 


设 （M, 容）是一》>2维的光滑 Riemann 流形.若 f 为 M 

上的另一 ^eraann 度量，称 g 保角丁 (又 称共形或保形于） h 如 

果存在 M 到自身之上的微分同胚 f 以及正值函数 C%M) 使 

得 I— p/Y 在，是恒同映射，即！~时的情形，称妄逐点保角 

于6 又称 g 为 S 的一个保角形变，在 s-g 的情形，即 g = 

■ 

称 f 力 （A/，r) 上的一个保角变换.命 

■ _ 

^^{pg\fi€ C W (M), p>0} 

为 M 上所有逐点保角亍 f 的 Rietnaan 度量的 集合. 在本章中我 
们研究如下的 问题: 给定 （M，g ) 以及函数 C«CM)， 间是否 
存在 P 賞/，使得 F 的纯量曲率犮恰等于 

为了回答上述间题，我们需要知遒在度量的保角形变下，纯最 


曲率的棺应变化.为此在局部坐标系下进行计算（使 兩对重 a 指 

标进行汞和的约定）. 熟知， Kicci 曲率可表示为 

_ 




+ r^ru - run. 


其中 


n 


2 




ki 


Ogst 

dxi 



P - liJ . 

dx { 


¥) 


是关 手玄的 Christoffel 符号 •用 表示关于 i 一对的 Chrhto 


f£el 符号，则直接计算可得 


n 




rS + 


2 


〜峡 + 〜㈣ p 


dx ^ 




— g“g 



P \ 
) 


由此永出 S 的 Ricci 曲率为 




(log + - 



( logp),X logp ) 


/ 


2 


k A ( log p) + 


? 


2 


IVlogpl 1 )^. 


于是由及 






BS 




in 




pHi 即可得 

1)p -s Ap — ™ C w 

4 


1)(« — 6) p _i S Vp 


为了消除此式中的梯度项，我们区分以下两种情形： 

情形 ( i ) n = 2,令 p — e 3M ， 则 R 与哀之间的关系化为 

R — 厂 1 U (S — 2 Aw) t 

由于在二维情形纯量曲率是两倍的 Gauss 曲率（记作 K 和兒），因 


此得出 


Au — K + — 0. 


( 0 . 1 ) 


反之，如交 e c -( M ) 是一给定的函数，寻找 g 使 g 的纯量 

曲率等于 S 的问题就等价于眾解半线性椭圆方程 （ o . U _ 


情形 （ ii ) 令 p = W 经简单计 算得： 

A«V 

\ n 一 2 ) 

这样我们的问题化为球解 

« — ? n — 2 ^ n 

厶《 — . J* —— 土― 十 -- Ru a ^^ ^ Q, u > Q a 

4 (j? — 1 ) 4 (« — 1 ) 


( 0 . 2 ) 

如果 K C 1 M ) 是 (0,2) 的一个解，则泛=就以及治纯量 


曲率， 

在本章中，我们总假定 d 是一个紧致、无边的光滑出心 
mann 流形.从微分几何的凭度看，最有兴趣的情痕是方程 0.1) 
和 ( 0 . 2 ) 中的兒及妄是常数的情形.这意味着我们要在每个度量 
的保角等价类貧,中找一个“较好的' 使得纯量曲率是常数的度 

量，由复变函数说中的单値化定理 (Uniformazation Theorem ) 可 

知，在 2 的情形这件事是总能办到的 * 而在《> 3 的情形，这 
个问题称为 Yamabe 猜测，它经过 Yamabe 年）、 Triidinger 
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(1968 年）、 Aubin (1976 年）等人的研究，最终被 Schoeo (1984 

年）所解决.其答案也是肯 定的. 

Yamabe 提出他的问题原是为了解决三维情形的 Poincar ^ 

猜测.设 M 为一光滑流形，则 M 上的一个 Eimtein 度量 S 是满 

足 Ric ( ff ) =印的 Riemann 度置，送里 Ric (^) 是 f 的 Ricct 

曲率，^为常数.在三维的情形， Einstein 度量必具有常截曲率， 
因此，如果在任何单连通的三维紧流形上我们都能构造出 Einstein 

度量，就可以推出这样的流形微分同胚于三维球面，从而证明 
Poincare 猜测.如果令 i 表承 M 上 Riemann 度 S 的全体，可 
以证明 Einstein 度量对应于 j 上的泛函 




Rgd fig 




的临界点，其中心是 s 的纯量曲率 ， Vs — \ kf d ^ 是体积， 

dimM ^ 3. 在下面第2节中我们将看到，如果把泛函 P 限制在一 
个保角等价类 免％ 。上，则这个限制泛函的临界点是纯量曲率为常 
数的保角于 h 的度量. Yamabe 的作法是在保角等价类中极 
小化即令 


Km , ?o) ™ inf Q { g ) 9 

如果存在 re 寶, ，使则 £ 具有常纯景曲率.为 
了获得 Einstein 度量可以进一步定义“极小-极大值” 

A ( M ) * sup inf Q (. g) m 

可以 证明： 如果存在 g 使 GKs) — A(M ， £) » A(MX 这时 

称史达到 4 汾 ））， 则 g 是 Einstem 度量.对任何紧致”维流形 M 
总有 JL(M , g 、 < ；L(S"， a )( 见引理 2.2), 这里&表示V上的标准 
度量，》>3,因此 P 的标准度量是达到 A 的一个例子.另一个例 
子是环面 T_ 上的标淮度罱 ？ a , 由千上不存在具正纯量曲率的 
Ri^uifton 度暈，有 即裏.达到了 乃（7*")= 

，名05 _ 



0,另一种可能的例子是曲率是负常数的空间形式， （ AT , ，尚 

不清楚是否被 Poincare 度置所迖到.如果能用上述 

的“极小-极大”步骤茌一般紧致流形上获得 Einstein 度量显然是 

♦ 

十分有意义的，本章将要讨论的 Yamabc 问题只是这个方向上的 
第一步， 

在以下的第1节中我们讨论二维情形的方程 （0.1). 在第 2- 
4 节中讨论《>3维情形的方程 （ IU )， 我们将限于讨论茇《常 
数的情形，即 Yamabe 问题. 

应当指出，在非紧完备的 Riemaim 流形的范踌内同样可以提 
Yamabe 问题.鉴于这方面的研究还不多，本书暂不涉及这个问 

题. 

5 I * 二维情形 

本节研究二维紧致无边 Ricmann 流形上的方程 

么“ 一 K + = 0， 〔0.1) 

其中 K 是 Riemaim 度暈£的 Gauss 曲率，它€ C «( A /) 是给定的 
函数. 由 Gauss - Bonnet 公式有 

(KdfM — ( 1 . 1 ) 

Jw 

其中是 （ M ，^ i 的体积 元 3 玖杈） 是 M 的 Euler 示性数 _ 因 
此，如 C ^( M ) 是 (0.1) 的一个解.，在 M 上积分方程 〔0 J ) 即 
得 

\ ( 1 . 2 ) 

这正是笑于 （ A /， f ). 的 Gauss-Bonnet 公式，其中务= P u g ， 这是 
因为 f 的体积元 dfi - 而其 Gauss 曲串沟显然 s 在 

m 

X { M ) 有不同符号的情形， U .2) 要求 g 满足不同类型的条件.因 
此我们的讨论将按照 X { M ) <0 S -0 9 >0,分为三种_形， 

情形 

虽然方裎 （0.1) 的可解性在这种情形尚未彻底解决，但我们 

对问题有较好昀理解.在这种情形,利用所谓“上，、下解原瑪”来求 

• • • 

_ 


m ^ 



齚 （01) 看丧是合理的.以下命题是这一原理的一种筒单情形. 
命题 1.1. 设 （ M , £) 为一光滑、紧致、《维 Riemann 流形 

考虑其上的半线性椭圓方程 


Au 4* /( 次， «) = 0, 

其中 fe C*(M X R ). 如果存在 0( M ) 满足 

厶屮十 Kr ， T ) > 0， 

厶必 + /(h 40 € 0 , 


(1.3) 


( M ) 


(分 别称中 和少为 （1.3) 的下解和上解 ） 并则 G .3) 有解 

" € C w ( A / ) s 满足 <p € w S 办. 

证玥： 令 j 为一常数便 得一』4 ?><必< 乂 由 M 的紧 


性，总可取足够大的正常数 c 使得函数 F { x ,0 


c / 十 f (： r , i ) 对 


于每个固定的 M ， 在 [ 一上是*的上升函数.定义 
△U 十 ^ 熟知， 乙作为 到 («e (0, 1)) 的 

椭圆算子，具有紧的逆箅子 IT 1 ， 而且，由极大值原理， L 是正算 

子，_ 成立： 

如则 a >〜. (13) 


现归纳地定义 


以及 




小， 


则有 


Tk ™ /- _1 CFC^, 々>1; 


Cl -6) 


L<p ^ L<p x 1 — F 〔 x ， tp) < F(^7 <P) = Lipi ^ L 小， 

其中两个等式由 C 1.6) 得出，第一个和最后一个不等式 S (1.4) 给 
出，而中间的不等式则是由于 F { x , 0 关于：单调上升.因此，利 
用〔1.5)就有 


gp < 奶 € 少 ■ < 少 , 


仿此，用归纳法可证 

if ^ ffJjt-i € 中 * < 必々 € < 必 ，^ 1 . 

序列和（化）的单调有界性保证了有逐点的 收敛： 

必，—并且少.现由 （ L 6) 和（外）及{由*}的有 

界性，利用线性椭閟方程的沽计^ > «) 我 n 推出这两个序列 
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存中有界.因此，上面的逐点收敛实际上是 

C 收敛.从而我们可在 （ L 6) 中令《而取极限，得出 

Lv — F ( x ， V )， (1.7) 

其中或 A 继之，由椭圆方程的 Scliauder 佶计可知，#和 
5^ C "( M ). 最后注意由 L 和 F 的 定义， （1.7) 与 （1.3) 是等价的， 

命题即得证. 

现回到原采的方程（0.【），我们有 

命题 1.2. 设 Z ( M ) <0,则 0.1) 有解的 -- 个充分条件是存 
在 （0 J ) 的一个上解 CKM ). 

证明： 由命题 1.1, 我们只需找到 C 0.1) 的一个下解 V ,使得 
^ 令史 =/ — <；，其中^为正常数，/是方程 

A/ = K — K 8 

的解，这里^ ( 心^是欠的平均值.由 （ U ) 及 Z ( M )< 

0知为负数，注意上述方程可解是由于其右端的乎均值为零. 
足眵大显然可使成立.又有 

Acp —尺 + Kf 抑 - - K t + > 0 

只要 c 充分大.因此我们可找到满足<?<必的下解 tp . 证毕. 

作为命题 1.2 的一个推论 > 有以 T 的结果(见 Kazdai.-WEii ner , 
Annals oi Math , , 99 ( 1974), H —47), 

定理 1*3 •如 J ：( M )<0, 交 < 0 但史不 恒等于 I 则 （0.1) 有 

证明： 由命题2山我需找 （0.1) 的一个上解.令少= 

«/十6其中 C -( JW ) 满足方程 

. «*^ 

A/ -= K a — K m 

这里艮为芡的平均值，由定理的条件& <0. 取正数 ** 足够大， 
使< KCx)Vxe 又取6充分大使5 > 0,则有 

A 必一 + Kc ^ — aKa — fC + ( e^ +t — a)K < 0. 

这说明必是 （0.1) 的上解.证毕 • 

条件（ I . 2 )说明在 X ( M )<0 的情形，々必须在某些地方取 
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免值 （0.1) 才可能有解，但在芡变号时 （0.1) 可能没有解，在这 

种情形可解性的充分必要条件还不清楚. 

情形 11. Z(M) = 0. 

在这种情形我们的问题获得了完全的解答. M . S . Berger 首 
先得到 （0.1) 可解的一个充分条件，而 K ^ zdan - Warner 指出这个 

条件也是必要的. 

定理 1.4 .设 Z(M) _ 0，则 (0.1) 有光滑解的充分必要条件 
是： 或者芡= 0,或者 （iO 兒变号且满足 

( 圮…兴 < 0， Cl .包) 

J M 

其中/是 A /- 欠的一个解. 

证明： 必要性.首先注意由 （1.1) 及 Z(M) — 0,有科 =- 

0. 因此存在使设《是（0.1)的解，令 
*» — /，则 ~ 

Av + Kc lp+21 — 0, (1.9) 

因而， 

(* 一 ( r^Avdpt ^ — 2 1 ) Vv 1 0 . 

JjW JAf Jjtf 

如果这积分 mO , 则必有 | V ^! ^ o 5 从而常数，由 (1-9) 即可 
插出芡 3 0. 因此，在犮#0时必有 （1.8) 成立，且由 （1.2) 可知 
交 必须变号. 

充分性 * 在芡 eo 时易见 f 即是 （0.1) 的解，故设 g 绔0.我 
们用变分方法来求解 （0.1) .令 


•及由 { u €： Lf ( M ) I ( — f = 0}. 

J U JM 

由于兖变号/是 L?(M) 的非空子集.我们考虑泛函 

J(u) — -i- [ \Vu\^df€ 

2 Jm 


在上的极小化问题.设若 存在叫 6 i 使 /(« o ) = inf /(«)， 贝 IJ 

由 Lagrange 乘子理论，存在常数 a ， #使得在 L (( AO - 弱解 h 意 
义下 
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+ a 十成产 t 切0， …… 

积分此方程可得 

■ 

a * F ^ ( K^ 2i dft — 0, 

•: _、■_ J W 

■ 

这是由于叫€ ^，这里 t 7 = | 是 M 之体积■因此 a = fl, 于 

Jm 

是， 

、 j K^dfi — — j e~ 2u ^Au b d ft <10 ， 

■ 

■ 

■ ■ ■ ■ 

条件 0-8) 则保证了 0. 令〜‘+ 1 log A 则外是 （1,9) 

■ -1 2 

的一个I卜弱解.下面将说明，对于任何 W e Lf(M ) ， / e LnM) ， 


1. 因此，由标准的椭圆正则性理论可知 A € cr ( M )，—》= 
6 + /即是（0」）的光滑解. 


现设{#/}亡 j 是 /(«) 在上的一个极小化序列，即 /(»/)— 


心由 由于 \ u^dfi M 0，故 (Poincare 不 

JM 


等式 X 所以 {〜} 在 « M ) 中有界，我们可设某个子序列，仍记汾 

在 U ( M ) 中弱收敛于 《 B .由八 《) 的弱下半连续性 5 

Cu 另一方面，由卮面的引理可以推出 

■ 




lim I Kc^^dfi 

r - JW 





由此可知叫专 I ^ 


±BE=L 


0 是明显的 


K €^ lf dtA m 

). 从而由^的定义有 


/(叫）為这证明了 /( A ) 而前面已经说明这样的 《 t 対应 

于 （( U ) 的一个光滑解.证毕. 


为了补出上述证明中一个分析事实的证明，我们需要 

■ 

弓 I 理 1.5 (Triidluger 不等式）•设 （ Md ) 为一紧致、无边、 
二维 Riemann 流彩，则存在心 C >0 ,使得对所有满足^ - 
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证明； 令 lh ， 私， 1 为 M 的一个单位分解， 满足： 

每个 tv 都微分同胚于圯上的单位圆盘 < p ,€ cr ( t / f ), o < 

^pi I 5以_及 〉 j ^py 1，令叫 =sa 史 * ■“，.則“ - S 我们先证 

r = ) * =1 

存在常数 〃。 >0 ,使 _， 

1 W〆 q V~P Vp >2, ( MO ) 

这里 "• ll P 表示乂 P CM ) 的范数， 

事实上，令〃 t CAD )， 我们有熟知的等式 

泛 00 ™ ( Vi/Cy) * — - y ，Y dy > 

2jr \x — y \ % 

因此 ^ ； 

^Wl<~ ( |vKy)1 - -r^-r. 

2tz JD jar 一 y\ 

钯被积项写为 （ iw ia k- y 卜 * u — yr 扣 * I 办 r 抑，由 
Holder 不等式可得 

I i ^2 l a S^ — y\~ 9 dy^j 

(!〕 二 i 、 r ( u ▽心厂、 


其中？ 


L 


p f 2 <2 -雖有 




i 


今 dr 




SAC 尸十 2 ), 


因此有 


v«/ \ p dx ^ cXp ^ 2) Y+1 {'Vif^dx ^ ， 





1 /f 


^ C } \/ PM^t V ^ I ^ A ： 


t/a 


0-11) 


由于 CUB } tKO ) 中稠，故 (141) 討所有 "e Ll { D ) 成立.由 


；f 叫 在叭中紧支， K 微分同胚 f D ， 故知（1」0)成立 * 于是 

WU < hw , < ^ %/7 s Hv^lU 

^-1 ^ 


* 



<^ V 7( i ! v^u + ||«||,). 

但如^=0,故由 Poincare 不等式得 

^ V f ilV^ili* Vp > 2. 

现设 < l , 则 

((2 川 m 

若 P 足够小，则右踹级数当 JV — «时收敛 * 由单调屯 
\ WXC - 证毕， 


时收敛 * 由单调收敛定理可知 


引通存在常数使得对于 KU ( M ) 有 


Cexp [ i | l | Vtf||j + — 


i. 


ai 2) 


证明： 不妨设否则 《= 常数， （ l . l 2 ) 显然成立, 
我|门有 

…抑， 

其中叫 《 j 为 Trudiager 不等式中的常数，対上 

V jm 

式取指数并在 M 上积分，即可得（ M 2)，其中 I ? = I 陳 证毕， 
在 a 〗2 ) 中以邱代替《，即可看出 p ( m ), 扑> 1.另 

一方面容易证明形如的泛函关于弱拓扑是连渎的. 

事实上，设在 I - f ( M ) 中弱收敛于》，则 〜在 L ^ M ) 中强收 
敛于《(介>1)，并且 

( K (^ — e u ) df 4 = f K ( l — 

J « Jjtf Ja dt 

• • 

— j l — u ) dfldl 、. 

利用 HoJdcr 不等式， （ l 」 2 ) 及叫 — “在 V ( M ) 中，可知上式趋 
于0_ 

情形 111. zciio > ()• 





在这种情形， M 或者是球面= 2)，或者是实投影 
平面 RFUUO 〜 1). 我们先讨论 ( M , s ') 是具有标准度量的球 
面⑼， &) 的情形，这时 Gauss 曲率面积为 G •方程 （0_1) 


成为 


A » 


1 十 




0 


0*13) 


条件 U . 2 ) 则为 


S 1 


K£ 2tf dfi —* 4 霣 . 


(1-14) 


这条件要求尺必须在一些地方取正值.但即使 K >0, (1-13) 也 
可以没有解， Kud 幼和 Warner 首先注意到以下 事实： 

命题 1.7, 令 <p € C ™(5 3 ) 为标准球面上的一个第--特征函数 

(1-15) 


A < p 十2沪 


设 W f (夕）是 （1.13) 的一个解，贝 I 




VAT * V<pe 2 _dft 


0. 


0*16) 


证明： 第一特征函数 V 的二阶协变导数满足 


平 “i 


<PSih 


Cl 」7) 


用 ■ Vp 乘以方程 CL 13) 再积分可得 


r 

j x (▽« ， 


s 1 


▽tf _ ^ipdfi 



2 


(V 


'V^Kc^dfi 




0, 


(1.18) 


利用分部积分及 （〗.17) 有 


j (Vw ^ V<p)A«^jw = — j b . VVp) • ^7udfi 


2 


V(|Vw| J ) - ^(pdfi -h 


\Vu\ 2 <pdfi 


2 


Vu 1 ^(Aqp H- 2tp^dfi 




0. 


又有 




Vw 


一 j ^ ft 
▲ 




IV 芦 



另一方面， （ JL13 ) 的第三项积分等于 



2 



■■■Vjr - 

KV^ m 


^<pdfA ^ 



(VK - 



Kc 2H Af：pdfi 


fixaM 


(VA ： * V^p)e^dfi 

2 



tpK ^ H d ^ 


综合上列计算即得 （ U6 乂证毕 . 

如果取芡 -M + sip ， 其中 s 沟充分小的常数，则定 >0 ,而 


(1.16 ) 变为 

j \^q^\ 2 e 2u dft i) t 

这显然 是不可能的，因此对于这 样的定 （ U 3) 不 可解. 

注：在标准球面 S%n > 3) 上也有与命題 L7 相似的结果. 


设 <? 是々上的第一特征函数，即 A<p + ncp：- 0, 如果 g — 心 
的纯量 曲率为 J? ， 这里仏是 S” 上的标准度量，则 K^daii 和 


Warner 证明 

r 239 

▽屮 • «= 0. ( * ) 

^的第一特征函数的梯度向量场尤 一 Vcp 是保角向量场，即 X 产 

生的单参数变换群中的每个变换都是 P 上的保角变换.利用保角 

■ 

向量场可以导出一类微分方程的解必须满足的恒等式，最初是由 

■ 

■ 

Pohozaev (Soviet Math. Doklady ， 6(1965) ， 1408 — 1411 ) 发现 


的，他在 R _ 上利用 X = r ^- # 最近， 作者之一证明了以下的一般 

dr 

性结果 (R*Schoen 5 Existence of weak solutions with prescribing 

■ 

■ 

singular behaviour for a conformally invariant scalar equations) p 

命题 . 设 （ M , 为一具光滑边界 的 0 3) 维紧致 
Riemann 流形， R 为其纯暈曲率.设 X 是 （M ，的_个保角向 

量场，则成立〜. 

爲一叫 ( x ， 执 


:? U • 



其中 Ric 为 Ricci 张量，表芣 Lie 导数 # 

■ 

茌 V 上取 A ： = ▽(?>， 则 9 T x R = V(p ' VR . 又注意 穿赛 

办的体积元 = 内及 as "， 0，容易看出（*)式是以上 

一般性恒等式的特例， 

Moser 在1973年给出了 （ M 3) 可解的一个充分条件，其陈 
述如下 • 

■ 

定理令（9, A ) 为妒中 的单位球面.设定 e cis 3 ) 满 

I 

足它（一太） = SO) Vx € S a CR 3 , 且 max X ；> 0 ，则方程（ 1*13 〕 


有解《《€^(夕）满足<一太）-^0),办€5 3 . 

这个定理的征明依赖于不等式 (1.12) 以及对这个不等式中 
的常数 W 的精确估计. Moser 证明了 


引理 1.9. 在标准球面上 9 不等式 （ U 2) 中 的常数 q » 1/1 心， 

如果不等式中的函数《还满足对称性条件《(—均曰《00,则 a 
可取为1/32。 

■ ■ ■ 

证明请见 Indiana Univ * Math . J ” 20(1971)， 1077 — 1092, 

现考虑以 （0) 中的子空间 


^4^ 一 



ud ft ■*■ 


0 3 ui — x ) 



#00 nf € 



由引理 U 可知，对于以 i 成立 


2 


dfi C exp 


Sar 




( U 9) 


\ j 卜由于 max K > •不是空 

集.定义 


i(«) 


PE=is 


1 


2 


\\ Vu\\i 


■ 

2s ： log Kt 29 dpt^ u € 


« inf { J { u ) \ u € ‘<*}， 

注意 （〗.19) 保证了 

/ C <0 >11 ▽“怕 一 2 i«r (— || V «| l 3 Hr log C H - log (max 定） 

2 \8 flr 
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=|| v^m — c u (1.20) 

4 

■ 

因此 h 现令为泛函^在^%中的一个极+ 

化序列，即 / U /) — Q 当*’—《. (1.20) 说明 | lV «,| i 3 有界，由于 

在 Z - K 5 3 ) 中有界.故可设某子序列，仍记为 

在中弱收敛于 》 B . 由情形 II 中的讨论可知，泛函 J 
是弱下半连续的，因此 JM < 又容易验证 ，叫 e 
之定义有4.故八《«) = 由 Lagrange 乘子理饱， 

«，满足 Euler - Lagrange 方程(这里要利用交(一 O ㈢ 芡 00) 

A ，丄 AjtKe 1 ^ , 

△鉍，十 - -- A ， 

K^dfi 

其中； L 是 Lagrange 乘子.在 P 上积分此方程即得 O ， 即 

■ 

又 -=* 1. 再令 «=«„ + -— log (— ( 心)，则 w 是 （1,13) 的 

2 \4 jr Js / 

—个 L 卜弱解.由正则性定理 〔参 觅情形 II 中的讨论）可知〃是 
(1.13) 的光滑解.这完成了定理 1.8 的证明， 

如果把 V 上的点^与其对径点 一 r 相等同，就得到实投影平 

面 RP 3 . 任何 Kt C - CKP 3 ) 提升到 P 上时，均满足发(一*)三 

定 00. 因此，定理 1.8 说明： 在标准度量的 RP 上，一个光滑函数 
是 某个逐点保角于栝准度量的度量的 Gauss 曲率，必须而且只需 
此函数在某处取正值.注意必要性是由 (1. H ) 决定的.事实上， 

这个结果对于非标准度量也成立（参见 T . Aubin , J . Funct . Aaal .， 
32 (197?), 148—174). 

最后我们指 出： 在定理 1.8 的证明中，如果不假定对称性 
(«C — O € «00)， /(«) 仍然有有限的下界.但是可以 证明： 除非 
K - 常数， J ( u ) 的下确异是达不到的 .因 此在芡不具有対称性的 
情形,问题更加困难，需要使用比较复杂的变分方法在一定条件下 
获得/00的非极小的临界点. 
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^2, Yamabe 问艟与保角不变置 UM) 


在本章开姶我们已经解释过， Yamabe 问题 就是： 给定一个 
维数为 n > i 的紧致、无边 Ricmaan 流形 （ M ， f ) ，问是否存在 


保角度童妄 
求解 


U 


f ， 使 S 的纯量曲率为常数，这个问题等价于 


Au 


2 


40 


1) 


i ?« 十 Xu n ’ 2 — 0, 


^ > 0 5 « £ 

其中 E 是 （ M ， g ) 的纯量曲率，1是常数•记 


ai ) 


P 


2n 


2 


2 


40 


1)， 


L 


A + ^ 


( 2 . 2 ) 


称 L 为 （ M ， g ) 的保角 Laplace 算子，方程 C 2 ， l ) 可写为 


Lu 


Xu p 


Yamabe 注意到， （2.1) 是泛函 


⑽) 


Rgdfi 




( L 塢 


Vf 


限制在保角等价类嘗 ^ 上的 Huler - Lagrange 方程.事实上，0 

可以写作仏(泛）="足)会 f 以《)，其中运 ，•但 
由（0,2)，泛的纯量曲率& — a ~ W ~ p Lu > 其体积元 rf 作 — “ p d 柃，椒 

其中 r : 

H(«) = j uLudfi ^=-1( \ Vu\ 2 -H ^Ru 2 ^dfi 9 

u«iip — (j M wi 

我们称 0(«) 为（从，反）的 Yamabe 商•若 《 > 0 ， 《 6 C W (M) 是 
0 的临界点，即+ ^)|, =o = 0, C M ( M ), 则容易导 

dt 

出《满足方程（2.1)，其中常数 i « H («)/ tl « H ^ 




现注意，由 HSldef 不等式有^办以;*|<4«11“因此以《) 

下方有界.定义 … 

' - ■ 

— IntiQiu) \ ue C to (M) 5 u > 0}, 

由上面的分析看出， i ( M ) 是由保角等价类贫 s 确定的，而与基准 

■ 

度量 S 的选取无关，因此称之为 ( M ^) 的保角不变量.事实上， 
如果另取一基准度量 f = 其中屮 > 0, 0 dM )， 令 g 

为关于 S 的 Vamabe 商，通过直接计算即可得出 QM = Q (< pu ) , 
因此 g 与 0 有相同的下确界.这一事实在我们以后对 ixm 进行 
估计时将多次甩到.另一个将要用到的事实是， U . M ) 可以等价地 
定义为 

■ 

只要注意到忟 UvMUia 此第一个定义中 0 吨限制 
并不使 HM ) 的值变大）及在 LKM ) 中稠，就不_看出 
两种定义是相等的， 

保角不变量 KM ) 的重要性在于有以下 结果： 

定理 2.1. 设 （ M ， g ) 为力维紧致无边 Riemann 流形，如果 
A ( M ) < 1(5"), 则 Yamabe 问题在 （ M , 上可解•这里 SV 表示 
具标准度量的《维球面， . : . 

在证明这个定理之前，先考察 ) 与 R " 上的 Sobof ^ 不等 
式中的最佳常数 d 的关系.我们有如下的 Sobolev 不等式 

A ( j R * P ^ 

注意的纯量曲率为零,因此它的保角 Laplace 算子就是 一△= 

■ 


n 


S 


a 3 


； ( dx^y * 


如记为 R •的 Yamabe 商，则最佳常数 A 可定 


义为 

A ™ mi{Q^{n)\t4€ C^{R m )\{0}} % 
在本章的附录中将证明 a 可以被 R " 上的一族函数 
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(2.3) 



所达到，其值力 


A 


其中是 V 的体积 








IV 


现令 P 




( 0 , 


，0, 1) 艿 5" CR ^ 的北极，定义球极投影 


R 11 为 〆 铲， 


■ ， 


-，§_“）一( 


e 


r 


t 


.容易 


验证，是保角变换，事实上，如记办为 y 上的标 准炱量 ，心 1 为 r 
上的欧氏度量，则有 




〜°°"此 


设 《 e . c % s ，）， 令豆«。^ 1 € cr °( in ， 则由 e 的保角不变性 

有： p 5"(«) - 另一方面 5 利用 R " 上的截断函数容易证明 

(参见附 ‘）5 可以用 A € c - on 逼近，使得 0 R "( a ). 
由此 可知 ： > a . 但另一方面 又有： 

引理 2.2. 对任何紧致无边 ^ ernann 流形 （ M ， g ) 均有 

兄 （M X A , 因此必有 l (5 n ) = A . 

■ 

引理 2.2 只是对 A ( M ) 的一个粗略估计，由于我们在§ 4将对 
i ( M ) 作细致的估计，因此这里暂不给出引理 2.2 的证明， 

下面我们开始证明定理2 J . 首先指出， Q { u ) 中的分母为一 

积分是 Sobolev 嵌人 (K 

ft — 2 

的临界幂次.当时这个嵌入是紧嵌人，而当 q 与 P 

时这 个嵌人 _ R 是连续的，而不是紧的.这使得我们无法直接对 
p («) 进行极小化而获得其极小临界点， Vamabe 的办法是，先抱 


幂次 P 减小为 s < p 7 这时可以用极小化过程获得逼近 解叫， 然后 

考察 A 在 j — 时的收敛性 ( Yamabe 在这后一步中犯了一个错 

■ 

误， Triidiftger 指出了这个错误），确切地说，对于^€ (2, ?] 定 

■ 

义泛函 


QmM =- 


EM 


以及 





in £{ 仏 o )|«€ LKM )\{0 }K 

利用 Holder 不等式容易得到 L 的一致下界.又注意， L 的符号 
是与保甬 Laplace 算子 i 的第一特 征值内 的符号一致的，事实 
上，当抖 so 时，五 Vue 因此 h 為 o . 

而当灼<0时5^取乙的第一特征函 数奶， 则£(奶） 一 aWiH 2< 

■ ■ 

■ 

O, 因此又 〆 0. 

引理厶3_ 若夂> 0 ,则 a,-^(ao 当尸^ 

P . 

证明： 注 意仏一 £»,所以^现取 e LKAOMO } 

使0史(》/) — i ( M ), 固定叫，则有 Is ^ Qp ^ Ui ) 当^^ 

P . 由此可知在时，如上所述込00 >0, 

t^wp 

W ， 故由 Holder 不等式 ； , 

QM - QAu ) - 祿 < CU «> ， v ^\ 

因此 ^ i ( M ) l t V^ 1 & 说明 Kina ^ A ( M )* 引理因而得 

证， 

引理 2*4. 设 2 < /则存在〜€ C fc ( M ), «,>0, 11^ IS ,- 
W 使得 QsM - L ， 且满足方程 

Lu t 和 ls^r\ (2.4) 

证明： 联一极小化序列 N /} cj ^( m )\{ o }， 便0乂叫)一^.由 

我们可设^ >0. 又由0乂川）》么（《0, V 正 
数我们可取 il « i ||, »= 1. f 是2乂叫 ）*=* EM a liVw . ill + a * 

j M 扣 —u 因此 iSv ^ lli ^ c , + c t \[ u^L 但又有 

iU . ll ^ HSlder 不等式），可知 u , l 在 UCM ) 中有界.因此我们可 
以假 定彳叫 U 或其子列）在 U ( AO 中弱收敛于某个〜.怍为弱极 

限， | lV «,|| a < lim || V^lU 由于嵌人 当 1 < r < 声时是 

| - •» 

紧的，因此 RuU ^ b “ n « 所以， Q ^ M < 
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h •由 h 的定义必有 QA ^) — A,, 于是，作为认的 
临界点，《，是 Euler-Lagrange 方程 (2.4) 的 L 卜弱解的正则性 
可以用所谓靴带法 （Boot-strape ) 得到.由于 K 1 € L^s 

^ ™ 一 由柄圆算子的理论可知 « f ^ Li \ 而由 Sobolev 

i — 1 

嵌人定理推出〜 eLN 朽-^厂>户，因此又有乙心爸 

ns — n — 2它 

重复以上步骤可证V 《： >1. 这样，在夺> 
界时就有“ 〆 CM . 利用 Schauder 理论又可把正则性提高到 
M c — (注意方程右端4厂 1 是 Holder 连续的\最后注意，由 
于吣会0,>0,从方程 （24) 可知存在^ ^ 0使 Au, — cu ,< 
因而由极大值原理 推出： 若存在 A € A/ 便 A(r,) « 0 9 则 up 
0. 这不可能， 所以〜 >0. 由于当 f > 0时函数光滑，因此 
可以继 续把〜 的正则性提到证毕. 

_ 

现回到定理 2.1 的证明.不难看出，如果60 < 0有一致的 
上界： u s ( c , 则用引理 2.4 证明中的推理可以得到《，在 
中的一致界，々为任意正整数，因而存在子列 
Si — 在 CKM ) 中收敛于# € C_(Af)， 而# 满足 

Lu =- lu p ~ l , p(«) -=• I, « > 0, 

其中 Jl » limi" .在 i(JW) ^0 的情形引理 2.3 说明； l - i(M), 
而在 KM) < 0 的情形， i<X〔AO , 从而但由 
UM ) 之定义，必有 0 O ) _ A ( M )， a 即为所眾的 0 的极小解. 

因此*为证定理 2.1 只需证^有界.假定不存在这样的界，则 
存在4 = 〜 t ， A /， 使得 « t (^) max a 会 — + 

由于 M 紧致，可设 A — 取☆处的一个正规坐标系， 
在此坐标系中 

gij ^ x ) — d n + 0(|x| a ), det g ti M = \ + OCUI a ). 

设 h 的坐标为则 — 0当々 — 》 . 力满足的方程可写为 

十 々“r ■ _ 0， 
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ft 中设此方程垚 W < 1 上定夂，规萣义 

_ m^ l u k {s^x H- h )， 

其中 6 ~ m 1 广 p — 0,则 & 在举径为 ^ (l — k*l)/^ °° 

的球内定义，并满足方程 

• • 

S 

f - C 2.5 ) fc 

bk 

其中 ◊ 

咖 ）1"(M + 4)—3"， 

= V det 交 O^r 十； r 々） 一 ► 1 ， （ 2-6 〕 

q(x) = am^*kR{d k x -h x k ) -► 0 P 

这些收敛在 K fl 的任何有界闭域上是致收敛，现注意，0< 
^<^(0) - U 因此，对 （2+5)* 的解4进行 y 和 Schaiukr 内 
估计可得以下结论：对任呵及>0,存在 C(/?)>0 和 々（ff>>0, 

使得 

IW1U 叫 c(/?)， 片>々（/0, 

取一列用抽对角线子序列 的办洼 可以得到子列{^>, 
使 ％ — 这收敛在每个 B Rm 上是 CL 收敛.于是由 

(2.5) 和 （2 而可知〃是方程 


Ap + Xp ^ 1 -*= 0 


(2.7) 


的非负解， K0) = 1.由极大值原理》>0.由引理13,当 
0时， （2.7) 中的 A ~ UM ), 否则 A < 0, 

现注意，通过积分变换有 


^<¥V 


t^b 也 dx 


AS 




\/ d^tgdx - $1^ 


< a^ s 

其中- - _ a > 0,因而 l 甶于在任何有界集上 

八 一 2 ■、 

心一致收敛于 〆 ，故由 F « ou 引理推出 

• • 

1 f 

j R « < 1. (2,8) 

类似可得 R 
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* 


i < CO. 


令 ajecr ( ir ) 为一截断函数，在札 (0) 中在 R 、 


B 3 (0) 上 1| M G . 定义〜0_) 






■ 

R 


容易验证 


fl 


( lv (^ 


气 ） l a + k 


^.10^ 


0,当 12 


用 4 乘以 (2.7) 并积分可得 

♦ "7t/ K dx 

由于 （2,9) 我们可在上式中令及 


(2,9) 




X \ p F ~ l v^dx^ 


而得 


0 


jV^[Vr 


ST? 


I 


I〆 。' 


(2J0) 


如 A < 0, （2,10) 说明 


常数，而 (2.8) 说明这个常数为0,这 


显然与 p ：> G 矛盾.因此 i >0, 此时 A — A ( M ). 利用 (2.8), 
(2-10) 以及 Sobolev 不等式我们得出 


A 



i/P 

v p dx \ < 


IS 


j Vu j V 


/■ 

i( 叫 〆 心 


认而 


A(M) (j RB < a(M) # 


这与 ； LUO < d 的假定相矛盾， 因此， 在这一假定下化 

必有一致上界.这完成了定理的证明. 

定理 2.1 把 Yamabe 问题的求解化为对 UM ) 的估 ih 事实 


上， R 要找到某个函数9,使得 P (^) < 就有 HMX 

■ 

K ^)> 因而 Yamabe 问题可解.利用这一点， Aubin (1976) 证 
明了： 如果《 > 6,1而 ( M , g ) 不是局部保角平坦的(即 Weyl 张 
量 ，赛 0 )， 则 1(M) < Schoen (1984) 则解决了所有其 

余的情形，他 证明： 如杲 （ M ， g ) 不保角等价于标准的则 

■ 

i ( M ) < A ( r ). 由予在 ( M , 保角等价于 y 时问题显然有解 
(因为这时有保角微分同胚使的标 
准宾量， peC ' M )， 显然时是常曲率度量）， Yamabe 问题获得 


，223 * 



了完全解决. 

Aubin 的证明是局部性的， 假走 且存在使 
l ^ CP )! #0,这里灰是保角不变的 Weyl 张量， 则可以构造一 
个在 P 的任意小邻域内紧支的试验函数 < p , 使 QC < p )< U 5-). 
Schoen 的证明则利用了流形的整体几何性质，他注意到，保角 
Laplace 算子 L 的 Green 函数与 R * 上达到 Sobolev 最佳常数的 

函数 (2.3) 可以用来构造所需的试验函数9,而在《 _ 3或， 
贫）在尸点附近保角平坦的情形， Green 函数的渐近公式中的常 
数/若大于0即可係证 QM < 利用广义正质量定理可 

以 i 正明，当 CM , 0不保角等价于 S * 时，常数 d >0. 在《 »4, 5 
时， Schoen 利用对度量作精细的扰动的办法：也找到了适当的试 
验函数. 

我们下面将要给出的饪明，是基于 J . Lee 和 T . Parker 最 
近对上述证明的改进.他们的主要改进是找到了所谓保角正规坐 
标系，并给出了 Green 函数在这种坐标系下的渐近公式.这样， 
Aubin 和 ScKoen 的证明可以统一起来，而对《 = 4, 5也不需要 

作特别的处理. 

■ 

§3_保角正规坐标与 Green 函数的渐近展开 

我们首先证明 Lee - Parker 关于保角正规坐标系的一个结杲， 
然后给出在这种坐标系下保角 Laplace 算子的 Green 函数的渐 
近展开公式，以下我们称 M 为一 Rkm ^ nn 流形，总是假定在 M 
上给定了某个基准度量&，称 f 为 M 上的一个保角度量则意味 

着 S ( 免 

定理3.1，设 M 为一 Riemann 流形， P € M , 对 f 任何 
2，存在 M 上的一个保角度量 g , 使得在 P 点处的/的正规坐标系 
中有 

det ( h ) = i + 0〔 r N ), 

其中 r »= I jc | ， 在况 > 5时述有 

R ^ 0( r 2 ) 和 AR { P ) - -丄 1 WiP'yW 





送里和 W 分别为 f 的纯量曲率和 Wcyl 张量 t 
在证明这个定理之前需先证明一些引理 • 

引理31设 Pe M，T 是切空间 7VM 上的一个 U +2) 阶 
对称张量，々>0.存在唯一的一个（々 + 2)次齐次多项式/，便 

得在 f 的正规坐标系中度量 f 满足 

SymCv^ y )(P) « T , (3,1) 

其中 Sym( - ) 表芣张量的对称化，泛和^分別是 | 的协变微分 

_ 

算子和 Ricci 曲率， 

证明：令 为它往 P 点处的正规哄标系， M . 用穸™ 

表示 ，的 《次齐次多项式的空间.令 f 则由 

Taylor 公式有 

F ⑽ C 《） + OCr …)， 

1 

讳中 _ 

F^Kx) - 厂 - 1 、〜 ZI d K R^P)^x K e 淨私 

这里尺 — （心， .尤^*-，，1^1 注意， 

RiccL 曲率的协变导数 Rn .^ - + A# ， 其中心 K 是 

由化的阶数小于1尺1的导数所构成的多项式.固此，如 h 

发，则对 1K1 =々有又注怠，（ 3 .1)等价于 

0 — S di?(P) — r_j K VW — 々 ! ^ a+a> c*) 

JKj = j 

+ 2] ( 心 Jt — ToiOxW. (3.2) 

i ^ i -+ 

由关于齐次多项式的 Euler 公 式有： xWd 办卜 

(々+2)(々十又有 = A /+ 0( r * + J ), 其中 △» 为欧氏 

LapUce 算子.于 是由艮 > 与民7的关系(参见本章开始部分)可 

以导出 

^ 戶 ( 无十 2 )( 太 ） + 〔2 — n'ye.djf — ( aj ) 5 "i 

;尸4+幻（方 ）…、筇一 2)( 々+ 2)(4 十 1)/ — 

t 



下面的引理说明，算子 r% + 0* - 2)U + 2)U + 1) 在外 

可逆，闶此存在唯一的 M 分^ +3 使（3.2〕成立，征毕. 

引理 3A r 2 A > 在上的特征值为 


ih 


2 j{n 


Z-blrn — 20: 


0,…， W 21} 


对应于\的特征函数是形如 rV 的函数，其中必€ 谬 m 是调和 
多顼式， 


证明：对于仿 — 0或1引理显然成立.现设 m > 2 ，/6 廣抑 
满足- Xj . 由 Euler 公式， A ,/ € 满足 

lA^f A 0 (r ? A D /) *= A 乂 r J )A B / + 4^6/Aa/ + r 2 A?/ 

= InA^f Hh 4 (m — 2 )Aj + r 2 All . 

因此， — 2 ft — 4 /w + 3) A ,/. 这说明，或者 A >/= 
0, 因而 X ^ ORf 为调和，或者 （31 _ — + 8) 是 r 乂在 

麥 u 上的特征值，对应的特征函数为 △ 丄在后一种情形 f 可表 
承为卜 由此不难用归纳法完成证明. 

弓隨 H 在泛的正规坐标系中， det (私）有如下的展开式： 

■ 

i - R -- Rij^x^x* 


20 




90 






+ 0( r 5 ) , 


其中系数中的曲率均取值于 p 点. 

证明： 令为 S 在 P 的一 个邻域17 上的正规坐标，通过这 
些坐标把 U 和的一个开集相等同， f 与坐标原点相等同.先回 
忆 Jacobi 扬的定义*固定考 虚映射 r : R X H -^ H % 

定义为 r 乂 0 = Kr + 圬），这决定了一个单参数族的从原点出发 

■ 

■ 

■ 

的测地线.令 r = r 办).变分向量扬 X ( r :(>))_ f 

Os 

称为 Jacobi 场 # 由于対每个^ A 满足测地线方 Wv T r » o , 又 
由于 0 = 7* 1^1，^-] - [ T , K ] = ▽ 〆 一▽#，我们有 


f 2Z^ t 



0 = ~ VrVxT 十 Vtx.Ti^ 

*-VrV T ^ - RiT, X)T. 

固此 X 满足 Jacobi 方程▽认 = K t (X )， 这里心表示曲率导出 

的线性映射 R(T ， OT. 

K0= |X(r,0))| a 的 Taylor 级数，可以通过用 Vr 反复財 
之微分而求出 . 利用 Jacobi 方程， X(0)- 0 ^ VrX(O) » L 算 
出最初几项为： 

Vv/CO) - 0, V^/CB) = 2( s £ , ^>(0), Vi/(0) =- 0, 

vl/CU) - 8(^, ⑽ ) ， VU(0) - 20<(v r R,).S 0(0 )， 
V^/C0) - 35((V 2 t R r )^, 芒 X。） + 32(/?^, Rg 〉 C0). 

因此 * 

<u>uo- r s ； xcr,co>r = 七 f <n?> 

+ ' o 十 5 ((vnm 

6 1 U 


十 m R T ^y + o(n, ( 3*3 

45 

其中右端的内积均在原点 取值 . 令士 #: ，贝 rj 

ox* dx r 


由 （3.3) 可得 

f 叫〔 X) ^ ^ p / j ^ 

3 6 

+ (- } - R 
\20 

X :V 龙 V + (?(r 5 )， 

其中曲率项均取值于原点•令= ^ P { A Pq ) s ^ 

=丄 A " 〆 ：^ + 士 R ㈣ 次 x W k 

3 6 


夕 〜 A 


十 


2 


45 






+ 


2 

45 




( 3 . 4 ) 


x 十 0(r 5 ) fc 

由此可知，具有引理给出的展开式 . 证毕 , 
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由 （ 3 .6 a ) 知 R riii = fV ifki 以及 
因此由 (3.60 推出 

+ R^a -h 2h ， 十 

+ 1" (疋步一妒一十 
十 如 w ()• 

现缩并指标 h /, 注意由 Weyi 张量的对称性有 心咖 


定理 3,1 的 证明： 归纳地假定玄满足 det (~)= 1 +0( 〆 ）， 

N > 2 . 容易看出，在展开式 （3.3) 中每一项均取如下 形式： 

V [< (▽广丸) U > + J )】， 

其中4为常数， S 是由札的阶数小于 k ~ 2 的导数所构成的双 
线性型. 

因此 ^ t { gii ) 的展开式可 写为： 

^{ gii ) — 1 + 2 — T ijK } x , xi x K 4 - 0( r N+1 )fl 

0.5) 

其中 T iiK 为由曲率的 A 于 2 V _ 2 阶的导数构成的 T 9 M 上的一个 
紂称张量 r 的分量. 

由引理3,2,可取 使得 sym ( v w - l R (7 ) = T . 

注意 dct (|^) 也满足（3.5)，其中/?, 7 与: T 換为氣，■与但在 
/€麥~的情形亍 一 7\故由 syraCv ^^) — f 推出 det (^)^ 

1 + 0( r w+1 ). 这完成了 det (^) 的渐近展开的归纳证明. 

现设汉>5,则由 det ( g ^) = 1 + 0( r 0 知引理 3.4 所给出 • 

的展开式中的系数为零，即在 P 点处有 
Ca ) K fi - 0, 

(b) K ihk + R jkwi + R ki ^ - 0 , (3.5) 
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~~ ⑷叫 〆 屮 一 胪一 ）=+ 并利苗 Bianciii 恒 

等式 R ti ^ 2 RU , 即得出 

( 从," + R r} , kk H - j Wip ^ W ^^ x ^ x ^ 0. (3.7) 

再缩并，，/，得到 AJ ? ， 及，" - Mw \\ 

6 

最后，由（3.60,尺 (n = J ?"( P ) = 0 .由 〔3.6 b ) 有 i ^( P ) =_ 
2 及咖■，与 Biaochi 恒等式相加即得 2 UP ) = 0. 定理 3 .1 证毕, 

我们称定理 3.1 给出的保角度量及其正规坐标系为保角坐标 
系，并且将总假定 det ( h ) — 1 + 0( r w ) 中的 iV 充分大.下面讨 
论在 X ( M ) > 0的情形下 ， L - A + K 的 Green 函数在保角 

正规坐标系下的渐近展开.由熟知的结果 * 在只；> D 的情形，存 
在唯一的 Green 函数 G P 6 C ^ M ^ P }') 使得 

• • 

I^G p 8 p , G p 0 ， 

其中心表示|>点处的 Dirac 测度，并且萑 P 点处的正规坐标系中 
有 ： GM « r^"(l + 事实上，在 UM )> 

C« — 2 )w n _i 

0的条件下， i ? > 0的限制可以去掉.这是囡为，由 S 2的结果，对 
于 2 CSCP , 存在和 > 0满足乙吣= l ^ r 1 ,其中因此 
度量 〆 一 ur 2 g 的純量曲率 f « a - Wr ^ Lu , - 厂％ « r p :> 0,所 
以 〆 的保角 Laplace 算子 Z / 有 Green 函数但直接计算可 

r 

得 

L { u s p ') =* « f -1 LV , Vtf € C a ( M "). 

由此容易验征 G 是 △的 Green 函数. 

以下为了计算方便，令 CO ) = U - x ^ M \ 

{ P }， 因此 LG - in - 2 以及 GOO - — ，（1 十 〆 ] )), 

定理 3.5* 在保角正规坐标系下， G 有如下的渐近展 开式： 
( a ) 在《 = 3,4, 5或 M 在 P 的一个邻域内保角平坦的情 
形， 

G ^ 广"+ / + aO )， 
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其中 d 为常数， 0 = 除之外均有商在 

4时， a _ P a i » logr 十如其中 60) 为2次齐次多项式， 
C ^； 

( b ) 在 ff = 6的情形， 


G ™ r 2 ~ u — -—' l^V( P) plogr + a(x) 9 

28 r 8 


其中 a m POObgr + 吟， PO ) 为多项式， P ( 0 ) = 0, C 2 ^l 
( c ) 在 a > 7 的情形， 





a 


i ■■ ■nHBrnar^i 


12(^ 


( 


4) \12(« — 6) 


J?,"(PVrV ) 



GfO )， 


\ W { P ^\ 



其中從 (a?) M {PM logr -h Oo)r 7 — n , PO) 为多萌式， 

证明：我们 可写 c — "1(1 + 屮） 5 其中必 一 o(i). 注意，若 

函数 f 只依赖于 r, 则在正规坐标系下有 

■ ■ ■■ 

Af 5=1 — 一 l y==d r {r n ^ l Vgd r f), 

r^ y v det g 

事实上，在极坐标 （，， 互）下，其中 f = 心 3 + A, v (r， 套） • 

， 且 deKU = r-V ^. 由于 f - U ；f 不依赖于 l 故 

有以上表达式，利用 det 足=1十0(〆），容易算出 Arh=A^-+ 

■ 

0，其中厶为欧氏度量下的 Laplace 算子，❹ 这里及 la 下 

我们用表示直到4阶导数均 在廬点 为零的函数的集合.注 
意胪可以充分大， jrt 要 w 充分大/由于△ 〆”"一一(>— 

所以 Ar 2 ’* = 一 {n — 2^)io n ^ P + 于是方程 LG = (» — 2) - 

就化为 

L 〔 fh 必 ） + ^ Rr ^n _ (3.8) 

■ 

令 L & _ 一 f 3 A(p + 2(n — 2)rd” K 漂 r'(A — A。） + 2(« 一 2)* 

— 则 U.8) 等价于 

L ui J> = K4> + aRr 2 (l + <fi) + &• (3.9) 

为了求出 G 的渐近式，我们采取以下办法：先找~个46<^(£\ 
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满足必以及 

LA - K 办一 aRr^l +* 必 * log#*, ((10) 

这里 <T„W iogf-l/C^logrl/e^iK 容易验证 （3_10) 等价 

■ 

于 

L(r 2 D + aRr^ e <T 4 ㊉^ \ • bgr, 

因此，如令必一小 一 …则由上式及 U .8) 推出 

由此可以断定 r 3 ->e C 2 ^. 事实上，令 p 为 Dirichkt 问题 

Lt ; = L ( r ^ fl < p ) 6 C % p\QB ™ r ^ tp 7 

的解，由椭圆正则性定理而 W «="满足£^ = 
0, IV \0 B - 0. 注意由于 (p = oil ), W = o ( r 3 ^), 因此对任何 
s ：> Q 有 W 在 r = 1 和 r 充分小的地方，又注意在 B \{ a \ 
上= 0,故由极大值原理 sG > #在 B \{0} 上成立，令 e — 
0,得 ^<0. 同理可征 W > 0,从而妒= 0,即 

这样就有 G -= ^"(1 +<?) + %其中 M C ' ' 

问题现 iJ 」 结为尜适当的占，使 （3.10) 成立，先讨论《是奇数 
的惜形•设 山二机+…七 < K ， 其中货 V 取也-= < p 2 = 
也一 0. 归纳地假定已经取到必=少 i +…十，使 

Lq^P 一 K(f> — aRr^il -h ^5) t (3*11)* 

由亍 i?=00 2 ), aRr 2 e 啵 “ 因此在々<4时取杏- =0 可使 （illh 

成立.现将 （3.u)t 的沿端改写沟其中 h ⑽ k . 由于 
在 孕 ^ 上 L ^ 冬十 2^{n - 2), 引理 3.3 说明在 》 是奇数时 

乙 e 在多々上可逆.取^ = — L ^ b k , 则丨= 也 +…+ < ff k 满足 

(3.11 )* + l . 由归纳法，存在必=也+…+ 么使 （ H 0) 成立. 

现设 《 是偶数.以上枸造对々< « _ 2仍成立，但对 打一 
2, M 在遂^上不再可逆.注意 L 。 在孕 （ 上关宁内积 ( Sa〆 ， 
Z&fX 1 } =- Zaj^ 是自伴算子，因此 = imi^^kerL ••在 kerL 9 # 

{0} 时，我们取 4*^ logr , 其中心，6计算可 
得： 





log r) ^ L v p k + (n — 2 — 2 々)以 + (L^ t )log r. 

(3.12) 

由于任何 he 多％可写为 L tt ~ + &， 其中 L v q k - 0, (3.12) 
说明 - & 有解： 

办* — 沪* + ( n 一 2 — 2々广 1 办 log r _ 

在々一 sit — 2时，引理 3.3 说明 kerL •由 r *- 2 张成 • 因此， 

-严 U ^r" _a logr. 

对于/_/(>)，由 K 的定义以及关于度量的渐近展开 （3.4) 可得 

Kf — r 2 di (y 〜V + 0 t ) r‘Vf ( r ) ， 

其中.但由曲率的对称性， RikH ^ ix， - 0. 所以，对 /( r ) = 
fr 『 J logr ， K / € * logr ,园而 K 0 „_ a f 

logr . 取丨也 + * … + h 就有 

L a <Jf — Kf ^ — f * logr t 

继而，对 1 和《，可按同祥方法解出 ^ (r * log /*, 

最后*令丨 一 也十 ■ * ■十必 K ， 必即满足 （3*10). 

现设 _ 3,则办0; n = 5 ,则 0 ^ ^ -h Ps ； « = 4，则 
^ . p 2 (^ x ) log r . 在这些情瑕易见展开式 （ a ) 成立. 

在 M 在 P 点附近保角平坦的情形，则可取保角度量 g 使之在 
P 的邻域内与欧氏度量相同.这时方程 （3+ S ) 成为 
0,即广 *0 调私由于屮=<1)，故知 — C % 因此 （ a ) 成 
立. 

在》> 6的情形，^ * ^4 + ■ ' - 十小均 ，我们 K 需求出首项 

也， 由前面的分析可知，也满足 



Z •。少 4 



a 

2 


r 2 d ^ diR { P ^) x ^ x l t 


在 «>6时，利用 AJ 2( P ) - \**( P ) 二_ 取么 e 

0 

r 2 hl ^ 的形式代人方程可算出 


4 


4 u 


12 C « 


4) Ll 2 b 


6) 




R tki { P ) x ^ r 2 
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由此得展开式 （ C ). 在 n = 6 的情形，取也〜+ qlog 

代:入方程，则求出 

也白—上 J ? tti ( P ) rVr 3 + f -~ ll ^ CP ^ lMogrl , 

24 12 J 

由此可得展开式 00, 定理 3.5 证毕. 

在下—节中我们将看到，定理 3.5 情形 （ a ) 中 G 的展开式里 
的常数对于构造满足 PO ) < 的试验函数史是非常重 

要的.如果 W >0, 就能找到这样的函数.利用广义正质置定理 
可以证明： 

定理 3.6. 设《 — 3, 4,5或 M 在 P 点附近保角平坦，则定理 
3.5 ( a ) 中 <9的展开式里的3 > 0,^ = 0当且仅当 M 保角等价 
下标准的 V . 

为了叙述正质量定理，先引进“渐近平坦"流形的槪念.设 
CM ,” 是 一光滑 Riemann 流形，称 （ M ， O 是 r 阶渐近平坦的， 
如果 M 其中 Af p 紧致，微分同胚于 R -\ J B S ( R > 

0), 且在上有坐标系便得叫一見 i + 0(| yp r )> 洱 SV 产 
o{\y\ ―)， d k d lgii -OCUtn) . 称这个坐标系为渐近坐标系, 
以下是广义正质量定理的一种形式： 

定理 3.7. 设 （ M ， d 是 （》 — 2) 阶的 〃缠 渐近平坦流形，且 
在渐近坐标系中有 

友 " 一 （1 + W,、+ A", OA3) 

其中 J 为常数 ， ^hif ^ 0( 〆 ’〕= 0( d ^ dih ；^ 
O ( pn ). 又设纯量曲率 R > 0 , R ^ L ^ M . g ), 则苟 

I 

^ = 0 当且仅当 （ M , 等距于欧氏空间 B _. 

我们计划在以后用专门的一章来讨论正质量定理，这里暂不 

证明定理 3.7. 

■ 

定理 3.6 的 证明： 令 f — G + l 则 （ AA { P }，#) 的纯董曲 

率犮《 0,因为在 M \{ P } 上 LG -= 0,而且，不难看出 （ M\{Ph 

总）是渐近平坦的.事实上，甶 G 在保角正规坐标系下的展开及 
g *, ~ 心 + /"，其中 h e ^ 0,可知 



知 oo 


+ 


4 




2 


A 


^fj + 尽 “00 ， 


其中多 


0 ( 


5 ), 0 ( r *-*), a ^=- 0 ( r，‘a 现取渐近坐 


标系 { 〆 } 使 / 


X 


D 则在新坐标系下如 Cy ) 


么; 0 * 0 ，即有 


in (. y ) 



4 






歹,7(，）， 


其中心 00 _ P~%i (-— 7 ) 满足定理 3 . 7 的条件•敌由定理 3 . 7 刼 

〆 > 0,而在 d «= 0的情形 ( M \{ P >, |)等距于 R *. 由妒保角 
等价于—点 } 容易 看出： （ M ， d 必保角等价于证毕 • 


S4* Yamabe 问强的解决 

n • 


本节我们通过构造试验函数的办法来证明： 

走理4丄设 （ M , g ) 为一 3维紧致无边 Riemann 流 

形.如果 （ M , W 不保角等价于标准的 >5•，则 UM ) < U 5-). 
利用定理 2.1 我们立即 推出： Yamabe 问题在任何情髟都是 

可解的.这是本章的主要结论.确切地说，有以下定理. 

定理 4.2. 设 （ M , 《）为一《 > 3维紧致无边 Riemann 流 

形，则存在保角度量 S ~ p € C ' M ) 为一正值函数，使得 I 的 


纯量曲率为常数， 

以下我们证明定理 4.1, 为了构造试验函数，需利用 R _ 上迖 
到最佳 Sobolev 常数的函数 （2.3) 中的一个单参数族 


2 


*00 


十 U1 


2 


) ， 


> 0 


容易验证％满足上的椭圆方程 


Au ^ -+■ «(« 


2 )«f 


0, 


C ^ i ; 


其中产 


2 n 


.用 《 a 乘以 0.1) 再在 R " 上积分可得 


K * 


iv« a r^ = «(» — 2) ( hUx , 

Jr * 


，功， 


因此有 


i ( p ) - 



ou ) 


我们分几种情形证明定理 4丄. 

情形 （IX a > 6 ,不是局部保角平坦流形， 

在这一情形，存在使 WeyJ 张量在 P 点不为零，即 
\ W ( P ) \ ^ 0,取尸点处的保角正规坐标系利用这坐标系 
定义截断函数使 ◦ < 1， n = qCr)，n 在 

B,(0) 上等于1，在 M \ B lp 上等于 0. 这里 P 是一个充分小的正 
数,此外，我们可设 IVi,! < c， 1 , < 为常数，定义 <p = i|« s ，将证 
当 e 充分小时有 QW < X(5"). 由于中只依赖于 r， 我们有（参 
见定理 3.5 的证明） 

■ 


j w \ V < p \ 2 d f i ^ 


i 1 d t ip \ 3 y det gdx ^ 1 1 PC 1 十 cr N )dx 

)^ i a Jb %p 


— \ I Vu e \ "dx + c t r v l u t \ 2 dx 




| VC ^)! 3 (* + cr ， dx ， 


其中 W 充分大. 利铝仏 的表达式及巧的性质，可估计上式右端第 
二顼积分= 0(/)，第三项积分 = 注意，我们总假定 e « 

P , 对第一项积分，利用方程 （4 J ) 可得 



1 ▽…… u — 2 ) L 严 + 


注意 


du 6 

dr 



所以， 


<0以及 （4.2) 就有 

j Vt4tr \ a dx C n(n — 2) 

< U ^ fl )(] 





<： i ( s a ) 



+ 


(4.3) 
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努一方面， 


{^y ^/6tt gdx 


q> p da 1 det gdx 1 + 

m J 心 

> \ u^dx — c f r N u^4x — ( < (1 十 cr N )dx 

B ,, JK 


^ 1 u^dx 

B 


C 8 1 ** 


(4.4) 




又注意在保角正规坐标系下， R - O (^), AR ( P ) 


1 W ) l 3 , 因此 


\ R<p 2 dft 






2 


d ^ RCP^xi + 0( r 3 ) ^ 2 u\dx 


< 丄 { didjRiP ^ x^dx + c 

2 J 


X \ rj 2 ui r^dx 


2 


f2p 

J _ 仲 


X 


x\^r 


d ^ d i R { P ) x i x i ds -h c I vj ^^ lr^dx 


K > 


A 


2 n 


1 - AR ( P ) 


P 


0 




4 


X ^ ulr^dr ^ 砍 ( P)P 


X 


a p 


^ulr^dr < — fi(H^(P )| 2 f P ^r rt hl ^r , 


D 


D 


其中 ^ 为适当 的正常数_现有 


P 






!:( 士 ) 


»-2 


r n ^dr (令 r 


sO 


B 


f/e, 


o 


尸十 1 a 


(i 



j 


) ■一 J * 


由此可知， 




^R<p4ft< ■ —d 砍 (p 〕 jV ， 


V | logs |， 如” 




6, 


如 《 > t > 


结合 (43), (4-4) 即得出 
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EOp) — I I Vqp I *dft 4 - a \ Rq> 2 d§t 

JA( 

a(.^)ll<pi!J - f|^(P) 1 V| logeH-OCe 1 ), 如》一 6 , 

^ U ( s *011 vM — c \ wiP )\^ ^ oo"K 如打 > t 

由于 j mp ) I > 0,显然有 QW = < X^) y 只要 

® 充分小， 

情形 （2). «>6,局部保角平坦. 

设由于 M 局部保角平坦，可取 P 点处的保角正规坐 
标系使在此坐标系下 Br t -〜 由定理 3.5, 我们有 G = 
+ J + <*0)，其中 C ' aO ) 0{ r) m 取 p 充分小 》ij 為 

情形 （1) 中定义的截断函数.定义如下试验 函数： 


| AGO ， 当 r < P , 

<pW = " e 0 (GO) — ijOOcsO ))， 当 p < ^ < 2 分， 

MJO)， 当： €iVf\S— 

这里 s, > o, 8,« p, 并且以下关系成立 

ij」a 

6 | (广，+ W ) ~ ( 4 - 5 ) 

W + prJ 


由于 (4*5), <f>00 在 Ul = P 处连续，因此乎是 M 上的 Lipschkz 
函数，可作为试验函数.注意在仏#上$ _ 0,我们有 


aRq > 3 ) d / z ^ sl {\ vG \ 2 + aRG ^ 

)MM J ^f\B p 

+ ( 6 j ( jV (^) i J — 2 VG - V (种))办* 

J 忍*，心 

由于 a —* 0 { r) y — 0( 1 ) ， 有 1 ▽(啊 ） I 名 故由 1 VG ]^ 

一 •易见 上式最后一项积分的绝对值利用 G 在 M \{ f > 
上满足- AG 4- — 0,由分部积分可得 



+ aR < p 2 ) d /» 






ds -h trpej* 


C 4.6) 


另一方面，与情形 U ) 类似，有 
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[(I + aRif )d^i — 1 i Vjm* I A dx 

} b v 

n(ji — 2 ) ( utdx +- ( 

)b^ JaB r Q r 


< 1 {S 


m 





并 P 



£1 


o 


&H 




u . ^ ds 

dr 


(4.7) 


又有 


■ 

ip^d^t ^ \ <p p dfi \ utdx^ 
M Jfi, SB 


因此，由 (4.6)，（4-7) 得 


E{q>) ^ A(5*)|1<p!li -h cf>6 


+ 




(4.8) 


但在 


slG 


P 处有 

dc 

一 ■■• — ■ - _ 

dr 

利用 (4.5) 可得 

du n 

U € d 7 


in 


2> Kf > 


十 W + o ( pH )), 


(” 


2) 叔 〆 + 2Ap 1 ^ + O(p^)) 


因此 (4.8) 中最后一项积分 ™ + cp » l 7 即有 

^ Cv ) ^ A ( S fI ) l |( p |1 p — (n — 2 ) u } n _ iA ^ -h cp ^ (4.9) 
由于 （ M , «?) 不保角等价于 > 0( 定理 3.6)， 又因为 p 充分 
小， （4.9) 说明 0(< p ) < X ( S -). 

情形 (3). rt — 3, 4 或 5, 

■ ■ ■ 

任取 M 及 P 处的保角正规坐标系{^ 1 }*由定理3_5, G — 

■ 

〆 "+ Z + dOh 其中 Of =- 0(0， " 0(1)* 我们仍取情形 
(2) 中定义的<?>作为试验函数.但注意现在没有好局部保角平坦 
的假定，因此心不再成立，在保角正规坐棒系中有 

gif + 0( r 2 )， detjr — I -h 0( r w ) 及 R 觀 0( r^ m 

(4,10) 

我们需要在 (4.10) 的条件下対情形 （2) 中的恬计加以修正.首先 
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有 


( + aRip 2 ) d / t ™ f e ^ lvGj * 

十 aRG 2 )dfi + 6 d ( l I V ( ij «)1 3 

— 2 vG * ▽( ijos ) + a R.C — 2 tjocC ?〕]<^ 

• • 

< el\ C|VG| a + aRG^dfi^ cpsU (4J1) 

Jaa \ 

利用 AG -h aRG =0 作分部积分可得 

(□ <lvt；P -h aRG^dfi = —( G y/diigg^diGnids 
)^b , Jas 6 ^ 



(gdft 
J 叫 dr 



G v dct gg^djanjds^ 



其中 G 4 ^ r 3 -* + J 只依赖于 r ， 〜是 3 B P 的单位外法向 量_ 〒 


是，利用 （4.10) 即可由 （4.11) 推出 





这个估计与 （4.6) 相同，其次，由于〜只依鹸于％有 


( | V<p \ 2 + aRWft 


C | v« & l 3 + dRut^)\f dct gdx 


这里我们利用了 （4.10). 于是，由类似于情形（ 2 )中的推理可得 


^(< p )< lC 5 *)IIvllJ + ^o + 





由此，与情形 （2) 的证明完全相同，我们得出 (4-9). 因而在〜充 
分小的时候有 P(f) < U5 fl ). 

综上所述，在任何情形我们都可找到 T 使 QW < u ^)- 选 

说明 KAO < iy ). 定理 冬1 证毕_ 
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附录 Sobolev 不等式中的最隹常数 

I 

Sobolev 定理 指出： 对于存在只依赖于 

« — 2 

«的常数心使得 


A ^ lulPdxJ ^ < j R JV ^! 3 ^, V «€ C 0 ， R ”.（ AJ ) 

事实上，不等式 （ Ai ) 对于更广的一类函数也成立，这类函数的空 
间是 


X 


Li, t0C (R n ); MAIWU + < °o> 


这里 II * L 表示 lkb ^) 的范数.不难验证，以11 Ml 为范数的 x 
是 Banach 空间，并且 C 0 *( R *) 在 X 中稠.因此（乂 1) 对于*^ X 

成立，最佳常数 A 于是可定义为 


A 


inf{p 6 («)l«e X\{0}}, 


其中 




M ; _ 


设 P 为妒的有界开集，我们将把 0(0 当作 x 的子空间.事实 
上， LKO ) 中的任何函数“可以自然地扩张为 R - 上的函数，只要 
在 R _ Vo 上定义《 _ 0. 这样扩张后的《满足 

il«ll -= -h C 00 ,因而 u € X . 

定义 

A (£ t ) = mf {^ C «)|«€&( O ) V {0}}. 

引理 A . l . 设 Cf 为胪的 一个有界开集，则 A 〔 i 3) = A . 

证明： 不难看 ！ B A (£?) 具有以下性质：如泛与公在 R " 中 R 
差一个平移,則4(£0 - A { Q ); im Q r <= Q , 因而幻 (£ T ) «=☆(£?)， 

则 A ( W ) > A ( Q ) t 通过平移我们总可假定 B rt CZQC ： B ti , 其中 

2 J ,-= {*€ R -[ l*i < r }, 0< r ,< r lt 因此， A(£,J ^ A { Q )> 

另一方面，可证 A ( B r ) 是不依赖于 #* > 0的常数，记为 
A 。， 因此 ACA ) = A a . 事实上*设定义 SO ) = < rx ). 


240 嬅 



则 se 山并且容易验证= p a U ). 由此可知 A { B r ^ 

A(BO - 我们只需证木 =- A . 为此注意 LIGd ) 在 X 中 

r >0 

稠，因此存在使仏(〜)-^.由认可知 
A > A d . 但4 > /I 是明显的，因此 A «八，证毕， 

引理 A .1 说明我们可以在 R " 的任何有界开集 i ? 上计算 A . 我 
们取这里 B =- A 为圯的单位球，类似于定理 2 .1 的 
证明，对于 (2, P ] 定义以上的泛函 


又令 


P /( w ) 




2 




如同引理 2.3, 我 们可以 证明当 f —P 时山 — 1 又和引理 23完 
全相似，可以 证明： 当^ 时存在叫>0, Kll ,- 1, 
使得认 00 — 山，且的满足 


+ A r ut 



0 t 在5中， 


s \ dB , 


0 


(A-2) 


引班 A,2. 


当 ， —P 时 ， max u t 

9 


+ oo 


证明：设不然，则存在 h — f 及常数 E 使得0<〜< 乙由 


于 巧 是 （A2) 的解， 利用椭圆方程的 L 〜估计和 Schaud er _ 沽计 
可得 ]j^l]C^(B) < C, 其中常数 C 只依赖于 L 因此存在子列， 
仍记作 Uj， 在 CXB ) 中收敛于 《. 易见《满足 

(Au + Au p ~ L _ 0，在 B 中， 

\ u\dB = 0, - 

且 QM 现扩充定义《在 B 外等于0,则《可以作为右(私) 
中的元素，并且由引理 A 1 知《达到&在 G(B a )\{0} 中的下确 


界，因此〃在 h 中满足方程 △« + ■= 0，且因为《有界由 

椭圆正则性理论《£ CXB ,) m 但《在瓦\札中等于0,由极大值原 
理《必在 I 中恒等于 0. 这显然与《在成中不等子0矛盾，征 


毕. 

引理 A .3. 〜是球 面对称函数， 即叫一 uX \^\). 并且 U ,( r ) 





在 nn 上单调下降. 

引理 AS 可以分别作为两个已知结果的推论，第一个结果属 

于 Gidas，Ni 和 Mirenberg (见 Comm . Math 、 Phys . , 68(1979)， 
209 — 243)， 他们 证明： 

定理， 设 M C ( R )， 幻满足 

jAw 十 f ( u ) 0* «>0，在 B 内， 

lu\dB = 0, 

则 KUl )， 且《(「）在[0, 1] 上递减 * 

这个定理是用极大值原理和移动平行平面的方法证明的.显 
然，引理 A .3 是此定理的直接 推论. 

第二个结果是关于函数的球面对称重排的，它有更为广泛的 
应用.设 G 为 K " 的开子集，令表示 R " 中以原点为中心的开 
球， S •与 D 有相同怵积(在幻的体积为无穷时= R "). 对于 d 

上的任何 P 函数〜定义《的球面对称重排为上的一个函数 

■ 

«*，满足 VolUe 0!«*00 > t }^ Vo \{ x(z Q\uM > /}, V / e R . 

容易看出《*被》所唯一决定，/是球面对称函数，且是 f 
的递减 函数. 利用等周不等式及关于积分的余面积公式可以 ® 

昵 f 

定理 •（ i ) 对于 O I ， 

■ 

( ii ) 対于1 ， i 其中等 

号 

仅当 Jt ?— 以， 《 （可以相差一个平移)时成立 • 

■ 

其证明请见 Talenti , Ann . Mat . Pura . AppL , 110(1976), 
353 — 372,又可看本书第三章 § U Faber - Krahn 定理的证明•由 
这个结果可知 up uU 因而引理 A 3 成立.事实上，如仏衿 u ?， 
则以上定理说明 Q,M > AU ?)， 选与叫达到&的下确界矛 

盾.（注意，由心 > 0及 — 0可知 ) 

■ 

由引理 AJ 和 A ,3 3 w 乂 0) 由 max a , + oo ， 当 f 我们 

3 

可以利用定理 2.1 证明中的技巧柬获得方程 
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A« Hh Au p ^ 1 




0， a ：> 0 ， 在 上， 


(A3) 


的解 . 具体作法 为：令 其中 

为常数，则〜满足 


從 iXO )， 


十 A ^ r 1 


scsa 


0,在&中， 


Vi h ( 0 ) 


这 I 


其中 G 


M 


m ! 


€0 当 J 


P . 如定理 2，1 的证明一样，我们可以 


证明：存在的一个子序列（％)，当^ 


— 


oo 时 h 


—S- 


匕而 h 在 


R * 的每个闭球瓦上 C 收敛于某个£?€ C ”( K ”）， 满足 { A 3 )^eX 


以及 


v p dx 名 1, 


C 儿 4) 


另一方面，由 （ AJ ) 可得 


n 


| Vd ] ^dx >■=■ A \ v 9 dx m 


( A *5) 


因此由不等式 ( Al ), 

AMI < «v?!l^ 

即 ||?|| P > 1, 结合 （ A .4) 即有 PL 

A , 即最隹常数 A 被？ 所 达到. 


K=3 


23=1 


1 .由 ( A .5) 可知，⑽） = 


现注意每个^是球面对称的 > 因此5也是•记？00=-叫>【14)， 


其中 


O 


m= 


A ^ ? m 乎 O ) 是以下常微分方程的初值问题的解: 



9 十 < jp ^ 


0 , 


> 0, 


( A .6) 


沪（0) 


E= 


A ， V r (0) 


0, 


其中 h 


这个初值问题的解是唯一的，这是因为 （ A .6) 等 


价于积分方程 


VO ) 


议1十 


]；!：( 




利用压缩映象原理可证这积分方程在 tO , s ] 上解的唯一性.又注 
意当 r >0时 （ A .6) 是正则的常微分方程，所以其解在[0, OO ) 
上唯一％取 = 0 + 的形式代人 （ A 6)， 经计算得出 




> 0 , 


最圮，由于认 （《)-= 认 U «)， VA > 0,《 ex ， 最佳常数 a 被所有 
形如<#>00 « U 十 ^ klO ca "- VJ 的函数所达到，直接计算可得 

这样我们就证 明了： 

定理 A .4. Sobolev 不等式 ( A .1) 中的最佳常数 A — «0 — 
这个常数被函数<?0〕= U + 所达到，其中 

h 占为任意正常数. 

以上证明加以必要的修饰可用來获得 Sobolev 不等式 
HV « IU，W C a »( R ")， 中的最佳常数及达到此常数的极值 


函数，这里我们的证明与原有的证明（如 

n ― p ^ 

TaIcotil 31 J 的证明）不同. 


，州 * 





第六章局部保角平坦流形 

■ 

■ 

局部保角平坦结构是 Riemann 曲面 上的保 角结构到高结 

Riemarm 流形上的一种自然淮广.这类流形的大范围性质的研究 

■ 

是从 Kuiper 开始的.他研究了紧保角平坦流形的基本群. 

本章的中心任务是寻艰一大类局部保角平坦流形 M， 使其嵌 
人球面类似于 Niemann 曲面，有高维 Klein 群同构于 
这流形的基本群听 (M)， 并使 M 岛公 /f, 其中旮是这 Khin 群的 
不连续区域. 

； 本章& t 介绍保角变换的基本性质，以及保角变换群、保角 
平坦流形等基本概念.§ 2引进保角不变量，特別是研究保角平 
坦流形上的极小正 Green 函数及其在《>处南可积幕次〆 M>( 及 

& 3研究保角平坦流形到 5" 的浸没.特別对具非负数量 

■ 

曲率的保角平坦流形 3 应用正能置定理建立这种浸没，§4研究保 

角平坦流形的拓扑：基本群、高阶同伦群以及 Betti 数，最启在 
S 5我们再把这种局郎保角平坦流形的讨论与上区域上的 

Vamabe 方程的弱解联系起来， 

■ 

■ 

S L 保角 变換与 侏角平 坦流形 V 


本节引人本章中的基本定义以及必要的准备知识 • 

设心)是两个连通的 Riemaan 流德，其中足 1 ， 
办分别表示其土的 Riemann 度量：.映射札― M a 称为是保 

角的 （ conformal )， 是指 存在队 上的正值函数/，便得 - 

f • L 

由此可见，在几何上，所谓少是保角的， 是指： V ^€ U x , 

■ 

山我们有 






⑽沒-_ giO al ___ g 执 j ， • 

g 2( ❿，“ 步 *，) ★於 (< Pw* D* 

通常，我们把 / 写成 ^ 的形式，其中 P 是 M 上的一个(光滑) 
函数. 

从微分几何角度看，首先关心的是保角变换给_率带来的变 

^ ■ 

化*为此，在 Mi 上选取一个局部标架场 Wi，* "，w B ，n — dtmM> 
- dimMu 写出结抅方程 

■ 

■ 

d <^£ — —«=( i - i ) 

■ 

■ 

d 说 ii B — S«^ 八仿衫 + Di j9 (1,2) 

1 ^ % 

岛, + ■=■ : Rifk 沖 kh 边 

2 **/ 

■ 

1<“ 其中是曲率 张量. 

设 1 < i < 此后，若必是(私，幻）上的一个几 

■ ■ 

何量，则用 V s 表示上以必为度量的对应的几何量，因此， 

dwf ™ -f- Aw# 

■ 

_ —24 A ⑵广， 

其中 … 

♦ 

■ 

■ - I 

■ 

w* =*= (Off P/W/ — Pi ^ i ； (13) 

s ■ ■ 

进而，利用 ai)*(u) 与 （i_3) 并直接计算 

容易得到 ： , A 

■ 

■P 

Qfi — — S(f>j々 一 p^p/)^i 

*m ■•_ • _ 1 

— S(p^ — p ^ pOa ^ k A^i — SpWf A^/9 (1*4) 

在此，（叫）是 p 的 Hessian , 定义为 

. Spm «* ^ dfli — SjPJt^/. 。 (1*5) 

■ 

利用 （M) 给出，当 if 时， 

■ 

Rijif •+* ^ + p ) ~ .^ / ~ pfi — (1*6) 

又当 《 > h 且 i 并 f 时， Ricc^ 曲率之间有哭系 如下： 

■ ■ ■ 

■ ■ ■ I ■ 

— K £f — (« — 2)p~ 十（沒一 2 } piPj m (U) 

由龀进一步得到数量曲率间的关系 

e 斗 R * = K — 2(«f — 1 )Ap — (» 一 I )^n ^ 0*8) 



其中△是度童幻下的 LapUce 算子 A 灼: 

= S P" — y - 1 (^Vdet^ 9 沪乂 

，， V det ( 犮 ） u 

保角变换的例子很多，当 MqfTU {oo} 时，平移、转 

动、相似以及反演变换都是保角变换.当《 = 2时,全纯映射也导 

出保角变换.重要的是有下面的 

定理 1.1 (Uouville ), 设《為 3 , 则（和， A a ) 上一切保角变 

换都是由平移、转动、相似以及反演变换生成的. 

证明：〗°注意到上的度量是平坦的，经保角变 
换盾，也得到平坦的度量，设变换带来的度量因子是 e *， 因> 
3,按公式 （1.6) 与 （1.7) 应有 

Pa + P^ = — p\ a i ^ 7* (1.9) 

P£i PiPj^ * ^ ；, ( 1 . 10 ) 

作函数 变换： 《 — «? _p , 化为 

«(«" + w ") = 2 j ““ i 4 i ， 

k 

⑽" = d ? i ^ ；. (i ioy 

因为 《>o, 所以 O.io)' 蕴 含了叫 司 o ， 当* 尹九这表明 

叫00是只依鞔于自变量 A 的函数： 《/0 O _ A /( r /)， 其中 R 1 
— R \ 

s* 

设/尹 l 彳，对 （i.?y 两边作 a 的微分，再利用 aiov 得到 

_ 

" 十 … 7 — 2 叫 )^ 0 # (1.11) 

再作 々的 微分，还利用（1.10〕、又得到 

认 mu =0， 当；# 0-12) 

2°我们说，以下两种情形之一必 发生： 

(1) hi = 0,1 < ^ 

(2) ~都是斜率相同的线性函数， 

事实上 s 若有，例如说 ， hM ★ 0,对某个/。€圯，则由 （1.12) 
可见 AX 0 必是线性函数 3 丨尹1;即 hM — a “ + & 

再取 / — 2, i-1 ，并应用（1，12)及 aw 即得 




A|(0 ™ Qii + h ， 


最后利用 （hi〗) 立得 




™ ^ 

3 ° 对于情况 （1), 可得 《-* const . 这时这•满 足： 
- const^. 因其在差一常因子下是等距变换，故为线性 
变换，从而必由平移、转动、相似复合而成（因保角)， 

对于情况〔2)，解得 


»00 


—1 x | 3 十十 e • 
2 


利用 （1.9)' 式得 



因此， 


还有 


其中 y 


Z 




(p^idx 2 ) 


a 


2 


dy\ 




(〜， …， s _>， 而 〜一 心 + k ，l ^ 


^ 定理证毕 


由 于&与 S” 保角同胚(通过球极投影），所以我们可以刻划 


出#到自身的一切保角变换， 

以下记 Conf(y) 为V到自身的保角变换群、 


我们来考察 Coxi£(P ) 的线性表示. 

用 GM(h) 表示免到自身的，由平移、转动、相似与反演组成 
的变换的全体组成的群，称之为广义 Mabius 群. GM(fr) 中任 
一变换，称为 Mdbius 变换.按定理，可见球极投影建立了 
ConfC 沪）与 GMC&*) 的同构一 

' 首先把 V嵌人 R s+i ， 记沪+ 1 为 R 中以原点为中心的单位 
球，= 5%我们来考察的一个子群 GMCfi— 1 )， 



它把浐 W 映人自 身* 

引理 1.2. GM ( R ") ss GM ( B a+1 ). 

证明 ： 1。 GM ( R W ), 彐丨丢石使得 

— (^(^),0), Vx^ ft*, (1,13) 

并保持上半空间 

" 州 = { 卜 （，，“）… X Ri^ fl+1 > 0 } (l.M) 

不变. 

各 可以通过 0.13)(1， U )， 按杏 为平移、转动、相似、与反演的 
情形定义其扩张.对平移、转动、相似，送只需让占在: r fl+i 方向保 
持不变，而当☆为反演时 3 定义孑为以同一个球心，同一个半径，但 
在中的 反演. 


兹证保持 （ LB ) 与 （1. U ) 的扩张是唯一的.设而是同一 
个佘的扩张，则不= ir 1 心 满足： ™ idR «, 并且是保角的 _ 

要证 ：^ idp 十 ■. 

V «€ R % Vr > 0, ^变球面 5,(^) = aBrO ) 为球面，然而 
限制在&上，&(«)与相同，故叉⑷.一占〔幻 >)) ■今 

A + t 々0. 设 夕一石 U )， 则由丨变球面 & U ) 到自身 a 
取^ — | £ — tf U 即得 

⑷ 3 -2(0) + U 卜 MP-2( 夕 ， O + Ut' 

由于是任意的 ， .mi ui - wu 且 o , 約 一 d 这）， 
Vfl 6 R s ; 以而 t _ h ， I * 一 1，+ ••，《， 以及 JT fl+i _ ± y fl+1 . 又因 

为石保持不变，所以 A +t q h +1 . 这证明了丨 一 id ， 即易 
■孑 i . 

2。再！反演变换 也： K n +1 ^ R n+1 s 以 产（()，•.■，0, I ) 

为中心为半径. 


也 O ) 


=3=?| 


2x 


x \ 2 -\-( x n 


+1 


1) 



2( 方 fl + 




D 


UM + (A+i 


1) 


2 


连同关于的反演变换戊：* _ 0 3 — avn ). 

作复合变换少，也⑽，则扣 H M+i — B 州， 并映 fi ” 到贷上, 
而且 4^\ k m 正是球极投影_ 


• 狀 f* 



51 理 U •若在 上用 Poincare 度惫 




4 办 


(1 




(1,15 


则@ W ) 的等距变换群， 

证明：将证： 为了 必须且仅须 


p a A ^ <r 9 

其中^^0(«+1)，0是关于某个与 5* 正交的球面 SXa)，M 
总_+*， 0 <r <00,的 反演： 


价 a+^V ， 敌一， 

关于过原点垂直于0的趋平面的反演，当 a = «>， 


(1*16) 





其中一 一 In 卩 一1. 

■ 

^ 事实上，若 P = d A 则显然 p € GM ( fr 十，）■ 

■ 

又因 

• • 
s 

1 一 WiitW = (1 一 , (U7) 

I 史一 # 

可见 >:— B " +1 ; 故 〆 GM ( S fl+ 】）， r 

反之，若 M GM (5" +1 )， 取 《 -= PO ), 作反演 (7. 由 U .17), 
a -： 若记^ = 则因 trU ) = oo , 故 <7(0) = 

/，于是 

poo *(5) = p 〔这 •） ― 0_ 

这表明 GM ( S fl +1 ) s 且保持原点不变，所以 0(» H - 
1). 我们得到分觯 P — 


* 230 • 



a 显然是心 0 上的等距变衫 U 又利用 （1.16) 易见 


去 ） 1 3 


i 


a 



wool 


i \ 2 



所以 c 也是 （ BM 1 ， 心上的等距映射，即得 P 是 （S 


1»+1 


» 


山0上的等 


距映射 • 

反之乂 & a ) 上的等距映射显然一定是中的元 

素. 

定理 H GMC^") ^ SO(l 5 n+1). 

证明： 只须证 GM ( S " +1 ) 岛 SOCl ， 《 + 1)* 由引連1.3, 
GM ( B 〜） 是 （ P + 1 ， 心上的等阻变换群，今令 

Q =* K 太。 #i ， . … ， h+i) € R 1 x R fl+1 ! 3cl —■ 1 全 l 3 — l,^> o}, 

其中丨 _( J ： i ，. -» ^ n + l ) s 并在0上引人欧氏度.置 

dsi = dx^ + * ‘ * + - v dxl 

怍映射 


F ： 



A 



， Q 


B 糾 , 




不难验证 F 是詞构.此外，记夕 




，则 





dVs 



Xidx. 





(I + 方 0 ) 


1，2,琴 ■. *« + 1， 


得 


4 W 


(1 


\ n 2 ) 


dsi 


所以 f 还是等距映射. 


然而， （ P ， 厶;)上的等距映射恰是 SO(U » 
通过以上讨论，可见下图 交換： 



1 ) 


s m 


中 




S a 




4> 




Conf (5 *) s 

4 >€ MG ( B ^), 孑 






p ^ 1 


Ae so ( i s « + O 



若对 ❿ +1 中的点必- u ，* - •，心刊），在射影空间中用齐次坐 
标表示？ ™ (>■? 欠1， • _ .， y n + i ) ，其中 ^ v M ，* = 1， - ，- ，存 + 1 ■按 

映射 f 的表示可见，这时 V 上的点相当于 f » (0 ，，一 * ； y . +1 ), 
\ y \ =- 1. 定理 1.4 表明 Conf (5 fl ) ? 存在 j e SO ( 1， n-h 1) 

使得当 

"T 

A =( a V A t eGL(n + t , R ), a , R ff+1 , 

\卩 Aj 

时，其中卜 （ y ” …， y ^ i \ 

a l y 

以下我们对 Conf (50 中的变换进行分类. 

定义 1.5. 设 ConfCS 1 *), 若占在 B B+1 中有不动点，则称屮 
是椭圆型的；若在在 士 +1 中没有不动点，但在 P 上恰有一个不动 
点， 则称辛 是抛物型的；若必在身〜 1 中没有不动点，但在 V 上恰 

有两个不动点，则称伞是双曲型的. 

显然，由定理1+4, Conf (5 n ) 中的变换必属以上三种类型变 
换之一，而且在 Conf ( S «) 的共轭之下，类型是不变的* ' 

简单地讨论一下这三种类型变换是有益的. 

I 椭圆型. 设令是 椭圆型变换，则必存在 aeConfCS ') ，使 

和石。^ 1 以原点为不动点.往把&看成射影空间的&点时，便有 

n 

06 0( a 十 1) 使得 

5。糸 05—4 — 0( 

II 抛物型 • 设舍是抛物型变换 • 设是它的唯一不动 
点，不妨设其为 y 之北极点，作球极 投影， 使工 K ' 洽 
在这妒 上可以表示为 y = 如 = lAx + b 的形式，其中 A > 0, 
Je O 00, 而因为々在妒上已没有不动点，所以 A — U 
且 j 有本征值 1. 

m 双曲型.设々是双曲型变换，它在&上有两个不劫点 •取 
出一个作北极盔，作球极投影，则0在这 m 上表示为 y^xAx + 
办，其中 W € OC »), JL 卢1,或 ;I = U 但1不是 d 的本征值. 


• zn * 



定义 1.6 .设 M 是一个 》维 流形，如果它有一个坐标覆盖 
{( U ,, — 使得当 必时，坐标变 

换映射 如。 o 机 nu 0 ) — 如 ( u „ n 心）是一个保角的微分同 

胚，这时,我们称 A/ 是一个寧苹璆學于早哔呼 f (locally con^ 

formal flat),{(l； a , A ) 參导舍 A +參竽， 

当 《 = 2 时，局部保凫平坦流形_就_< Riemlnn ^面，而当 

时，由 Lionuine 定理， 浩 {(£/。，九） i 05石 A} 是一个局部保 

■ 

角平坦结构，则 <hH ^( VMU ^ 的连通分量上是一个 
Mabius 变换的限制， 

定X L7. 设 （M 4) 是一个 Rie^mmn 流形，又设 M 还是局部 

■ 

保角平坦的，我们说度量 g 与其局部保角平坦结构 {0^, 也 cMae 

■ ■ ■ 

W 是呀夸畔，如果 Vae 4, A: (%， — 办)是一个保角映 

射，其是上的标准度懂.这时，又称 ( M, fiO 是一个局部保 
角平坦的 Riemann 流瑕 • 

按定义，为了 &与局部保角平坦结构相容/必须且仅须 
A 9 3t/ 3 上的正函鄹 i fl 使得. 

■ 15 

f W = K (^) 2 (^ 3 )% 当 W I， 

i— \ 

■ 

其中也有坐転 U、 ¥，〃•，/). 

命醢 1.8 •设 M 是一 +仿紧 的局部保角平坦流形 Y 则 M 上必 

■ 

有一个与其局部保角平坦结构相容的 RiemanB 度量& 

证明： 按局部保角平坦法构决定的覆盖 {Ujcte A} 作其局部 
有限加细覆盖，不妨仍记其为 { U a \ a ^ 得一单位 分解： {,.€ 


C rt c M ) \ supply, d U a , 满足： Si — 1 •令 

* C 4 

■ ■ ■ 

g —.S^JCirO. 

其中&是铲上的标准度量，而屯是 t/„ 上的坐标映射.这个度量 
及就是与保角平坦结构相容的一个 Niemann 度量， 

为了用曲率张量来描写 Riemann 流形的局部保角平坦性质， 

■ ■ ■ 


引人 Weyl 紙 




c 


tiki 




n 


2 




Ril 萏 ik 





R 


in 


1)0 


2 ) 




S iJt S Ml ) 


当 dimM ^ 4 时，以及 Befc 张量 




C 


m 


2 


(只" * 




Riki) 


2{n 

当 dimM 3 时，其中 


1)( 作 


2 ) 


U ■而 




dR " 








是 Ricci 曲率张量的协变微商.按公式 （ L 6) 可以算出 


^ C% kl 






C “ 


Uhl 


当《 >4, 


C / 代，当” 




因此，如果 （ M ， g ) 是局部保角平坦的，那么其 Weyl (dimM >4), 


Bek(dimM 


3) 张董必为零;而且反过来的结论也对_ 


关于局部保角平坦流形，有下列简单的例: 


(1) ( R % 办 3 ) s 

(2) (5% 办)， 匕是标准度量, 


又设将沪嵌人 R # 1 , 写成 {(〜 …，％定 

上一个 C 2 函数 f { x ” … ，: r „) 令 M -=» S rf \ f( m xy > 0}^ 9 M 

■ 

■ ■ 

a 

- U €5 MK ^)-0}, 以及发-广2办;，贝 ll ( Md ) 是— 个局 
部保角平坦流形. 

, 

(3) ( T %^ 3 ), 其中 P 是〃维环面 * 

(4) ( nrS -4 5 -), 这是上半平面 Poincare 模型， 

、 怎》十）/ 

为了获得更多局部保角平坦流形的例子，我们注意到 
<0两个局部保角平坦流形的乘积流形是局部保角平坦的， 
(2) 若（吣，沿) 9 CM ,, 旮)是两个同维数《的局部惲角平_ 

，？5> t 



流形，则其连结和 (cbnaected sum ) 也必是局部保角平 

坦的， 

这是因为按定义，上有 一 《圆领 UdUr )， 取造当坐标系， 
设为上有一圆领，设为以下等同与 

使得邪奶 与祕一 卵^与0丑 1/3 按对应点等同.注 

意到两个同心球面包含的区域上存在反演变换，变 dB t/i 
到而反演变换是保角的，于是，与上的局 
部保角平坦结构是相容的， 

(3) 设 rcCon £( S ") 是 V 上的自由作用的有限子群，则铲/ 
r 是局部保角平坦流形. * 

(4) 设 A / fl 是一个光滑、连通流形，又设3>: 沪是一个 

局部浸没 （ immeTsion )， 即 T p M n -*■ T fip ) S n 9 是一 

个线性同构；则少可以诱导出 M 上的一个局部保角平坦結构， 

事实上， V 0 M , 有 P 的一个邻域*7,，使得少： U p ^< PiU p ) 
是微分同胚，如杲我们取 UI /” 中 M 丨沟坐标覆盖，那么相 
应的区域到 S " 区域的坐标变换就是恒同变换.于是这是一个 
局部保角平坦结构，这时，若记办为&上的标准度量，则便 
是 M 上与这局部保角平坦结构相容的度量. 

现在我们问一个反过来的 问题： 给定一个局部保角平坦流彩 
是否存在一个局部浸没使其局部保里平坦结构 
是由少诱导出采的？ 

索理 1.9 .设 dimM 会夂且 M 是单连通的局部保角平坦流 
形，则必存在局部浸 没少： M — 使得财上的局 
部保角平坦结构是由4>诱导出来 fe . 

证 明：设 Kl , 是 M 上的局部保角平坦结构， 

M , 设 [/, 为使内€仏的一个覆盖邻域.在 C 7。 上取少 ~咖， 
显然⑷ u 。 是一个局部浸没. 

为延拓0>到整个 M 上》我们仿照解析延拓的 MoflMromy 定 

■ 

理的办法分三步进行 • 

1°对任意一条以内为出发点的弧 r 9 沿 r 延招來为此 ，设 : r 


r^SS t 



的另一端点是 如 并设少 已在八{巧} 上定义好了，现在要把企延 

拓到 A (的一个邻域〕上去.设(仏，咖) 是朽 的覆盖邻域及相应坐 
标密数 • 按 Lionville 定理，在 dont (中 ） fl K 上％€ Con £( S *)， 

使得决■少其中 dom (中）是的定义域，于是定义 

0 > — 如如，予 Ut _， 

于是我们把少沿 r 延拓到内的一个邻域. 

2° 证明： 按上述方式沿同一条弧 T 的延拓，所得的总是一 
样的，即，若 h [ 0 , 1 ]— m s 分别沿 r \，*..， h 与胪.，•■•， 

延 拓到朽 ，其中 RPiFm 乒0,0，而 R ， …都是 

M 上的局部保角平坦结构的覆盖邻域. 纟一 1 ，••*,/ — U 丨 一 1， 

m _ I ， F , = PF , - t / 0 , V l ^w m = u l . 记相应的延羝为 

_ 

(巾 i ， Vy )， (%，识,），|.= 1，*一，/，7 =1，…，队 

今后我们把 ( HO ,（( F ， 研）称为相容的，如果 FH 阶# 0蕴 

• • 

含了 a > = 3 T 于 vn 识， 

我们 要证： ⑼， R ) 与 ( h , 是相容的， 

为此，分划 0=^. C /x C ■ * - < ^| 1 j 0 ™ j a C ^ C -- - < 

心一 t 使得 r [^, 19 i — i , / — 

我们 将证： 若有 m « 必， 则必(中 I ， 
与 (％， 相容.这个结论显然蕴含我们所要的结论. 

反证,倘若不然，必有 i , 丨使得(％，与 C %， 胪;）不相容， 
但% 尹 0,令々 = i + ;. 今取其中一对必，/ 4 使心=,- 6 
+焱是这些不相容紂 (< P /， h )， (Wi.Wf), V^Wi^ 0中的最小 
者.显然，冬 > 2. 不妨设< ，, w ，则 r (/^_ t ) e v im _ x n V it f\ 
w h . 由定义(3^^,\_0与（'，1^)最相容的.又由 （• + >。的极 
小性， cav ,， 心幻与 ( h , 识0也必是相容的.从而(敉，心)与 
c 蚝， mj 相容 ，这导出矛盾 * 

3 °最后 证明： 不论沿那一条弧 y 延拓步由内至 A ， 所得结果 
是一样的，设 A ， r »: [0，1 ] 4 A / ，满足 Ti(0) ™ po^ Tf{l) ^ p ly 

U2, 设 do 与(取， WO 分别是沿 A , r , 延搖到朽的映射对 

W： tv ―沪， 要证 ( tf ， V) 与 h 



相容. 



由设 M 是单连通的，故有 F :[ 0 , l ] x [ 0 ， l ] — M 使得 F (0 ,O 

iCO ’ FO ，/) _ r 心）， [0 ，n ; F (5,0) _ 內， F 〔 J ，1)=- 九， 

se [0，1], 圮 r x - FO , * )» v ^6 ro , 1], 并设沿 r , 延拓时，有相 

. Vi , 其中 v , r \ 


应的局部保角平坦结构的覆盖邻域 a , 


« _ _ 




^ 0, v x ™ U ,, h = 仏，以及相应的延拓 A) 


9 


…， 

r 

分划 0 < a < … < ~ = 1，使得 K Z/lCZP 7 /. 

令 e = Min{distd ， M\Ul </< G (>0), 则那 >0 使得 
当卜一 /|<*J 时， distCr/f), r^(/)) < 6 t V/6 [0, 1], 从而， 

由此 推出：(^, F ; ) s ;‘= M ，*..， i ， 还是沿曲 

线 n 的一个延拓.于是沿 L 与々所得的延拓在朽点是一样的, 
再由 [0,1] 的紧性，可通过有限个/值由0过渡到 h 使得 OP，n 
与（5% HO 相容， 

为此在 M 上定义的局部浸没 少： M — P 显然诱导出 M 上 
原来的局部保角平坦结构. 

定义14❶•设 少： M 〜炉是一个局部浸没，则称 ( P 为 M 的展 

幵映射 (developing map)* 

一 般的局部保角平坦流形未必是单连通的，所以不一定有展 
幵 映射. 为了充分利用展开映射作工具，我们退一步，先从 M 的 

万有覆盖 M (universal coveHng ) 出发 • 

所谓 （ M , I )是 M 的一个覆盖空间，是指应是一个连通的局 
部保角平坦的 Riemann 流形，以及覆盖映射 v U ^ M . 

拓扑意义夂的覆盖空间要求覆盖映射*满足如下 条件： Vr 石 
M y 有它的一个邻域使得， 1 把同胚地映到的每 
个分量.而局部保角意义下的覆盖空间，则还要求覆盖映射*满 
足: 把微分同胚，并保角映到^ KC7*) 的％个分量， 
对于拓扑意义下的覆盖空间(；，*),我们可以唯一地用 C/* 上 
的保角平坦结构规定^ (t/J 的每个分董上的保角平坦结构.于 
是拓扑意义下的覆盖空闾便被唯一规定了保角平坦结构.这就是 
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我们现在意义下的覆盖空间 I 

万有覆盖空间总本采是这样定 义的： 任取 ： rd M , 况定 
义为一对(*，600)，其中 M ， 而 6(*) 是以办为起点 X 为终点 
的 M 上的曲线的同伦类，于是总上的拓扑以及保角平坦结构都 
被自然地定义了. 

设 则 

d ： ( 方， A00) f ~> (^, d + h(jcY) (1.18) 

如非恒同> 便是兑 — 应的一个没有不动点的拓扑保角映射.而一 

切形如 （ U 8) 的变换 d 构成(沿， M ) 的覆盖群 D 

因为 应是单 连通的局部保角平坦流形，所以有 

推论 1.11 •设 /為 3 , 是一个局部保角平坦的流形，则总 

| 

有展开映 射少 ： 货 

r 

在此，展开映射少在相差一个 Conf ( S -) 元的意义下是唯一 
确定的.又注意到覆盖群 D 定义了 X ?到自身的保角变换群 （1.1 S ), 
于是有 pG ) € ConfC 5 fl ) 便下图 交換： 

» 一 

4多 I :⑷： 

即 D ^*,( M )^ Conf (5-) 是一同态 满足： 

我们称此同态 P 为 M 的和乐表示 （ holonomy )_ pir / M ) 称为 
a ( M ) 的和乐群 + 

• • 

记 P 的核为 ker P ? 则 kcr P 为巧 （ 的正规子群，于是可以定 

义商群 f ~ ^( M )/ k , rp 以及覆盖空间0 - AJ / kerp ， 并把展开映 
射 <*> 定义在 A 3 r 上，即有 

众〜 S B . 丫 

我们把众称力 M 的和乐摄盖.这时 f 在 M 上起覆盖变换 
的作用，且有 W - AJ / f ， 以及 

fit f-^Coni(5*) 

是单射 • 

- - 


s 2^9 ♦ 



所以今后，我们可以；在万有覆盖 m 上 m 展开映射，而只 
须限制在和乐覆盖 a 上，有时这样做更方便些. 

S 2 .保 角不变 • 

■ 

本节将引进保角不变的 Laplace 算子， Sobolev 商 卩（好 ）, 
以及一个与保角平坦流形的 Green 函数在奇点邻域外可积幂次 
有关的指标 d ( M ), 它们是研究局命保角平坦流形的基本工具， 
此外，我们还将从流形的曲率性质估计的大小 ，从 d(AO 的 

大小估计覆盏流形边界的 Hausdorff 维数.在下一节还将通过 

■ 

d(M) 的大小判断流形 M 嵌人 P 的可能性， 

2 丄保角不变的 Laplace 算子 

■ ■ 

设 （M* P) 是一个 Riemann 流形， dimM ^ 3 # 现在用 M 上 
的正函数#满足 



来取代保角变换对应的度量因子〜设 P ~以 U ) « 这 

时 (1. S ) 改写成 

• ■ 

■ ■ I 

的 +a 

△9 林一 ( 2 J ) 

其中 c •一 （《 — 2)/4(« —1) .线性算子 、 

L 一 

称为保魚不 变的; 算子.因为如果还有保角变换贤 满足: 

4 

― M : > 0，则 （ 

Lg^p ^ 一 

, s 3| fi ■!* 2 

«» — q - * u^ 1 ^- 

一 ff + 3 

碑 L 兹 ( m /) ， u *-’• 

■ ■ 

或者写成 

■ ■ 

L g (^) L ^ g p m (2,2) 

■ 

■ 

注意到 ~ 及都是线性算子，所以 (2.2) 式中> 0的 





条件可以去掉 • 

等式 (2.2) 非常重要，它表示在保角变换下 Laplace 算子的变 
换公式. 

2-2 ■保角不变量 


利用保角不变算子定义 


QW 


mfj 一 | C "( jVf ), 


(2.5) 


<p n ~ 1 dp 





这是一个保角不变量.事实上，若有 P 


则 


M 


ipL g *< pdt ^ g ^ 


ipu 


~(«妒） 


d^ t 




(uq>)L^{u<p)4vgy 


而且 


Af 


(p 


sss 


L (叫) 




利用这些保角不变性，我们首先可以对紧的局部保角平坦流 
形按其数量曲率的符号来分类. 

定理 2.1 .设 M 是一个紧的局部保角平坦流形，则必存在与其 
相容的度量6使其数量曲率不 变号. 


钲明=设办是 M 上的一个相容的 Riemiaa 度量，作保角 
变换，设 《>0，则由 （2.2) 

一 ，十 3 

%心 = — L g l —u ^ L ^ u . 

今取《 为对应 于 — L u 的第一本征值 i, 的正本征函数，则 

c n R s 现 ( 2 . 4 ) 

推论 2*2 •设 M 是一个紧的局部保角平迫流形，则为了 0(M) 
>0( = 0,或<0)必须且仅须 Af 上存在与之相容的度量 h 使其 
数里曲率^ > 0( = 0,或<0), 

证明 ： mm ^ 
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u 


itif 







_ p ( M ) - 


inf 






由 Holder 不等式， Vol(M)" ¥ p(M)< 此外显然有常数 C 

>0使得 ; U < CQ { M \ 因此 l a 与 £>〔M ) 同号， ■ 


以下我们想了解 2(AO 的大小.在第五章，.我们证明了：对 

♦ 

于紧流形， 0( A /)< QC 50, dimM 并且除非 M 保角等价 

于沪，总有 P(M) < PCS "). 从 0( M) 的保角等价性，还可看出: 
对于紧流形， P(M) tpcv ) 必须且仅须 m 保角等价于现 
在我们考察未必是紧的流形， 


定理 2.3 •设（射，及)是一个 Riemann 流形，又设有 0: ( A / ，玄) 

^ C 5 fl , go ) 是一个保角变換，其中 A 是标准度量，则 

0(5"). 

先证一个 — < 」 


引理么4.设 MCS ， 是一个开集，则 QiM 7 ) - P (沪 )• 


证明： 按定义 5 若有子流形岛2兑，则必外〕 • 
所以有以 AO > Qisn , : 

为证反过来的不等式，任取在标准度量下 ，一 个以* 为牟 

讎 〆 • 

径的球再取保角变换驭：沪 — V ，满足：罗“則 

当一 0. ' 

定理 2.3 的 证明： 

I I • 

1°因为保角变換 <P 局部地是 一一 的，于是有开窠於 CMV 使 
得•是一个开子集.按引理2 .夂 ™ 
P(5"). 因此，以浐 

2。 要证： Q { M ) > QiS ^ w 取一串有光滑边界的紧区域 { K ， 



1*1，2“]， 满足： UfCZth + i ， i *=■ 1 ^ 2, ^ - ，以及 U Ui — M t 

■ - 


因此， ㈣ ⑽ KM ). 

I -^eo 

我们如杲能 证明： 对于 M 的任意开区域 a ， G 紧， dXJ 遞， 
都有 P ( t /) ^ p (5-), 那么目的就达到了 • 

反证，倘若不然，有一个 U ， 卩紧，沉/光滑, 满足： Q { U)C 
QiS ^. 于是由第五章 9 3«> 0于 t ； 满足： 

= 0，于 "9 

- « 1 仙從 0 ， 



在 C / 外争卜充 


0 么 Vi>e Cr(M) ， rp>0. 




< pL e udt^ f 




\, uL ^ dv 




L 叫—〜 — L 


所以茬广义函数意义下， 


L t u 



Q{U)u^-^ 于 Af 上 


现在把 u 的定义拉到义上去，定义 


pW 



当 ye S # VKU )， 


max { I 


OOUea >- M ： y ) n £ M ， 当 y ^ Hu ) 


因为是局部浸没，所以 < p ^ n t? 只能是有限集，并且 Vh 
^Cy)nt/ 5 b 的邻域£7„使得 tf>: V X 4 _ X ) 是微分同胚， 

是 y 的一个邻域.记为其逆，再定义 


hoo — 当 a 少 ( d ， 」 

则由的保角不变性， 

_ I 

+以£/>*$ 為0,于少 （ CM . 

由此可见 "i p 上的非负 u psc hitz 函数，满足 

. •_ 

(V 十 Q{V)p^ >0 ,于匕 （ 2.5) 
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利用保角不变性 








dtf 




X 


因此 


< 1 * 


积分不等式 (2.5) 得 




^^dv t ^Q{U^\ rn u—^dv^Q{U^, 


由于 L * 异 < 1 ,所以 ^ C 5°)< Q { U) m 这与前设 矛盾. 

推论 2.5 .设 （ AJ ，纟)是一个单连通的局部保角平坦流形， K 是 
—个相容度量 3 ” = dimM > 3;则 ) — 0(5*). 

2.3. 必 M ) 及其估计 - 

紧 Riemann 流形 ( M ⑷上 算子的 Green 函数是有定义 

的，现在要把 Green 函数的概念推广到未必是紧的保角平坦流 


形的万有覆盖以及和乐覆盖上去. 

■F 

以下设 (M,g ) 是局部保角平坦的流形 ， dimM > 


定理2,6_ V 外€众， 2 L , 在众上有唯，的极小正函数， 

■ 


以内力极点. ■: 

证明；取一串开区域 U . CZI ^, 如下： 

■ 

氐紧， a% 光滑， i _i，2 •“，以及 

■ 



作 O-Ditidilet 边値问题的以内为极点的 G ⑽ n 函数 

■ 

在 ^中， (2,6) 

, 1说 1 时/ ^ 0* 

我们 要证： 说收敛到一函数 G。. 

注意到 A 有展开映射少：^-^5%则由定理2_3, gcAJi * 

PC5-). 于是对于 Alf 上尥开集艮紧，当 i 足够大时，有 P(^) 


V S »3 • 



一 g (5-)> o ? 从而\对应的第一本征值 UtM > 于是在 

K 上，有极大值原理，由此 推出： 

_ ► ■ 

0 <C C 4 +l . 

我们要找一个上方控制函数.还是利用展开映射 A 设％ & 
少 ( P ,)， 利用（仏办）上以心为极点的 Green 函数私，把它通过0> 

拉回到兑上，作为心上函数列 Q 的上方控制函数. 

事实上，因为中 •(&)= 1^1 由 （2-2), 

L ^ ta > H 0 oip = 


而左式等于一 S 6 p ^ 因此，由极大值原理, 

• in 〜 


G 





满足: 


Git ^ G 本，丨 ™ 4 1 ， 2» ■ * * , 


由单调收敛定理，存在 Green 函数仏满足: 

f liiu Gj ™ Ga ， 

I i ： —» 

卜 G 。=— 

lo < G D < G' 


(2,7) 


G , 的极小性是由 （2.6) 与 （2.7) 以及极大值原理直接得到的. 


再用极大值 厚理， 极小正 Green 函数是唯一的. 

命题 2.7 .设 G 与分别是以八与％为极点的 h 的极小 
正 Green 函数，又设於 <=M 为一开子集，使砂，且0是紧 


子集，则必有 A € CO ， l ) 使得 

XG , 于点\办* 


证明: 取一串开区域 R 如上，并设亡1,2，，. •.设 
Gh 与 G ( 分别表示 C /, 上財应于~ 的以 A 与以 为极点的 Green 

函数，则因 


Oo I 3 Ut 






QUt 


0, 


而且有(0，1)使得 



9 P 







所以当；足够大时，有 w (0， JU ) 使得 

■ 

^ Gn 1^ X^Go 

在 U \^ 上 ，应 用极大值原理，得 

IC& < Gb' < X^GU 

I 

敢极限，即得结论. 

■ 

注意到 Green 函数 G 除奇点内而外，是光滑的，砬用定理 

■ 

2-6 与命题2.7,我们能引入 

定义2灰设 （ M ， d 是一个局部保角平坦的 Riemann 流形, 
又设0是它的和乐覆盖.定义 、 

Km) inf jp > ol Gtdifg < co s 

◎是开集，^是沿中之紧集卜 
以及 ^ 

■ 

2 

KW ) 与 4 m ) 与 h 以及校 的特殊选择无关，它们是<?,的在 
oo 处增涨行力的一个整体推述. 

■ 

如此定义的与当 M 是紧 Riemaun 流形时是一 
个保角不变量 .. 

定理2久若 （M 4) 是紧局部保角平坦的 Riemaa *! 流形 ， 则 
4 M ) 与 f 无关，而只依赖于 M 上的保角平坦结构， 

诋明： 设 S 与 S 是 M 上的网个相容的保角度量 ，古《 >0适 

合丨= 〆 ^^.由于 M 紧，故有 ; U (0, 1) 便得 JL ' 分 

别记（?。与反为~与~以 P〆 分为极点的 Green 函数，由 

( 2 . 2 ), 

从而 G fl 与艮有相同的可积幂次：， 

以下我们茱估计 AAO ， 

定理 2 .10. 设 （M 是任意埽部保角平坦的 Rieimun 流形， 

则 





证明：要证： < 00 . 通过前述一串 棘 龙 

I 

相应的 Green 函数從，只要证明 . 

■ ■ 

(( Gi 卢喵 C (与 i 无关 ）， i ™ (2.8) 

JUM 

就够设 U 是 任意一 个开集，记 

E v (40 = \ (Iv^l 2 + C n R • 护 X 

JU 

■ 

其中 •为证(2_8)选取邊 czSc ： 汐，以及 

满足： eu _ i . 因为有 

■ 

(f [(1 — £) GS]^^ f 

Mw JUi 

^ Q(UdE ni (0 - 

rTn P(^i) ^ ^Cm )? 并且 gM 如 , • CGfil 吨 ™ 1 o 以及 

CG ^\ 0 i ； 联同 

于 U 入邊， 

所以可见 ( Dirichlet 原理) 

Eu^iiGh) < 当 V — oo . 

设上式端 4 常数 C (与丨无关） s # - 

^CCl - C ) Gi ) = E vm ({1 - ⑽) <4 C . 

于是 (2.8) 榑证， ：： 

■ 

定理2,11■设化会 i ? 9 > ( MV 是一常数，则 

^ ； - % 

证明：要证 

v ■ ■ r - 

G ^ dv K < co , 

•… J J d\e 

沿用以上记号.令~是下列方程之解： 

■ 

■ 

\ L g ^ ™ 于 K ， 

则有 

、 [ G^dp 2 ™ 〈 Gfi ， l ) 


，嫩 • 





因此 


^ sup ^, ™ p 又 P ?) 


其中 pf € A 是力之极大值点.注意到 

^riPT) > 0 , 


以及 


+ C„i? D ^ ^ 一 L 


I , 于 CTrf 


于是得到 


c ( P ：) < 、 ， 

CmR 


这就是我们要证的， / 

去捭限制 R t > R 0 > 0 9 只假设 > 久我们要想估计 
AM ) 的值.沟肚用(兑）表示 I /,■上零边值一算子的第一本 
征值以仏)的极限.显然有 u 点 ）>0 fc 


定理 2*12 .设心 > 0. 
U ) 若 l a ( i &} >0, 


2 


2 


( b ) 若 U 众 ） 则 AAf )< 


2 


证明： 由设 尺 £ >0, 可见 
乘以 ( ci )% «> o, 作分部积分得 


于 u 入多上, 




IvCGfi ) 






f 斤 A f (GO 


办* 



⑽+㈣ 


dn £ 



6 


2 


u^\c 


( i ? O a A ^ 





s 


u ⑹ 


a 



⑹) 


acci ) 


dn £ 


叩得一与 f 无关昀常敢 C ：> 0 痺得 





1 ^ S } y ；\© 


V ( G 6) 





xj ^(^ Aa < c . 


(2-9^ 


因为 （2.9) 式左端之两项都是非负的，从而它们都被常数 C 所控 


制- 


U ) 设以众）> 0. 应用 Poincari 不等式，有与 s 有关的常 


数 G ：> 0,使得 


Ui \^ 




又因为6>0是任意的，所以得 d ( M )< 
(b> 设 UA30 -0. 利用 


0^ 


(Ob') 


ti+fii 





aio > 


因为八办) 




0(众\0) 3 而 


五〜、会 （ c ⑺〕 


[ 1 V(G£> 


Vf \9 


+ c . R ^ Gby^^du 


所以我们分别来看上式右端之两项，由 0,9)* 其第一项<心.再 


利用方程 L g Gb 


mm 


o 于 t/ 八办， 


Di\P 






再由（2_9),这第二项也从而有 

f W < 2 C ：.， 


\€ 


因为 e ：> 0是住意的，所以得 dOkX \ 

2 

定理 2*13* 设〜>^>0，其中&是一常数.又设1心|连 

同 Ivhl 部是有界的，并有实数 M 使得 — 札则360^ 

• • • 

(0，1>使得办 m t )< 土二 1^(1 一％) . 「 

2 

证明： 由设兄，0,按定理 2 乂1 即得 


* 





<7 0 办 , < as. 


为了证明现在的结论，需利用更多的曲率条件将这估计改 #. 


任取 〆 > 0,记测地球 B r = B 

函数 Q ⑽ ） 满足 


心 ( M . 构作 




0于 s 2 , 之外瑺 U = 1，0<< P < 1,以及 | v，pl < 2办 


^\ h r 




0 ，jj 


于扎 + s 之外， I ,以及 | Vj»I <2 


于是 


但因 




A ^ G , 


R , G , ^ 0 3 于^ r \ B F : 


所以 


\ v V - 巧 - C^dv^ ^ I . q? * 1) ■ A^G^di^g 

fa\B* J M\B y 


M \ B r 


(<p ▽巧 + jj^ip) * V G^du 


< 7 C 


G ^ dv £ + \ O 

技 r 十 


在此，我们用到第一章中的梯度 估计： 

iVGpK .CG,, C 是一常数 . 

虽然在第一章中梯度估计是对调和函数作出的，但在添加 i ? 

■ 

Ivhl 有界的条件下，梯度估计可推广到 — 0 的解. 

现在 — 00,我们得到 

. G^dv s ^ CA 〜， 

W\fl r J Bf^ % \3 r 

其中 C ., > 0是一常数（与 『无关 >. 即得 


*\JJ 


G t dv „ 


C , 



Ci J 众 


G 0 dp 


〒是我们得到改善的 估计: 






其中 i 


VHt 


C*U + C,)^ <1, N 


U 2,- 


,* 2砂 * 


文注意到在 ^ ic ( g ) > 的条# T , 按第一章命题 L 4.3 的 


证明可得 


Vo \( B n ^\ B n ) < C/I 





N ) 9 


其中 


b 


0 



2 


，而 G 是与 〜无关 的常数_ 


现在由 Holder 不等式得到 








2(1 
AT- I 




n 一 Gr 、 

G , d ^ y a ' Vo \( B N ^\ B N y ^ 


< C , y \ 一 

N^l 

其中 c 3 是与 JV 无关的常数.适当选择〜 >0,可使上级数收敛, 
即得结论. 

2 A ， dim ( dM ) 与 、 

设 MCJf % 我们将用 < M ) 恬计 3 W 的 Hausdorff 维数•为 
此，我们引进有关 Hausdorff 测度以及容度 ( capacity ) 的必要槪 


念和结论. 


设 j 是 R ， 中之一子集，对于 S >0, 令 


H d AA ) 


I 

5 


-mi{2rf\AdUB r Xx £ ) 


十 


< «} t - 

其中 B 乂 *) 是以 * 为中心 ，r > 0 为半径喊球，以及 

H d iA ) - ] imH d % ,{ A ), 

并称后者为 W 的 d 维 Hausdorff 测度 . ' 

由定义可见 * Hausdorff 测度是 M 上的一个正则外测度，而 

■ ■ ■ 

当 d = »时，它就是 Lebesguc 外测度 • 

定义 2-14 .称 

dim^A) ^ ini{d ^ 0\Hs(iA) — 0 J 
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为子集 d 的 Hamdorff 滅度 • 

此外，我们再引进度量集合大小的容度的概念 * 

该 KCR •是一紧集， P >1, 令 

C f ( ST ) =infU | ▽屮 | p 厶 CCR -), 沪在 / C 的一个银 

• • 

■ 

域上为1 

并称其为紧集欠的 P 容度.当/^_2时，称力牛顿容度. 

_ 

Ha 似 dorff 测度与 P 容度之间有如下关系， 

定理 2.15. 设 K 是 R" 中之一紧集， 

(1) 若 H ^ P ( K ) <00,则必 C P iK )-^0. v 

(2) 若有 e >0 便 H„^ +a (/ O >0, 则必 ■■ 

• • 

_ 

(参看 Adams D. R.，Meyers N- G- T Bessel potentials^ in- 

•* • I 

• • 

elusion relations among classes oi exceptional set^ ln4* t/rtiV. 

Math . 22 (1973), 873—905.) 

走理 2.16. 设 MCS ， 是一区域， £ 是 M 上的一个完备保角 

度量其中办是 S- 上的标准度 S . 又设 （ M，5〕 上的 
的以内点 he M 的极点的极小正 Green 函数<?,满足- 

G , = u { p t ^ u ^ H D ^ G 9 , 

其中叶是与 G 有相同极点的的 Green 函数； 则 

C a (0jVf) « 0 S 

以及 

证明：1°不妨设~为的北极点.由于 P , 为 Af 之内点, 
所以球极投影 Or：S fl \{^} 〜 R " 变上零容度集为零容度集，而 
且反之亦然.为 此取料 € CjTOl 1 *) 适合： 心在 d?r(M) 的邻域内 
为1，但 

f IVtp ^ l 7 dx -►O, 当 w — oo. 

糾 t 的选择 如下： 按 G , 定义，有 满足： 
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jL g C m ——，于 

< m 漏 1 ， 2 ，早 ** 

acFffl rt 0， 

(记号见定理2.6)，以及 记公为 G „ 在 ( R ", 上导出 

_ ia-i 

的近似 Green 函 数列： (%- W 厂了 Gwv ' 則有 

iAG ^ — 0, 于仏 — 5 T ( t 7«), 

jciiU 〜 - 0 , rt *_ l ，2, …， 

1 g 二 ( co ) - r ” ^ … 

这是因为 G ,^ G ^ c m O — x . y ^ 1 , 从而 G 公— G ( o 
gr ^ = 扩张 Gi 使其在外为0,于是有 

[ lV(GCi — 级）| 3 —0 ， 当 m — 00 ， 


对任意 ac =5 ，G 紧. 

适当修饰 GL 使其在一紧集外为常数 r fl ， 即可故作注意 
到对于 P , 的任意邻域々，若记 O ™ 顧）， 则在邻近^逹同 
其导数一致收敛到所以 


L 

JR\Q 


[ vG^dx 


csqg 




0 

• Vi* • • •• 

⑽ dn 



G ^ d<r 0, 当 w —► oo 


即得 



这就是 C l (9 M )-0 # 

2° 再证 dim ( aMX ^ CM ). 

由 1。，以及定理2.15, dim ( a ^) < n - 2 . 


取沪 > 



AM ), 则 


<； oo ， 


即有 


构造函数列 



< oo . 



龙 e E d O _)， 


其中0>0, 1(/0 是在度量 S 下，以仏为中心，《为半径的测地 
球，还可要求 
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若记 a 也为在度置办下的梯度，则 

1 1 1 | , 

■ 

若令 q 一 n — : 2 " P ， 则 

2- 

ila^r \^ J ^~ P du ga ^ Q , 

当《~>00时，因为 S 是完备的.又因为屯 —1— 致于 M 的任意 
紧子集上，并且仏茌的一个邻域内为0,按定义 

■ 

C q {dM) ― 0 . 

再由定理 2.15, 

dim (0 M ) — q _ -- /> ^ ^( M )* 

2 

对于定理 2.16 中的 （ M ， 我们迅能沽计出 〃与欧 氏距离 
?0 O - di st ( x ，9 M ) 的关系， 

■ 

定理2_17•设 MCZS a 是一个区域，又设 g —心是 M 上 
的一个完备保角度量.如果 ( M ， g ) 有有界曲率，并且有有界 
导数，那么 

«0O > CffO ) _JLyi ， Vj*€ M. 

其中 C > 0是一个汉依赖于 （ Md ) 曲率的常数. 

证明： 设在 R * = S « Mp a } 上选择欧氏度置，在此欧 
氏坐标下，有函数〃>0满足 

4 

ga B 8 a ， 

因为^是平坦度置，所以 £^*^ -=0， 

现在仿第一章纟3作正调和函数的梯度估计， 
lv , l 叫 H < C '， 在 0M 附近. 

化到欧氏梯度有 

I 

\dtr{ 妒 1 aiog 穸 | 

W 气 


宁是有 



\ dv ^\< c \ 

H 令 r 为从 X 出发到 SM 上一点 s 长度为 300 的 

馨_ 

欧氏线段*从*积分到 r 上任意一点 r s 有 

c"dM 4 - Ky)^. 

因设£是完备的，.所以有 

j p n - 2 d ^ == + oo . 

从而有点列 { h } cr , 便得 KlO — +«»即 
得 n _ a 

『 O ) > c r ， K ^ y ^~. 

又因为度量&与欧氏度量在附近 
是等价的，所以有〔 > 0,使得 

cs ^ y ^ 1 . 

注： 在定理 2.17 的条件下，我们可以不通过容度概念，宣接 
给出 dim(3M) 的 证明， 

事实上 d 蕴含了 f d ⑽心^ <00•再 

J J M 

利用 Hausdorff 测度的定义，选取适当球覆盖，有使 

< oo. 

综合定理 2.12 与 2.17, 从 G , - Go 可见当时，除 

」 ■ ! • •• ^ •. 

U 总） _ D 而外，都有 dim ( a ^)< H . 现在要证反过来的结 

2 

论 * 

定理 2.18. 设 （ M % S ) 是一个紧的局部保角平坦流形，又埤 

• • 

< P ： M ^5-是展开映射.如果 H ^ CS ^ C ^)) < oo , 那么 M 上 

必有一保角的 Riemann 度量使得为非负赏数 .， 

证明： 由第五章,可作保角变換，使只1成为常数_兹证 

0* 反证：倘若及&<0,记>1 — *5*\少0^)， g ! g 0T 其中 

«>(^而是 V上的标准度量，则 

^ -,于 M, (2,11) 
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我们希望 耙方程 （2.H) 扩充到 P 上去，即 “延拓 到整个 
上,并在广义函数意义下满足 U.n) 于—旦完成这一扩充，《 
便成为5 •上 的弱次调和函数.事实上， 

从而 

j « A ,， > 0， … 

对于一切分 €Cyp)， 满足令 >0. 从而#必为常数，但这与 （2- 
11) 矛盾也就证明了定理 . 

因此，我们只要扩充 （2.11) 到V就眵了.选取函数、0备 


r iM-l 

i ^ qp ^ O , 



CW )， 使得 a 在 A 的一个邻域 1/ 内为0,而在 uctJcv ， 另一个 


邻域歹外为 1. Vpe 


CJ (5 fl \/ l ). 由 （2_1 U 得 


L s ^ u { a ( p ) 




d n 


9 


传 r • 


其中 A 




c ^ R gt > 0. 即有 


^ u(a 〜。 rp + 2VaV<p + =* d 0 


J «< p . C 2. I 2) 


令 F — 七则 《 — 我们希 望证明 （2.12) 左边的第二、三理 


— 0,而其右端—4^$ 叭 至于后一个结论只要能证： 

< +0 O 就够了. 

以下选择适当的《>钲明以上三个结论 t 

Vs >0, 作球馬-心00， r , >0 t x ,€ A , 使得 AC ： 

教〒 7 

满足以及 Z >「 f<C (常数 h 令 

f0> Br S ixd^ 

满足： < Ar 7\ 又令 

办） = IXaOO ， 


則 


Aa 厶 n 叫 





一 II 〜+ SVce r Va y JJ «* 

j + i t+M 

《+ S ^ E / + » 

^ T/fy 

其中知表示 £ 的特征函数.听以有常数 c ,>0 使: 


同理 


EAofii < CKZ^r 1 ^；) 2 


cKSd) a 


先剌用这个 


证 L w 


<00.令々 



2 


2 


M 




< 


A» 


it 




(々 ahAa 十弋 (4 


) a ^ T V «)« 


<feci w>n) 


<i j jB o>r、) 


+ 2 


2 





( 



所以有 


€ t^U 




2 




(■ 


C a Sr ^ 


< c a c , 

当取® — o 时，得 < ( v ：. 

再证 ( m ) 左端第三项 — o . 事实上， 

c 〗 (丄 s u ^)^{ 

/ f n^2\ j *—1 n，l 4 

' < q d 尸 RSrr 5- )""^ — G , 

当 S —0. 同理证 (2+12) 左端第二项 —0 t 至此得 

uL tM^o ^ ) ( .« 口屮〜， v— c W 





定理证完. 

对于完备的局部保角平坦流形 （ M ，_ T ), 即使 dim ⑺ 

也不 能保证 A 為 Ct . 有 下例： 

取 Al _ 其中 * 是^的极限点 ，而々 的选择如下: 

V «> O t 

S ‘ »以^为中心，广为半径的球面上，彼此间距离 gr "- 1 的 

极大点集. 


于是令 { r ,， 

6 ist { y ^ dM )> i ^ 

• 

■一 1 • 为了 


卜 ( v ) 1 ^ 

必须且仅须 

XD 


♦ ♦ 




t /\， 则 Vy € UU (. y ) = 


^ Bn C 00, 


P *- 


< 


因此， P > (1 + «) 


2fi 


2 


. 按定理 2.10 与 2 J 7, 可见 


XI 十 <0—. 如果选择 e 的曲率张量连同的导数都有 


界，再由定理如果则必 < M 〕< f ，就产生了矛 
盾(当 《 — 0)_ 

■ 

& 3. 局部保 f 〕 平 坦流形的嵌人 


我们要找出相当大一类局部保角平坦流形，它们实际上是 V 
中的区域.自然的想法是考察何时这流形的和乐覆盖上的展开映 
射是单射. ' 

在和乐覆盖仓上的极小正 Green 函数 G 。 （以淪为极 
点）与 V 上的 Green 函数(以 (P (八)）的通过展开映射 

众的拉回 A 之间有紧密的联系.^ = ❿，满 

、 I 

足 

^Go -2 if 1 甲⑺ (3,1) 
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—般来说，并且 G — 艮当且仅当4>是单射，. 
我们先来写出（ V ， A ) 上以南极为极点的丄&的 Green 函数 
H fl . 为此，把^嵌人 R ” +s . 设 i = U ， a )€ X 设，上的点 

•.唯 

满足 W 1 3 这时 ：. 

• • 


g 货 



dxl + 1 " 


dxy 

UP 


当 U1 _i ， 


作球极投影 『： （5 fl \N， 办 ）—〔IVW)， 其中/V为北极， 


y 


gr { x )^ 


x 


，则 


X 


11 


dy ^ 


或者说， 


CI 




0 
,，即 








(1 


OV * Uy 3 ), 


因为 （K% 上以0为极点的 A 的 Gyen 函数 E, 




n 


C 


a 


C « 


2) co „ 


—, 其中％一是^^的面积，所以利用 


的拉回，可以求得 


H 


0 


\ w "\ 

^(1 


2 



£ D °ar 




W a 


引理3丄设 < P: (M, g )^( S ^ 心)宴一个保角映射: '又设 


M，5, 是V上以釈 M 为极点的 Green 函数#通过的拉 


回，即 


G 0 


-3 


J__L 






O c 是 M 上的一个平坦度量. 
证明： 事实上，不妨设少(九)为南极，则 




I^IV - KUI (4 

4<p*Cfj[a - ^ y ) x )^] o ^ 


e n ^} 


WU 1 




a 


x 


yqr\dy^} 
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[ y ]^ 


所以 C 是平坦度量 - 

■ ■ 

引理丄 2. 设 （ Mj) 是完备的 Riemann 流形，又设 <P:M — 
5- 是一个保角映射* V 九 S M , 设 G , 是的以 P , 为极点的正极 
小 Green 函数， A 是 P 上以 0(/0 为极点的 Green 函数逋过 

介的 拉固，满足尽一 Gi 在 & 附近有界.令 ^ ~ G t /G t , 

■ 

A 则 ^ 是？麽量下的调和函数，即 ， 

■- ■_，■[ 

△ # 由 0 ， 

证明：注意到 

V . - 一」_ ■ 

由保角 UpUce 算子的不 变性， : ' 



口 - G a ^ L t G 重 


•Jr2 »>j 

— 0， 

又因为 f 是平坦的，所以心 - 1 即得 

A g p ^ 0. 

引理 3 .3.设 （ MJ ) 是完备的 Rie ⑽ tm 流形， e 

■ 

是一常数，又设 ^：{ Myg )^ (沪，办)是一个保角映射，则 

■ 

Hm(sap{G*(»)|p(jr > ft) ^ <sr}) — 0. 

«T.4 

证明： 由定理 U 0, 我们已经知道 》 对于 A 的任意开邻域 

有 f i 

1 G 0 ■- 3 〜 < O0, 

JM\e 

由此可以推出 ^ 

Hm ( G 0 六扣‘ ， O , 

我们希望得到如下估计： 
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2 




(3.2) 


因为 U _2) 蕴含了引理的结论.为证〔3.2),设 i ? 


max { R g , 0 \, 


按定理 2 J ， 




2 


< [| V 0! 3 + CnR ^ ndt ^^ 


C 3. a ) 


v <^€ ( m ), 注意到 — c ， 可见 

一 C n ， (G b O) € A ff G 乂 X) — * G.OO ， 当龙 

两边同乘以 crw ， 其中 ^ C ^{ M \ B ^ p ,)) y 作分部积分给出 

_ 

( p - 1 ) ( f < yR + GU 〜 

Jm Ju 


< 


c^CrM V<A| \vG t \dp g 十 c . g VG 包 “ t 


假设 P > 


In 


n 


2 


，由 Schwarz 不等式 


(3-4) 


2 


M 


</>GrMV^l |vG*U^<a <p 2 Gr 2 WOA 2 dp g 




令 a - f _ 2,联合 (3.4) 与 （3.5) 得 





c a 4> 2 R ^ 






IV01 2 G^dp t + <p 2 G^dv 

p — 2 J ^ J « 


再令 a 


于 (3.5)， 联合 (3. 6 ) 得 


Al 


必 Cr_lV 沴 I \ VG ,\ du a 




V</>| 十 c [ (p^Grjdv 

p — 2 J W J M 


因此有 


(3,5) 


(3.6) 


tf 
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[jlv—PGf 十 /M ▽办 11 valuer 1 

• •. 

+ c “ r +收 )心, 




再联合 （3.3) 与 （3.7) 得 






U 


< O 2 <??( lv^| a 

J M 

+ \4> r } dv „ 


其中 c 是与 p 无关的常数 


反复利用 u .8)， 逐次迭代如下 


k 


设 h 


1 


S 


(3*7) 


(3.8) 


1， Ws ^ 

= in ox r / ^ 0<^< 1 7 

[0， ： V 民万叫一/欠）， 

V^Cy^l <2 -3 、 C^(M) t 


以及 


Pk 




P〆 ， 


2 


, P . 


2 r 


0, 1， 2，- h ， 则由 （3.8) 可以淮出 


D ^k 




< (C ； - 心〕 ^(4.34+ 1)G 


X 


k 




,2, 


m m m 




. 于是有 


G ^- idu e 


Pk 


49 


ess supG 0 Cy ) ^ XI ( 4 ^*九 • 


/- A 


y€S B U ) 


7 


Ul 


Gt ^ dt^g 


f 5 


上式右端的无穷乘积显然是收敛的， （12) 得证. 

引理 3,4. 在引理3」的假设下，有常数（: > 0,使得 Vcpe 
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( Q ( M )\{ p fl }) 5 W 不等式 


u 


< p 3 ； VlogG fl i ^^ < C [ C<pMVlog G , s s + ] V < pV)dv 


i 明： 在极点 P 。以外, 


A log G e 




Go " 1 AG , 






! Vlog Gj 3 
■ 

1V log G B I ^ 
|VlogG a ! a 
A log G? + I V log G a I ^ 


C ^ AG fl 


I Vlog 


(3*9) 


对任意 <pe 用 # 同乘 (3 A ) 两边， 并作分部积分，有 


y 


■ 

qp J i V lnjf G d \ A dt^ g ^ I < p 2 [ V log G g \ 



2 1 g ^ V<p * V ( log 




log G ^) dt ^ 


用 Schwarz 不等式，有常数 C > 0 使得 


r 


<p 2 \ V log C? t J ^ C t f flc? 1 1 ^ log G 0 1 J 十 1 I a Id 

J 


I 

jr 


3,10) 


现在我们來证明本节的主要定理. 

定理 3*5. 设是完备 Riemann 流形，又设 < P : M 


是一保角映射，假设 d { M)C 


2 Y 


、又 


当《 > 5时，设\ >_ cle 是一正常数 


当 


3,4时，设 \ R ,\ < 


则少枭单射，并且 G (⑽ （ AO ) «« 0,即9 少 （ M ) 有0牛顿容度 


证明： 用引理3*1，3, 2 的记号， K 需证: 




Go / = l . 


P 建立估计 式：设 


2 (n — 2) 


<pe 则 



</>M ^v\^ 2 \ v^l \ 2 ^p 


< c 


\ Vq >] 2 G ^\ Vv\ m dp 




(3 JI ) 


其中专表示度量 S 下的梯度， C 是一个常数. 


先对1歹 •^作 △( = △/)，应用 Bochxier 公式，由于5是平坦 
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度置，且 A 〃一 0 , 便有 

= (3*12) 

注意到(参看第一章式） 

« — 1 

从 (3.12) 得V实数《， 

2 

+ j (f 一 0 丨 V^^'M ^1 9H a l 3 


> a (—^ + «-2)| Vl 7^ IP . 

、 n 一 1 f 

取 a > ? 二 li_， 便有 g ：> 0 常数 t 满足 

n — 1 

I 

ai v^r ^ c^\ 穸 I v 没 M]_ 

先对 W 建立 （3.11) 式，为此，以 V 乘上式两 

端，并作分部积分， 

Jhi 

< C7 1 { WA1 

< 2oCr \ i^M I V ^ ^t^Wdp^ 

Jju 

应用 Schwarz 不等式 s 有常数 G > 0， 


i vl ^^1 l a i 

Im 

^ c ： ( I v^l 1 ! 歹川"心 v 

jht 


再把不等式右端化到度最 s ， 取 2 ■^二 9( 当适合 

n \ 

匕」，有 

n — 1 / 

V 1 V<-i Vv\ a ~ 2 dv^ 
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<C: 




即为 （3.10 


再把少的限制去掉, 


附近为 


09 


函数，满 


足而现 在设中 € 用必•少代少便有 

vi v^MM 

< c 小 I ▽中 | 3 1 ▽十办〜 



C 


« 






因为 


lv"l 00 

GOO = 




o { P ixy - y ) 7 


o ( pOOh )， 


当 


p. 


其中 P 0 o = d ^ U ， 测地距离，所以若取 

0, ： te 心（仏）， 

1 3 x ^ B 2 r ( p ,) 9 
' 0< 扎 <1, 


扎 W 


| V 0 r | <2 • 〆 

其中是任意实数，便有 


^ 2 [V<Pr\ A \Vt^[ a G^dt； t 




0( r fl 


0, 


当 


0. 于是 （3.11) 得证 


建立估 计式: 


B ^ tp g ) 


l V^l 


S v^i l J ^ 


对足够大的 a > 0, 其中二是一常数. 


利用 （3.11)， 注意到 

念 W 十， i VG fl 


G.GrvGj 


< C ff (| VG a [" + Vlog 在 l a )， 
其中是一常数，取 q ^ CfCAf ) 适合 


C 3.13) 


^ 2 b * * 



< pC ^) 


L , X fi … Cpo 、 

0, p t )^ 


0 < < 1 lV(pi <4cr 


则 （3.11) 右踹受 

16 C , 




(I ▽€?•!' 十 G^l Vlog G,\^)dtf r 


所控制.又因为所以 


十 crMvcj 1 ) 

— C d GS(.l + IVlog GA 2 ) 


菏理， 


lVlogG n l-< 1 + IVlogG.1 


代入（3.11)卮，得 


1 v \ v^! \ 2 ^, 




< c 




G 30 



V log CJ ; + I Vlo W 


为了得到 （ 3 , 13 )， 我们将利用引理 3 . 4 .设 C ； iM \\ p f }) 
并用 Gfc / r 代替 tp ， 应用引理 3 . 4 ， 


y 


^ G ^ IV^log G . Vdo , 


< C ( (^GS|Vlog G b ! j + 扣 

再由 Schwarz 不等式 ，上 式右端小于或等于 

c j^C^MviogG.i 1 + |Vc^| J )G^^, 

现在取 Cf(M) 满足： 

0， h BK ^) U ( 


4 M 


o ^ U i ▽屮 



，当 > o 足眵大 _ 


遂得 


< 


c a ^ 1 j 


■I ^p\^\ Vi 穸 H l J ^ 




GSU 4, Ivlog 
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即是 （3-1 从 

3°现在利用曲率心 的条 件导出 估计： 

j B p>l ▽十川 ％ 

■ 

< C ^ 2 \ (3 A 4) 

J WVfi 卜> 

其中当 n 乓 4 时， 0Ci = o: ^ — 2 ) ， 而当《 = 4 时， os T < 1, 

n 

分三种情形验证. 

(a) 5. 这时 《>1* 利用& > 一〜可见在外， 

AG > —c a CZG t , 

同乘以作分部积分，必 e c 0 "( AO , 得 

< “c j ^ GSClv ^ l 3 + < i > 2 ) dp tt 

造当选取截断函数少，利用 （3.13)， 立得 （3.14). 

(b) « 3,这时 a - 31 因设 I /? J i ^ C 9 故有 

AG , < c n CG 9 , f 匕仰 （A) 之外， 

同乘以 ^ G %~ 1 作分部积分，又有 

(1 — a ) ( ^G^iVG.I^ < 2 f <f>G^ l \V4> \ lACgU^ 

JM JM 

十 GcjGS 办 (3:15) 

同理，得 （3*14). 

CO « - ^ 这时 《 _ 1 ， 于是不能直接利用 (3.15) 来估得 
(3.14). 但任选％<!，应用引理3.3,我们知道 G •在 M\&0O 
上是有界的.因此 （3.13) 的右端，当以％代《时， 仍成立. 这时， 
在( 3 .! 5 )中，若用％易《，即得出 （1U) 右端的估计，为 （ 3 .H). 

4。现茌推证^ = U 

• 因设 KM) - --■■■■ d{M) < 2 -(? 二 - 2 -) = a ， 故有久 ■ 4KM) 

n 一 2 n 

使得 ( G % idv , < < x >. 取 I 充分大，以致 A < a , 再应用引理 
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33 » 即得 


Gldp s < d . Gpdt^ s c oo 5 (3,16) 

其中 <； 是 G 在上的上界，联合 （3」4) 与 （3 J 6) 即得 

-= const , 

但因 

ivHOo) = gjMvg 0 — ^vGdKPp) — o ? 

从而 Ve = 0 S 即 p = consi . 又因为 ^( Pi ) *^1， 所以 # 安 I .于 

是少是单射， 

■ 

5°最后 证： c 2 ( d < P ( MY ) = 0. 

这是定理 2.16 的直接推论1 

如果对数量曲率的限制加强到 A > 0,那么定理 3.5 中 
的限制 二 - y 3 - 就可以去掉.这要用到正质量定理. 

n 

回顾引理 3.2, P 上以北极 W 为极点的 Green 函数 H , = 

( 1 + x ^~\ x \ 2 ~ a ^ c „(\ — *,) 若令心 J 

與中 容0是 S n 上的标‘度量，则 S — * 

3 T (办其中少是 S\N ^ R * 的球极投影. 

现在把球极投影的槪念推广到完备 Riemam ! 流形，设八€ 
M , 又设存在着以 A 为极点的 L a 的极小正 Green 函数 G ,. 在 

上，引人度量 

O 0 "^ g , 

则连同自然映 射办： — 称为玷 关于的球极 
投 

为了说明这种球极投影，我们引人 

定义 3+6. (渐近平坦末端）设是一个 Riemann 流形， 
r > 0. 如果存在分解 M w - A/ 0 U 以及微分同胚匆 R *\ 

B Kt 其中 i ?>0 s 0 k 是中心在原点的半径为及的球，满足 

gii ^ ^ r , 4- 0( 〆 ’)， 

o$ii - o(n ， 
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ddg tf - OCp 

当 p-kl—M 时，其中 c 是按上述同胚诱导的上的坐标; 
那么我们称 JVC 为 （M，g) 的一个 r 阶渐近平坦末端. 

设 （M，g) 是一个紧流形， R e > 0,则 M， 有 Greea 函 
数&存在，且在局部坐标下 （p s 对应 — 0) 

G,M -= A \ x\ 2 ^ ,i + 3 + 0( |r I j_b ) 3 

于是取的标淮坐标系可使 

^ v (x) - (B + + 0(Ui 卜 •）） 〜， 

再作反演变换 

会 dA + B \ y )^ + 0(1)^-，））〜， 

并且 

叫，呵" 

也满足相应渐近展开式.因此 （Mij) 有一个》 — 2阶渐近平坦末 

h^JP 

咖， 

设 （AJ,g) 是一个局部保角平坦的 Ricmann 流形，设分是它 
的和乐覆盖.因此有极小正 Green 函数 G。， 以及 

上相应 Green 函数在展开映射下的拉回.按引理 


是平坦度量 • i 己按引理义 2 ,点并且货是 


这谪和函数 r 


取化 的一个局部领域 


使少: 


0— V是保角同胚，则 <P(0) 在球极投影中下成为渐近平坦末端校 
的坐标.事实上 s (5 


pCp ) ― ACy), y M 


—屮，少0)， 


则因 KP.) = U 以及 Ky) 是一大球外之调和函数，可见 A( y ) 
当 ！y| 〜 oo, 从而 - 




A(y) ^ i + EM\y\^ + 0(\y\^)> (3,17 ； 

以及 I 在此坐标下有表示 

^ - 1 + 五 ( 八 ） lyT # + o( \y[^)d, u 

同理， a 如， ddi 0 也满足相应新近式. 

正质量定理陈述 如下： 


* ass * 



定理 （ Shoen - Yau 正质跫定理）.设 （ M "， 是一个完备的 
Riemann 流形， R s > 0. 又设 Af " 有一个渐近平坦的末端 M … 
在此上按渐近坐标 

. iij = (1 + ^ ^ir + 0(1^1 1- "), 

| 1 

则必有 C ^ 0. 

我们把纠的展开式中的系数 C 称为质量. 

应用正质量定理，我们来证： 4的渐近展开式中 B ( p a -) > 0 t 

现在的问题是按度量 t = G 卢 g 末必是完 
备的.然而有 

引理 3.7 .设 （ M ，£) 是一个完备的局部保角平坦的 RUmaim 

流形， R g >0, 跔若有 f a € M ， 存在以 P •为极点的 L , 的最小正 
Greeji 函数 G a ; 则 E { p a ) ^ 0, 

证明 ： Vs > 0,度量蒼 _ ( G t + S )4^ 是 W - M \{ p a } 上 
的完备度量.由设心 >0以及等式 

— ^ (G n + s) -h s') 

= —(g 9 十 

可见 A > o . 现在由于 

- (i + 5 " + °( iW 〕， 

应用正质量定理， 

H(p a ) 十 s > 0. 

又因为 s > 0 是任意的，故有 H (^) ^ 0, 

定理 3.8. 设 （ M ， 尽)是一个完备的 Riemann 流形， R e > 0, 
又设 < P : M 是一保角变换； 则少是 一单射，并且 

0 . 

证玥： 和定理 3.5 证明一样， 要证： G , - G a . 其中 t ?, 是以 
P^U 为极点的的极小正 Green 函数，而艮是相应的球上 

Gi ^ n 函数之拉回，记左_ q : r ^ y 盈，则 备 —（ M ? 
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f = 其中也是球极投影与反演 

变换之复合.由于0<^€1，所以 0< A <1. 要证 ： h ^ i / 
反证： 倘若1，则因 A 是调和函数，有渐近展开式 （3.17)， 
故々< 1于一大球之外， ^>0. 选择$ > 0使丨1 一 A ( y ) 1叫 
> s > G . 又因为 i 一^是 正调和函数，由极大值原理， 

1 — Ky ) ， 当 |>M >< x , 

o 

从而有 

E ( p ,)<- 8 a ^\ 

这与五（心）矛盾 . 

同理，由 G , 艮推出 o ( a ^ CM )} = 0. 

对于不单连通的流形，我们可以了解到覆盖空间的质量与底 
空间质量的关系. 

定理 3.9. 设 — 是一个非平凡的覆盖映射. （ M ， g ) 

■ 

是一个局部保角平坦的 Riemann 流形. 又设 Vf ^ 存在以 
A 为极点的\的极小正 Green 函数；则 Vfe Ai ls M 和 M , 的质 
量函数丑00与 KO ) 满足不等式， 

£ i ( p ) < EU 00 X 

证明： 证明同上. 

局部保角平坦流形的拓扑性质 

本节讨论局部保角平坦流形的拓扑性质. 

4.1. 基本群 

下述群的可依性(^1^1^1>] 6 )概念用来政别局部保角平坦流形 

的基本群 . 

定义 11. 设 G 是一个可数生成的禽散群.称 G 是可依的 ，如 
果 £^( G ) 上有有界线性泛函 f * 满足 ： 

0) inE KgXMXsup f(g )，VM 乙™⑹， 

犮 € G g€C 

(2) G , fi ( gof ) = 其中 g^fM ™ /( 裒 "【 i )* 

按定义，任意有限群总是对依的，因为可以取 
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^(/) s 心 ) • 

1 b I 贫知 c 

^ Iner 曾给出 G 成为可依群的一个充要 条件： (0, 1), 
V aii - ..， a ^ G , 3 有穷子集 ECG 使得 #( EO ^ E ) > 々# 五, 

其中井 （■ * •) 表示子集中元素的个数. 

由此可见，由两个以上生成元构成的自由群不是可依的. 
定理 （ Brooks ). 设 （ M ， f ) 是一个紧 Riemann 流肜，又设（总， 

泛)是 （ Md ) 的万有 覆盖； 则为了 a ( M ) 是可依的必须且仅须0是 
A , & U ( M ) 上的一个谱点. 

利用 Brooks 的结果，我们有 


： 定理4_2,设 （ Mj ) 是一个保角平坦的 RUmarin 流形，又设 
R g 《— a < 0,其中<»是一常数，则 — 匕兔 的第一本征值 L > 0_ 
此外，35>0使得¥化6砧， Vr >23 常数 C ( d , 九)便得 

VoKBXp,)) > c( W. 

如果从还是紧的，那么 a ( A /) 是不可依的. 


证明： 按推论2,5,以沿 ） .而 


1 


inf 


<p&gtpdtf 空 




inf 




a 


tp 2 d ^ 


a 


ip 2 dp 


i 


^ inf 


(L l<p 


_/_?■■ \ 


q ( m ) + (■ • a 






^ c 0. 


直接应用 Brook , 定理，即得最后结论. 
为得体积估计 ，选取 函数列众)满足: 


VtO )-= 



J ： f B 々（ pj, 

^ ^ ^ ^lC.Pq ) ， 


* 291 * 



[ V ( p t i < 2, 0<( p 4 <1, 

则若记 h I VoKhC / O )， 便有 

p 

J-W 

4 c^d 

々"=1， 2，•，〜 c 又有 

h +1 為 （1 + 4^)* F 1# 

令 S 扣 log(l + 4c),C(8 y p,) = (I +4() - J F ,， 则当 时，有 

V r ^ C ( d , P ,) e s \ 

以下仿 Riemann 面的研究引入 Klein 群的定义.设 r C 
CrniKS ”） 是一子群， Vp / S *， 称 r 在？。是真不连缲的 (properly 

continuous) 如果 

CD r 在九处之迷向子群 J \= U € ruc/O ™ M 是有限 

的， 

(2) 存在 匕的一 个邻域 t ； 使得 

〆 [/) - u 7 v # r f0 ， 

g(u)nu = 0, v g ^ Ar, ql 

(3) 不在同一 r 轨道上，则必有 ： r ， y 的邻域 i ; 与 

卩使得 t / n 厂厂 = 0 , 

我们把 p 〔 r ) = { pev 彳 r 在 p 是真不连续的 } 称为 r 的不连 
续区域. 

易见 e ( n 是一个 r 不变的开集. 

定义 4.3. 设「是(>1^(^)的一个子群， 满足： m . r ) # 0 ， 
那么我们称 r 为 Klein 群， 

按定义，不难 证明： 每个 Klein 群必是至多可数群，并且是 

离散群. 

记 a ( r ) = 彐 r ， s ** 便得釔„ ^一 ►$}，珎其为 

r 的极限集，它是 r 的极小闭不变子集. # A ( r ) <2的 Klein 
群称为初等群. 
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tCalkarni 与 fCamishima i 正明了:若 r 是 IClein 群，则 J 1 在 

s\n (r) 上的作用是真不连续的. 

从而以 n = w(r>. 

如果 r 在 0(0 上还没有不动点，那么供0//'_好便是一 
个局部保角平坦的流形.事实上，有一大类局部保角平坦流形正 
是通过 Klein 群按上述方式实现的. 

力证此，我们再推广基本區域的概念. 

定义 4 . 4 . 设 r 是一个 Kkiii 群.是它的不连缤氐域. 

设 Ddo(r) 是一个相对于 o(r) 开的子集， 满足： 

(1) VP6 o(r)， 至少有一个 s ^ r 便得 g {. p >^ D , 

(2) 朴 e a(r)， 至多有一个£ € r 使得 o ， 则称是 

r 的一个基本区域. 

由定义可见， 

■ 

ecn - u 玄(5)， 

j ? 七讓 

g ( D ) f \ g f ( o ) ^ 0 , 当度， fir ， 但茗 蛑 〆 . 

定理 4.S. 设 （M,f) 是一个完备的局部保角平坦流形，则在以 
下两种情况之一： 

(1) 当时，心有下界，而当3, 4时 \ R m ] 有界；且 
设# M ) < ^ ~ 

n 

( 2 ) R g ^ 0 , 

我们都有和乐同态 P: 1 r 1 (M)^Canf (50 是单射 * 并且和乐群 
从） 是 Conf(S") 的离散子群， 

特别迪，如又设 M 是紧的，则 p 总）是妳(射 ） 的不连续 

■ ■ 

■ 

区域，并且 M ^ Of 

证碘：直接应用定理 3.5 与 3 . 8 于 M 的万有覆盖空间砭，则 
展开映射少：沿 — V 是单射.这表明和乐覆盖 A 从而和乐 

表苯 P 也是 单射. 注意到 r — 在 少 (说）上的作用是 

真不连续的，这是因为覆盖变换群 D s ACM ) 作为兑〜 AJ 上的 
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变换群是真不连续的， irii 且有 


0 o 


r 




p(r 


宁是 r 是 Klein 群，从而是离散的. 

现在设 m 是紧的，要证 d _铒 r ). 

方面旮 y \； G 在 r 的作用下是闭的不变子集，得知 /KD 
cd 。， 从而 n ( f )^ 

另一方面， Vh 加，由于 M 是紧的，所以：的任意邻域必与 
r 的一个紧基本区域 f 的元穷多个平移相交.因此必有 < e A ( r )， 
从而 A ( n ^^, 即得 = a ( r ). 

对于 Klein 群 r , 我们引人 Pained 级数 


2 1 ^ 1 % s > 0 ? 


并定义 


Hn 




inif \ d I 1 r' 


c 


Pattcrsoii 与 Sullivan 曾证明 5( r ) 与 / l (0 的维数 Z ) 
diti ^ un 之间有如下 联系： 

定理 （ Paue 叫 n Sullivan ). 设 r 不是初等的 Kleitt 群，则 


sun 




d ( A) t 


利用这个结杲可得 

定理 4 . 6 . 设 （ Md ) 是一个紧的局部保角平坦流形 ，并且少 


兑 — V 是单射.如果 r 

d ⑷. 




不是初等的，那么以 M ) 




证明： 只 需证： 设 p >0 使得 


J3\C 


G^dt^g < oo. 


其中校是的一个幵邻域，设 f 是 r 的一个紧基本区域 ， e 

则 


S 


， r+J 


¥ 


O p ^ r x ) dv B < oo . 


(4.0 


但因 r 在总上的作用是等距的，所以 G n ( r ,)_ G r iO 乂又因 
为 F 是紧集，由 Harnack 不等式 3 有常数 C >0 使得 
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这使 0.1) 等价于 


S 饵 - 、 0) < oo, Vjtf F. 

^ t r P r^i 

阔为 G,M - «00_ w ,00, 其中 &是 在 S " 上的以朽为极点 
的 Green 函数，所以 （ 4 .1) 又等价于 




p (r。）c 


然而〃的变换规 则是: 


O ) 


I 叫 


2 


ii Q y C^) y Vr e r 


于是 〔4 + 1) 等价于 Poincare 级数 




P 


< 


这就是 nn 







定理 4.7. 设 r 是一个 Klein 群，有不连续区域泣.设 M = 
U /「 是紧的，则为了存在 M 上保角相容的度量 JF 使得 t > 必 


须且仅须： rf ( A ) ^ — — 

2 

证明：1。设按定理 3.7, rf ( A ) <#敁）.若 

0, 则由定理 2-12， rf ( M )< 二二 I. 而若 UM )-0， 则由定理 

2 

( Brooks ), ^( M ) 是可依的，因此 r 岛 WM ) 不靜含有非交换的 
自由群，从而必是初等的.这时# 所以 dM ) _0< 

I ■. 

R ― * 2 

―2 _春 

2°反之，设 d ( A ) < 要证存在保角相容的度最使 

2 

得&多 0. 

因为 M 是紧的，所以按定理2」，有保角平坦的度暈 fi. 使 

_ • • 

R , > 0或 /?, < G 于 AY . 

倘若 是后者，必有艮：> 0使 一 K Bt G _ 是以 


，汗 5 ， 



A 为极点的~的正极小 Green 函数，又设夕是八的一个紧邻 

域，则在上 


A <? ( ^ — /^ uC ? a , 

设攻 > 0,则有 

: AGf <—( 1 + 幻見 G 广 + 5 (1 十 S)G^\^7C,\\ 

用梯度估计， IVG b ! j ^ CG ^ 并取及 > 0足够小，得 

AG - +5 < 一 CG 严，于 £ 3 \€>, (4.2) 

C 是常数.我们 要证： 






(4.3) 


囡为由此联同引理3.3,可得 




G 如 


所以得到 


rf ( M ) > 




2 


2 


盎 r 不是初等群时，由定理 4 .6,有 d(yi) -dim > 


2 


2 


便与假设矛盾. 

假定 (4.3) 不对，即有 

G; +J 办 〆 oo, 

那么必可抽出一列半径00使得 



lim 


QA 


tfwtpp ) 


G^dS 




0, 


这里艺是 3 上关于 £ 诱导出的测度_对 （4.2) 两边在 B^\ 
0上积分，应用 Stokes 定理，有 




Gl^dS < —c 




其中 I 是外法向，用榉度佶计 = | -^- G^ s 并让 I — 

Ofl I Ou 


<» ，导出矛盾，于是 C4.3) 成立, 
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剩下「是初等群的 情形： 

Cl ) 0,这时， r 是有限群 . m 上的度: i ： s 可取为 s « 

上的标准度量. 

(2) #^(0*1. 这时 r 中仅有的无穷阶元素是抛物型的， 
从而 M 必是平坦的 ，从而必有： ^ - 0, 

(3) 2. 这时 r 中仅有的无穷阶元素是双曲型的， 
于是 M ^ 5-' x s ，-、 因此也有相容的度盘心 > 0 , 

4.2. 高阶同怆群 

通过展开映射少,我们把保角平坦流彩 M 嵌人 V ,又通过对 

的锥数的估计，我们还能了解 M 的高阶同伦群的一呰属 

性. 

定理 4. S . 设是一完备局部保角平坦流形，又设有整 

数 ^>2,使得 d CM ) - t - 1, ^- 2 2 ---}^ 并且 

■ 

R g > — C ， 当《為5，1心| < C ， 当 《 —3 S 4,其中 C 是一正常 
数;则 

TCiiU ) = 0,纟 — 2, … ，々+ (4,4) 

证明：桉定理 2.16 与定理3.3, M 的万有覆盖总可嵌人 P 
成一区域 A 且⑽的维数< d { M ^ 为证〔4.4)，需 

证 

t >： S { Q 

在 C 内可以收缩“-2, ••■，{.即存在/: — 便得 

U* i — 2 ,. 、 K 

不妨设九是一浸人（因故可扩张为浸人 /■: &+_ 
-5", 使/丄，^/。.再扩张 A 为浸人 h — S •满 

足： 

^ I ™ hy 

FU /+ 1 x< 奶 = f】. 

V/e tr -，' 记 … x 利用测度的可加性，存在 

常数 C 使得 


• vn ， 




在此巧（， ） 表示；维 Hausdortf 测度 . 

因为； <々，且 

所以 3 r,e B — , 便得 

- 0 , 

即 

f - i caj 3) nsr - 0 . 

或 

P(.B^ l )dQ t 

因为 F\ s ^„ oi = f , 9 所以 F i 即实现所要之收缩. （4.4) 得证 T 
定理 4.9. 设完备局部保角平坦流形 CM % g ) 的数量曲率 
R g ^ R t > 0, &是一 常数； 则 

1 

叫 ( \/ ) °* 0 ， a? ：p " 14 2 3 * - * ， -〒• — 1 _ 

^ 2 i 

又若还有▽心丨都有界，且有常数6使 Ridg ) > — V ，则 
还有 

n ： x(M ) — 0, f — 2, - r '> [~ j * 

证明同理 . 

4.3. 调和形式与 Betti 数 

我们还可以通过调和形式对保角平坦流形上的拓朴得到限 

制. ■ 

设 （ Md ) 是一个局部保角平坦流形，注意到 * 运算在中间维 
数是保角不变的，而微分算子也是保角不变的，从而〃™ 

是保角不变的.一个调和形式 u 满足0,因此 P 调 

和锻弍经保角变换后也还是 f 调和形式， 

设 

■ ■ 

to — =叫 •” ip dx 、 A 〜 A dx*p 

是 （ M s f ) 上的一个卜调和形式(在此略去和号 X 以下记 


* m 



必十 W ， 以及〜为 （ M ， 玄)上的 Laplace 算子，则有 



丄 I Off ^ = I 

▽ to 12 + ( w 5 

• 

2 


其中 


• 


Af " 

—以 + 曲 率项， 

求得 

< i ^, A ^> 

其 p ， F ( o >)， 

其中 




( 4 , 5 ) 


F («0 


K"cb 



■吋 


MV ■〜 



P 


2 


-- J ? rM i^ ，V W /, * 


对于保角平坦的度量， 




iki 


n 


2 


— 一 一 f " 对） 


A 


(« 


l)(w 


2 ) 




sasi ) 9 


从而有 


fm 


n 


n 




2 





P\iP 


1) 


(” 


1 )( 灯 


2 ) 




( 4 . 6 ) 


由 （4.6) 立得 

定理 4.10 ( Bourguignon ). 设 （ M ， f ) 是 2 »维紧局部保角平 
坦流形，其又若 o )6 L a 〔 M ) 是它的一个《调和形式，则 


必6> 


证明： 利用（44)， 


FO ) 




0 


( 2 « 


0(2« -2) 


0, 


所以 


«! 




因此常数，于是 


>从而 W 


推论4,11,在定理 4.10 的假设下， A / 1 •的”阶 Betti 数心 


2外 



我 n 述将推广这个 结沦. 

定理 4，12. 设 （ M ， g ) 是 n = 2和 维完备局部保角平坦流形， 
其 艮 >0，且 RicU ) 為一 V ，心以及都有界，则 

£) 上的有界™调和形式恒为零. 

证明： 不妨设 M 是单连通的.利用展开肤射将其嵌人设 

M ― 5"\ A , 其中办是沪上的标准度量.设 w 是 

( M ， f ) 上的有界调和形式，则 

€0j\ *CO ™ 一 

在此， 

ML = l^lf t 

如果能将《扩张为 v 上的弱拓调和形式，那么应用分部积分， 

得 w ■= 0, 

以下证《可以扩张到 v 上，即 要证 ： vy 


A 


(M ), 都有 


/\ CO 




^ Aw 




0. 


为此，取且 * P 


n 




于 >1 外一个邻域，则 


d<p * »J 八！ ^十 ifdTi A ^ 


(4.7) 


但 


() ■ rf f\ to 


< C i d<p \ 


n 




< C 





i 


5 




X 


( l s ，,)3 


而 


2 


晒 

s 


d^ o < +oo (定理 2.11). 再由定理 2 J 3,3 s g > 0,使 


得 d { M )< 


■ IJ 


2 


- a — e *). 应用定理 3.7, 以及定理 2-16, dimd 


• 3 D 0 * 



_1)， 从而 

2 

Ci + iC ^ i ) — o , 

这表明存在外 e C o ( M )^ 外—1，使得 f B ，，任意 k 

J S 

于是我们得到 

和 Aw _ ()• 

类似跑 证明： 

于是《>是 s ” 上的弱调和形式. 

推论 4*13* 设 CM ， £)是《_ 2«»维紧局部保角平坦流形，且 
( 犮）： >0 3 则 Betti 数 

I 

占 〆 M>-=0，i ™ 1, 2, * ■ *, 

证明： 利用等式 （4.5)， 

丄 厶 /coD c\^\\ c > o, 

2 

其中仿是任窻 f 调和形式 ， P - U 2，…， a 即得 

& 5* 与谁微分方程的关系 


设 QCZS % 我们来考察下面两个问题的 联系： 

(1) 在上构造常数量曲率的完备保角度量. 

(2) 求下列方程的弱解 

LiU + — 0,于 J "， (5.1) 

其中办是 S " 上的标准度量.所谓弱解是指广义函数 

解.研究 （5.1) 的正解有实质上的重要性，下述定理联 
系这兩个问题. 

定理 5.1 •设 i ? CZ 5 - 是一个区域，名—是公上的一个 
完备度量，使其数量曲率1于 G ， 则 

仏 并旦存在1>0,使得私满足 


♦ aqt • 



f H- r J ^ 0. C w (5 fl )j(p ^ 0. (5-2) 

如果 f 有有界曲率，并县 & 邑1，则 3 A > C 使得 p - iw 满 
足 (5.1). 

证明： 关于 = S -\ Q 的维数结论是定理 3.8, 定理 2.16 以 
及定理 2.12 的直接推论. 

为证 (5.2), 先注意在点点意义下已有 

L,U = —^ —Catt ^- 2 ? 于 5. (5.3 ) 

乘以适当因子 a >0，并令则 a 3 ) 变为 


4 - 


d h 亍込 


为过渡到 C 5.2), 取一光滑上凸函数 AG ), 


是 


实参数， 


/t R 1 , 满足 


才 ， I 这， 






3 ^ 

2 


>lu 


注意到 




n y ^(^) + xa^)a 


所以在々上有 




( 5 , 4 〕 


如果 （5.4) 可以扩张到 V 上，使得其中的成为&上的光 
滑函数，那么两边同乘以 <p 6 C w ( P)， < p > 0 , 并作分部积分就有 


n dU ) ( L 冲 ）+ 


< P ) 心 


So 


< 


n 




以穸））心 ,- 


如果还知造〃 （ L ^ isn , 那么便可以让0 — +00,再应用 
Lebesgue 控制定理得到所要的结论 t 5 * 2 ),. 

以下验证可以光滑地扩张到 V 上. 

• • • 

设心是以 W £为极点的 G 上的极小正 Green 函数，孓是 
L fl 的以 0 为 极点的 P 上的 Creep 函数 *则 莰定理 H G t _ 
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^^(0)^-1 . G at 碴引理 3.3, <0) — 0 当 ; r — ⑽7致，从 

「 F “0 O —+00. 当 : t —0 S —致.由此推得 

■ ■ ■ 广 ■■-:.■ … 

UpK^^ 3 A 于 aa —离 • 

又因为 Up ) 在 as 附近都已达到赓以已光滑地扩张到 

2 

•^上去了. ' 

这样一来， （5.4) 在 V 上成立. 

剩下來验证：按定理2.11， 

_ 

[ G ^ dz/ r <L oc ,沒为0 之一 邻域， 

J J 7\^ 

从而 

• • 

4 I 

又因为 S _ V 0 是零测集，故 4 L ^{ S -\ 

最后，设 s I ，于 J 3. 因此有 1 > 0,使 f 满足 〔5-1) 
点点于 fl . 这时在 V 上有 

^ KM \ dp\ J ~ KMv ^ 

+ g(«>V — 欠 .(>))* 

可以选择 AG ) 还满足： c 是一常数.和前面的 
怍法一样，为证在广义函数意义下 （5.1) 成立，取 C ^), 只需 
再证 

^ 1 ^^’（<013(/旧〜。— 0,当 a — 0 (5.5) 

就够了，然而 

1 f \ dp \^ dp ti 

Js a ，⑷ <aw 

< 2 c[ 9 

- . • • • • 

为证 （5.5)， 我 n 只需证加: Vh < 00. 应用梯度估计， 


• 303 



听以有 


IVGJ ^ C(7 lls 于 iAB 】（ 0 )， 


< Ccr: + c - 1 5 。， 

认而还原到办的梯度，即得_ 

lc*tf| ^ CuH ， 

所以 m 

€ c|^« w <00. 

(5.5) 得证. 

作为这个定理的应用，我们能找到方程 （5.1) 的一大类整体弱 
解的例子.例如公是有正数量曲率的紧局部保角平坦流形的万有 
覆盖.在商空间上的 Vamabe 问题的解便提升为 D 上的一个完 
备度置 h 满足心 si ， 并且有有界曲率. 

例 L 考察由一个双曲元素 r € Conf (5 fl ) 生成的 Klein 群 r ， 
设6 ?为其不动点.令 J 3 - 于是因 o \ r 保角同胚于 

紧流形 r X 5—, 后者有一自然度置，有常值数量曲率，适当选 
择常因子，可使对应的度量$满足1_这度量与心是保角 

的*从而这个《即是 （5.0 在 P 上的广义函数解，以 
〜守为奇点 • 

当然这解也可以通过让4 - P (不戋一 般性） 化归径向常微 

分方程解出 ■ 

例2.设 7 lt r ^ Con £{ S fl ) 是有不同不动点的两个是够强的双 
曲元素，设 r - 由 r ls r , 生成的 Klein 群，而 = A 是 

ror ; 的极限集，则>1是一个 Can to I ■集.可以适当选择1， r ,, 以 
使 A 的维数任意小. 

还可 以问： 是否存在 (5.1) 的弱解，使其奇点在一光滑子流彫 

上？如果 R, =** 常数 <0 ， 这个问题已由 Loewner Nirenberg 解 

决.参看 Partia! diff , equations invariant under conformal or 
projective [ransformations. Contributions to Analysis 1974, 

Acad . Press , 最近 Schaen 证明 了：对 于给定的至少有两个 





点的有限集合， 存在注这集合上 发散到^的奇解 * 

最后，我们提出一个猜测作为本章结束. 

猜测，设 的一 个弱解，则 私必 
在某一 K 域公上 光滑，其中 而 g - ^ ^ 

是在。上肓正常数量與率的完备度童， 
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附录一几何中的非线性分析9 

丘成桐 

• • 

I 

几何学的要旨就是对于某一类的几何对象给出一个好的描 
述.通常，这意味着我们必须对于空间上的分折结构及由这些结 
构定义的几何对象给出一个好的描述.在许多情形下，我 n 必须 
知道如何来形变这些结构并且研究隶属于这种结构的几何对象的 
动$学.这些几何对象的描述通常是由微分方程决定的，由于几 
何对象一般都是弯曲的，这些方程的大多数是非线性的，正象在物 
理中那样，几何中的方程大都是变分蛀质的.事实上，我们研究 
的几何中的方程几乎都与物理有关.（我们这儿指的是广义的物 
理，因此也包括了工程中的许多问题 # )也许，几何同物理一样的实 
在.在历史上，几何学家从几何自身的美出发而考虑的许多问题 
后来都在物理学中自然产生，这件事常常使几何学家同物埋学象 
都感到吃惊.似乎当大自然通过数学来表现她自身的美的时候. 
她也通过它显示她的深遂性.髙輯物理中一个最新的发展是超弦 
Csupe TS cring ) 理论，它需要用到几何学中很多的知识.我们希望 
看到物理学家与数学家对此连续不断的共同探讨. 

除了物理学之外，几何学还同拓扑学及代数几何学密切相关, 
拓扑学告诉我们空间基本的厲性，而代数几何给我们提供了无数 
的自然的例子，使我们能去验证我们的理论 * 我们希望通过这个 
演讲来说明这些联系中的若干方面. 

本演讲将粗略地分成下列几个 题目： 

0) 线性方程： Laplace 算子的谱及调和 函数； 


^ I )本文是 根据丘 味楠子1985年下半年在 Saa Diego 分抆(加州大学）讨论在的 
一系列讲演整遒而成的， 



( H ) 半线性 方程： 与共形形变有关的 Yamabe 问题； 

( UI ) 极小曲而方程及调和映照 ； 

( IV ) Kahler 儿何. 

在我们详细论述这些问题之前，我们提一下对几何学的看法 
的一种分类 s 过去，很多几何学家做的是“局部”的问题.当前，他 
们更多注意的是“整体”问题.这常常造成几何学家的这两种看法 
的对立.事实上，正象在微分方程的理论中一样，整体性问题的进 
展建立在关于局部问题的知识的基础之上.事实上，有些局部问 
题比整体问题还要困难.我们如下来 讨论： 

( i ) 局部问题. 

大多数几何中的局部问题可以通过代数化成微分方程中的局 
部存在性定理.其中涉及的代数可能是很复杂的 .Griffiths 及其合 
作者们装于局部等度嵌人的工作是个很好的例证， Cartan^Kaliler 
理论正是为了把几何问题化成局部存在性定理（例如 Cauchy 〜 
Kovalevsky 定理）而提出的.在这些局部问题中，还用到了各种 
隐函数定理，其中包括 Nash - Moser 迭代程序.当所涉及到的方 
程是退化型时 （即 不全是椭圆型或双曲型，或改变类型的方式是退 
化的），局部的存在性问题可能是极其困难的，当方程是非线性时 
尤其如此. 

一个有趣的例子是局部度量嵌人问题，几何学的一个老的经 
典的问题是曲而片在三维欧氏空间中的嵌入_可题.方程的形伏是 

y , u , Uy ) t 当 F 变号时或零点集复 

ox 1 oy 2 ox oy 

杂时，局部的存在性是很函难的.事实上， Pogorelov 和 Jacobo 
witz 在时给出了 C 3 的反例.闵此， C . S . UnUnl ，2] 在 

C 19 的情形下给出了局部存在性的诳明一事是十分引人注目的. 

我们在此还应当提到 Kuranishi 关于 C - R 结构的局部嵌入 
理论的深刻的工作* 

(it) 半局部理论， 

基本的例子是所涉及的方程的奇点的传播.几何学及微分方 

♦ 309 , 



辟中一个最困难的课题也许是对于对称性的了解.在代数几何 中， 
奇点是个较为明确的 概念， 因为那儿的“空间”就是多项式簇的零 
点集，而奇点是在其局部看衆空间不能是仿射空阆样子的点. 

在几何中，奇点则较难定义，特别是当结构是甴双曲型方程刻 
划并且空间的拓扑也允许改变时，一个好的例子是广义相对论中 
发展的奇点理论.现在，我们还没有找到黑洞的一个真正好的定 
义，黑洞本质上说就是 Einstein 方程的奇点，在我们对于具非奇 
异初值的 Einstein 方程的整体情况有个好的认识之前，给出广义 

相对论中奇点的更精确的定义是很困难的.注意，在著名的 
Schwarzschild 解中，有一个坐标奇点，但它可以通过改换坐标而 

除掉.这明显地使问题复杂化了. Penrose 提出了一个叫做宇宙 
管制的署名问题，它对于一般性的现象给出了奇点如何发展的预 
测.这也许是经典的相对论中最基本的问题. 

主要的问题是，当空间缠数大于1时，我们对于非线性双曲系 
统的整体的性质知道得很少.几乎可以肯定地说，一旦我们对这 
类方程了解得更多，几何学就会有所突破 . 关于 Einstein 方程的 
最好的工作是 D . Christodoulou 最近得割的，在球对称的情形他 

给出了很好的结果.可以期望关于球崩坍的许多问题可以通过他 
的工作得到解答. 

对于非线性椭圆系统，已有一个成熟的正则性理论.这方面 

的工作追溯到 Bernstein , Schautler , Morrey , Nirenberg，De 
Giorgi , Federer , Fleming , Allard ? Almgreo , Simon 等人.这些 

工作的大多数是集中在极小子簇方面.理由很简单.非线性椭圆方 
程的大多数困难在极小子簇中都已出现.关于极小子簇的好的认 
识往往引起更一般的非线性椭圆方程类的突破，极小子簇的正则 
性理论的大多数进展都假定极小子簇在整体上是面积极小的. 

最好的例子是余维为1的面积极小的极小子簇 .De Giorgi , 
Federer , Fleming , Almgren , Allard , Simon 和 Hardl 证明了当 

维数小于 6 时，没有奇性.最近， L . Simon 通过研究奇点的邻 
域给出孤立奇点的很好的认识.他证明了邻域可以用定义在坻锥 
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上的 Holder 连续函数的图象来描写. 

0 H ) 大范围问题. 

与物理、铝扑和代数几何有关的很多问题都是整休性的，芮此 
整体几何学的大多数工作都同这些学科有笑.粗略地 说广整 竑” 
或示我们研究紧致空间上的分析结构，对于非紧的流形，我们则 
要求它的结构在某种意义下是完备的、对于由这样的结构定义的 
几何 对象，我们想知道它们随着时间(趋于正负 无穷） 的演变及其 
渐近行为. 

从许多方面看，基本的问 题是： 

(0 给定一个完备的分析结构，如何从局部的信息得出整体 
的信息？ 

( 2 ) 给定了空间的招扑，我们能否茌此空间上加上某种分析 
结构？ 

因此第二个问题对应于分析中的存在性定理，第一个问题对 
应的是唯一性 4 从这些问题的叙述本身应该看到，対于整体拓扑 
的了解在这唉问题的处理中是不可少的.事实表明，我们还可以 
把讨论倒过来，从而给出拓扑学中的新定理.最近的例子是& 
Do n akhon ^ p3 ^> 把规范物理论应用到四维拓扑的研究而得到的惊 
人的成就.茌这之中的存在性定理是 C . T au b « 在 Uhlenbeck 
工作的基础上得到的（见 [ m ，2] 和 C . Taubes 的文章）.通常， 

建立在纯粹拓扑的倍息之上的存在性定理是第一步* —旦建立起 
分析的结构，拓扑的推论可从分析的结构导出来.我们希望在演 

讲的下列部分中給出它的一个轮廓. 

■ 

特征值与调和函数 


黎 曼流形 M 上最 基本的椭圆算子是 Laplace 算子 A， 若 M 是 
紧致的，则 A 有离散谱.我们把谱（即 A 的特 征值) 记作0<心< 
L …、一个基本事 实是当 纟 — 00时 oo. 

特征値的研究中有两个基本的并且密初相关的方向.第一个 
是研究叙列的渐近性质.基本性的结果可在 [ BGM ] 中找 
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到. 


著名的 Weyi 公式给出了 A, ■的渐近展开的第一顼.它说的是 

h - 吾 /(VolM)*， 当1 -+CO, 

这儿是只同《 = dim M 有关的普适常数，决定 L 渐近展幵 

的第二项则是个困难得多的问题 ， Ivrii [Iv] 柱这个方向做了重 

要的工作 （Melrose 也有实质性的工作).他的结果可以槪述如 

下：设 M 是有边尹0的紧致流形.首先考虑 DirichUt 问 

题.对于任意正数令 N ( l ) 表示不超过 P 的 特征値的个數 

(:重数计在内）.在 M 的闭測地线集满足某个技术性条件的假定 

下，下列渐近公式成立 

AT(A) — (23r)^*T^,(VolM)i m 

—丄 C2 J r)- fl+1 1^ n _ J CVolOM) - A* _i + 

4 


这儿及疋, - 1 是 K 依赖于”的常数.对于 Neumann 问题也有 


类似的结果. Ivrii 用的方法是研究波方程= An 的基本解 

at 2 

的奇性， 

另一个与 Weyl 公式有关的问题是 Polya 猜测.它说的是， 
如果£?是中的有界域，则 


及 


i £ ^ c n (vowy^ * I - " 


c n (vowy l - 

这儿及分别是 DindlUt 及 Neamann 问題的特征值， 
在 [LY1： (中， Li 同 Yau 证明了从平均上讲， Polya 猜测是 
对的，而且，对任意的闭流形 M， 恒有 


< C, 4 - c 2 {i + l)^(VolM)'" s 

这儿6及是只同 M 的直径 M 及 Ricci 曲率的任一个下界有关 
的常数. 


热核， 或算子 f △ 的基本解，对雅识 L _ “算子的 



料征值是基本:的工具 h 它常常 给出关 7特征值的较小依赖于几何 

的 估计. 然而除了 w ey l 的渐近估计的第一项之外，它尚不能对 

低阶渐近项给出 估计. 但是，通过研究热核的迹，在过 

■ 

去已经得到了很多信息.特别，体积及总标量曲^等可以从此无 
夯级数当 £ — 0 时得出来.然而，为了计箅这些渐近值，必须知遒 
全部的特征值，因此这不是得到不变量的有效的方法.当 M 是凸 
域时，的确可以找到有效地得到体积的方法.当 M 不凸时，问题是 
不稳定的并且是困难的，无论怎样，在一般情形，人们不可能得出 
流形的几何的全部信息（参看 [ Mi ]). C ； Gordon 及 WikmUGW ] 

发现了在某个紧流形上存在具有相同谱的非平凡的连续的度量 
族.然而，所有具有相同的谱的流形的已知例子都是局部等度的 + 
谱的研究的第二个方面是对一般的流形用极小极大原理估计 


开头几个特征值，特别是 Jl ^ ChengtChl ] 给出了只依赖于流形 
的直径及 Rkci 曲率的任一个下界的的上界.后来， U 及 Yau 
[ LY 1] 得到了 h 的与同样的置有关的下界 . Zlumg 和 Yang [2 Y ] 

得到了下界的最优沽计. 

拈计特征值的空隙是个有趣且重要的问題.例如，可知 U 5 1 ) 
的重数不超过见 [ Cb 2]). 因此要佶计 一 l u 对于^"中的 
凸域公 ，在 Dirichlet 边值条件下有< ； U _ 在 [ SWriH 中， 
I . Singer , Wang ， Yau 及 Yau 对于凸域的; L , — L 给出了估计，证 
明的基本想法 是：设 A 及是幵始的两个特征函数，因为凸，所 
以函数« - Uh 是有定义的且直到迠界上都是光滑的.令 G = 
1 V«| 3 十 IX ， 一 «) 3 ，此处 A — 九 i 及^ = sup «>由极大值 

原理，不难看出 

^ G ^ sap G ^ supi(/i — »)% 

这蕴含 

IV^l 1 *+* JL(supw — uY i[ (supw — — (sup« — »)]] * 




将此不等式沿着连结 《 达到极大与极小信的线段积分，就得 S 





送儿是的直径.这个不等式的常数是否能够改进使得等号对 
于线段成立？ 

显然对于特征值的认识本质地依赖于对特征函数的认识，特 
征函数的基本部分是其零点集合，它叫做结点集 (nodal set ). 甚 
至对二维流形，我们还不真正了解结点集.一个很著名的古老问题 
是研究凸域的第二特征函数的结点线.据猜测，它不可能包围域 
的任一个紧子集，最近 Lh 在域具有对称性的假设下证明 r 这个 
猜测.另一个有趣的间题可以如下叙 述：设 是第1个特征函 
数的长度，能否得到 L 的渐近估计？似乎它的阶是 y / K , 这儿 h 
是第〃个特征值.困难的是给出夂的上界佶计. 

以下我们考虑 M 是完备的非紧流形的情形.这时候，应该有 
两个理论 ，一 个 L 3 的，一个乙™ 的. 首先考虑 C 理论，谱一般不 
是离散的了.可是，我们还是可以问： 一△ 什么时候有特征值？也 

就是说，存在 /e LKM ), 使得- If a > 0) ? 我 

们希望下列情况全是 对的： 

(0 当 M 完备且 K >0 iK 是截曲率）时， M 没有纯粹的点 
谱. Escobar [ Es ] 在 M 在一个紧集外是旋转对称的情形证明了这 
个断言； 

C 2) 当 M 是完备、单连通且一 C — 1时, M 没有特征 

值； 

C 3) 当 M 是完备的， 一 C <尺< 0且体积有限时， M 有无穷 
多特征值. 

这些猜测的正确饨在« - dim M - 2时都不知道 4 已知猜 
测 （3) 在 M 是对称域的算术子群的商空间时成立. 

了解 A - 0的情形特别有趣，特别， M 什么时候有满足某些 
条件的非常值调和函数 ？ 如果有，有多少 ？ 

Yau 在 [ Y 5] 中证明了，在任意完备的非紧流形上，不存在非 
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常值的调和函数， 1 < P < oo . 特别，除常数外没有其他 i 3 调 

和函数.由于这一点，我们将注意力集中于正的或有界的调和函 
数上.这儿我们要讨论的基本问题是给出使 Liouville 定理成立 
或不成立的 M 的几何条拌. 

Yau[Y7] 的一个结果说当 RUci 曲率非负时，仅有的正调和 
函数是 常数.这种流形坷称 为强抛物的. 

最近， P. Li 及 T a m[LT] 研究了好在一个紧集外曲率非负 

的情形.他们给出了所有有界的或正的调和函数的分类，如粜能 
用 Ricci 曲率非负代替上面的条件就好了. Doimelly 用 Yw 的方 

法证明了正调和函数的空间是有哏维的.这种流形可以叫做抛物 
的、有趣的是去证明当流形一致等价于某个完备的 Ricci 曲率非 
负的流形时，它是拋物的. 

另一个方面，我们想证明很多流彫是双曲的，即非抛物的. 

及 SullivantS ] 对于单连的、曲率介于两个负常数之 

间的完备流形解出了 Dirichlet 问题.后来， Anderson 及 Schoeti 

LAS ] 关于这种流形的正调和函数作出了漂亮的工作.他们的主 
要结果是 Martin 边界同无穷远球面 5(00) 的 CM 司胚的存在性， 
Martin 边界同无穷远球面的合二而一便我们能眵对正调和函数 
开始一个系统的研究.可以证明 M 上的每一个正调和函数《可以 
通过下列公式得到， 


« *= f Q)dfi 0 , 

这儿外是上的唯一的正 Borel 测度， KOt ， 卩）是 Poisson 
梭.这是 Martin 表承公式. 

在 Martin 边界上可以定义调和测度.对这个测度的正则性 
的研究是个重要的问题，也许有界域的调和测度的许多经典的事 
实在这儿会有相类似的结果. 

当曲率没有下界时如何建立上述理论还不清楚.也不知遒当 
曲率 R 是非正时 Martin 边界是什么样子.对于对称域，已有一个 

完整的埋论.能从这个更广的框架来认 M 对称域就好了. 
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另一个重要的问题是证明一个非紧的完备流形 M 是双曲的， 
若 Ifm 1,(0。>0,这儿込是 M 的穷竭紧集列. 

| 寸 K 

关于完备流形上的调和函数有很多有趣的问題 * 一个函数才 
叫做具有 ft 次多项式级的增长，如杲⑴< C (1 + r )^ 对任意 
0成立，这儿 r ^ d { x y p ) 9 p 是 M 上一固定点.一个函数叫 

线性增长的，若它满足前面的1的不等式.对于具有非负 
Ricci 曲率的完备黎曼流形，我们希望得到线性增长的调和函数的 
维数的上界，当 M 是 Kohler 时，多项式增长的全纯函数构成一个 
环. 这时， 我们想知道什么时候这个环是有哏生成的，什么时候可 
以找到线性增长的母元.这个问题同 Kahler 几何学中下列问题 
密切相哭：具有正全純双截曲率的非紧完备 Kihler 流形全纯等 
价于 t>. 

Siu 和 Yau 及 Mok-Siu-Yau [MSY ] 试图用 Hiiimander 的 

L 理论解决这个问题.然而，他们的假设相当强，方法是构造慢速 
垲於的全純函数，最近 U 和 Yw[LY3] 用椭圆理论的论证采构 
造可以分隔两个点的线性增长的全纯函数.他们假设了流彤的体 
积的增长是2«次多项式的. 

另一个方面，在具有强的负曲率的单连通完备 Kahler 流形 
上造有界全纯函数是一个重要问题.事实上，我们希望能证明它 
全纯等价于 C" 中的有界域*或至少有界全纯函数可分隔流形上的 
点.看上去这个问题同经典的 Corona 问题向卨维有界域的可能 

的推广有密切关系. 


§2. Yamabe 方程及共形平坦流形 

Yamabe 方程是同 Riemaim 流形上一个度量的共形形变（又 

称保角瑢变）相关的非线性椭釗型标量方程.给定标量曲率是 
也的 Riemaaa 度量办.设 S 是点点其形于办的度量，则 

g 用^ 此处« > 0是光滑函数 .* 的标量曲率由下列方 
程给出 
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L# ^ —r..A,^ -h — Ru a ^ (l ) 

这儿 Ac 是关于&的 Laplace 算子， r fl = ~~ s «= ^ 

n — 2 n — 2 

并且 n M dim M . 

Yamabe 在 [ Ya ] 中断言总可以找到方程 （1) 的解《 > 0,便 
得/? = const . 即紧致 R ie m a on 流形上的任意度量都共形等价于一 
个常标量曲率的度量，然而，他的证明中有个错误.这是 Trudinger 
发现的 . Trudinger [ Tr ] 还证明了当线性算子的最小特征值 
li 非正时，方程 （1) 总可以对只- = const 解出来. 

令 Y 是 U (从）上由 

Y — ^ (r IVgMpH-R.ff 3 ) / (j M 

定义的泛函 s 这儿 ▽, 是关于度量&的梯度，简单的计算表明方程 

(1) 是泛函 Y 的 Euler-Lagrange 方程. 

Aubin [ Aul ] 给出 Y 在 LKM ') 中有极小的充分条件.它的 
奴述如下，固定 R ^ 1并且(私）是 Y 的极小值， A a = ffCif ), 
这儿4是单位球 V 上的标准度量，则有： 

Ca ) 对任意度量£•， ^ o ) < 

00如果4办）< 七，则存在使7极+的光滑函数 

因力 M 是 （ U 当 R = const 时的解， Yamabe 的猜测就变成 
了对于不共形于 V 上标准度量的度量是否有 〆 &)</!,. Aubin 
[ Anil 证明了若《 >6并且&不是共形平坦时，则 a { g q ) < A ,^ 

Aubin 的证明是局部的.他构造了一个在支集中球面对称的函数. 

因此剩下的情形是« -3, 4, 5或 M 是共形平坦且 n ^ 6 这两 

神. 

近来， R . Sclioen [ Sc ] 解决了这两个剩下的情形从而完全解 
决了 Yamabe 猜测.他的证明是整体性的并且用到了推广的正 
质量定理（见 Schoen 和 Yau 的文章），在 M 共形平坦或》= 3的情 
形， Schoeii 对某个适当的叙列给出 V (^) 的更高阶的估计. 
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-4 ^5 的情形需要用到一种复杂的摄动理论#且苒一次借助 

于正质量定理， 

对于完备的非紧流彩也可以提同样的问题.最近 ， Schoen ^ 
布了一尝新结果，一个特别有意思的结果是，若 M 的搭扑型与 
V — {外，•••，&}相同， U 则在标准度量的共形等价类中 
可以找到一个标量曲率是常数的完备度量. 

与 Yaniabe 揹测有关的另一个课题是（局部）共形平坦流形 
的研究. Kuiper 的一个定理 [ Ku ] 说对任意的共形平坦的单连通 
流形 JW , 总可以找到 M 到标准球面的开共形映照，而且它在 V 的 
共形微分同胚之下是唯一的，这个陕射叫做拓展映射 （developing 
map ). 我们用£?记其象集 ， A 

Schoen 和 Yau 得到了/ I 的 Hausdorff 维数与 A / 的标量曲率 

的符号的关系的结果.它们可以叙述如下： 

1- 如果 M 是完备的（可以是紧的)共形平坦流形，而且标最曲 

率 R ^ U 则拓展映射是到 V 中的共形微分同胚.因此 M 被， 

中一个开集所共形覆盖.这个证明关键性地依赖于共形算子的 
Green 函数； 

2. 如果 M 是紧致共形平坦流形，且标量曲率为正，则 
* / A ) -0, 这儿左下标的々表示々维 Hausdorff 测度； 

3. 若 M 是被 QCZS - 共形覆盖的紧流形，且< oo , 则 

s 

M 在其共形类中有标最曲率 R >0 的度量.据猜测^若 R >0, 

则 n ^4) < 

2 1 

主要的想法是用拓展陕射，把问题化成 P 的开集上的 Yama - 
be 方程的研究.证明的其余部分是相对地容易的.利用同样的 
技巧 s Schoeii 和 Yau 证明了对于具有正标量曲率的共形平坦流形 

M ， 以 M ) -0, 他们的结果有些对完备流彭也成 

立. 
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&3_ 调和映照 


调和映照是几何和分析中的重要对象，它们作为某些函数空 
间上的能量泛函的临界点自然出现.调和映照反映了流形的许多 
几何性质. 

给了 Riemann 流形 M 和 W ， 考虑映射空间 C r iM , N) t 一 
个问题是找出这个空间中的好的（即典则的）代表元.对于映照 

我们 定义它的能量 HC /) - ( 一个调和映照 

就是这个能 M 的临界点，首要的问题是存在性、唯一性及正则性. 
I - 存在性、唯 一性及正则性 

最初的主要的工作是 J . EeUs 和 L . S a mp son [ ES ] 的.他 
们证明当/ V 是紧流形且 A： N < G 时，在每一个同伦类中都有 
调和映照.他们通过一个非线性热方程对一个任意的映照变形. 
通过适当的估计，并过渡到极限，就得到了调和映照.事实上，若 

G 且秩 >2,则调和映照在其同伦类中是唯一的 [ Hr ]. 砝 
来， R . 用 [ ES ] 中的方法加上一些巧妙的估计， 

解决了 M 是带边流彭时的 Dirichlet 问题 . 这类征明当去掉曲率 
非正条件时不再适用 . Eelh 和 Wood [ EW 1 J 证明了不存在2维 
环面到球面的度数为1的调和映照. 

我们也可以不在一个同伦类中 s 而在具有相同的在 m 群上的 
作用的类中找调和映照.我们说两个映照 U ZiM — N 是％等 
价的，如果 f * * g *： ^(M) ^ ^{ N) t 当 M 是 Riemana 面时 r 
L. Lem a ire[Lm] 证明了 在的等 价类中 , 存在正则的、使能量极小 
的调和映照， 

这个问题的另一种处理由 Sacks-Uhlenbedi ([ SaU ]) 及化 

Schoea - S . T.Yau ([ ScYl ]) 给出 • Schoen 和 Yati 考虑函数空间 

_ 

Li 并诳明了对是有意义的并且在弱极限之下 
不变的.用弱闭集 {/€ LKM f N)\U - (/»)*}, 再加上二维极小 
调和映照的正则性，可以证明在这个类中有光滑的谰和映照. 
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Schoen 和 Yau 的证明还可以通过 / 在 M 的二维骨架上的限 
制而推广到高维 . （White [ Wh ] 也注意到这一点 .） 有理由相信， 
可以找到能量极小的映射，它在^上的作用与给定的映射的作用 
在某种意义上相象. 

对于极小的调和映射， R * Schoen 和 K, Uhltnbeck 做了很 
好的工作 ([ ScUU 2]). 通过精巧地应用比较的映照，他们证明 
了能量极小的调和映照的奇点集的 Hausdorff 余维至少是3,用 
他们的定理还可以重新推出 Sacks 和 Uhlenbeck 的一个定理. 

2. 非紧流形 

非紧流形的调和映照的理论比紧流形的情形要复杂得多 .一 
个原因是，当我们选取映照的一个极小化叙列时，它们的能量不一 
定集中在一个有界域中.另一方面，人们希望通过对流形的拓扑 
的适当的限制，可以避免上述情形. 

對于 U 调和映照，即有限能量的弱调和映照，有时可以通过 

附加一些几何的或拓扑的限制条件而证明存在性.当~是曲率 
非王的流形时 ， Sdioen 和 Yau [ ScY 2] 推广了 Hells-Sampson 

[ JES ] 和 Hartman [ Hr ] 的工作.他们证明了如果 AT 是非正截曲 

唯的紧流形 s M 完备且能量有限时， f 在紧集上与能量 
有限的调和映照同伦. 

后来， [ ScY 3 ] —文通过具体地计算 N X N 上距离 函数/ 
的 Hessian 而证明了同一个同伦类中的调和映照的集合是连通 
的（当 M 紧致时见 [ Hr ]) 并且可以全测地浸入到 JV 中去.而且， 
在…⑻无非平凡 Abel 子群且 M 的象不是点也不是圆周时，它 
是一个点，这儿我们假设了 M 具有有限体积并且调和映照能量 
有限.他们也用调和映照研究了有限群在紧流形上的光滑作用. 

3. 刚性 

当 M 和〜 是维数 >3的负曲率的 Einstein 箝形时，自然 要问: 

调和的同伦等价是否一定是等度？这是基于映人负曲率的流形的 
调和映照的唯一性及 Mostow 的刚性定理.如果这是对的，它将 
在秩为1的对称空间的情形给出 Moscow 刚性定理的另一个证 
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对于负曲率的流髟 m 和 AT ， 问 题是： 调和的同伦等价是否一 

定是微分同胚？ Schoen-Yau[ScY4] 和 Sainpson[Sal ] 在和 iV 
是 Riemann 面时证阴了这是对的.如果只假定曲率非正 a Cala^ 

bi 对 JV 是环面的情形造出了一个反例. 

通过在微分同胚集合中使能量极小并配合一个平移的推理， 
Jo ^$ choen [ JS ] 对亍同亏格的曲面造出了调和微分同胚，而且他 

们不用到任何曲率的假设. 

当 M 积 IV 是 Kahler 流形时，调和映照的例子是很多的，例如 
全纯映照就是调和的.另一方面， Yw 推测当 iV 曲率是负时，调和 
映照是全纯的.为了解决 Yati 这一猜测， Siu [ S 2] 证明了当 V 是 

强负曲率时且丨的秩在某一点至少是4时，/或是全纯的，或是反 
全纯的.况的曲率强负的定义与曲率算子是负的相似，人们希望 
能弱化这个杂件，但如果只假设负的全纯双截曲率，则类似于 Sh 
的定理的命题是错的.这是因为对 M = B-/T (看成 CP" 中的 
正则嵌人子簇）， M 的任意超平面截面具有负的全纯双截曲率并且 
—般不是刚性的. 

近采， Jost-Yau[JYL, 2] 考察 亍同伦 等价于 ^ - jD X D/T 

( T 可约）的崑曲面 M 上的复结构.令 /: M 是调和的同伦等 
价，这儿 M 是 Kihier 的.通过趼究叶状结构产 e const ■ 1 ( 特 

别是奇点集），他们诬明了 M 的万有复迭与 DXO 全纯等价， 
接着， Mok 对于维数任意的而且在 Kaliler 度量的范畴中同 

伦于多圆柱的不可约商空间的那些釭流澎证明了一个刚性定理， 
他也考虑了 Jost 和 Yau 研究的叶状洁构. 

Jost 和 Yau 还杞刚性定理推广到拟投影流形去， 

对于曲率强正的紧致流形，我们希望能证明：要么它是局部 
Hermitc 对称的，要么它的复结构是刚性的， Sampson[Sa] 研究 
了 M 是 Kahler 且汉是有 Hermite 负曲率，即 
的情形.基本上照 Shi 那样地应甩 Bachner 技巧，他证明了 M 到 W 
所有调和映照都是全 纯的. 利用 Sampson 的结果加上调和映照 
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的存在性定理，我们4以很容易地得到 Kahler 流彤的拓扑型的 
限制. 

另一个有趣的情形是 M 和/ V 是 Kahler 流形并且； V 有正截曲 
率的情形.是否每个极小调和映照都是全纯的或反全纯的？这个 
问题只在 M - CP 1 时有答案.并且如聚我们能往加上 W 是不可 
约对称空問的假设后 1证明这命题 5 则下列猜测可能是对的：不可 
约对称 Kahler 流形只有一个 Kahler 结构.注意，在可约的 
K ^ ler 流形 CP X CP 1 上 5 存在无穷多 Kahler 的复 结构， 

4.物理中的调和映照 

从曲面到 Riemann 流形、特别是对称空间的调和映照的分类 
是数学物理学家关心的，例如，著名的旋模型 (chiral model ) 就 
是研究^到某个対称空间的映照. 

最简单的对称空側是实的及复的投影空间.在 [ Cal ] 中， 
Calabi 给出了曲面到实投影空间的迷向调和映照的一个有效的参 
数化.在 Calabi 和物理学家的工作的基础上， Eells 和 Wood 
[£ W 2] 建立了全迷向调和映照 — CP " 及序偶 （ f ， r ) 的 
一一 对应，这儿是个饱满的 （ full ) 全纯映照并且 

是个整数（定义见 [ Cal ] 和 [ EW 2]). 他们的想法 
是： 如聚 /: M — CP ” 是全迷向眹照，则对某个^和 4- 
映照 

1 —[ 純 /> ，巧 …㊉ (Z?H©Z> , 必 ㊉ ■- ， ㊉ 丄 
是饱满的全纯映照 ，&儿 zr 及 ZT - 品协变导数的 （U 0) 及（0, 1) 
分跫. 

后来 s Bryant ([Brl], [Br2]) 讨论了曲面到 Y 及 P 的调和 
映照，在 Calabi 及 Penrose 的 twistor 构造的启发下 f 他考虑 
了一类特殊的典彩调和映照，即超极小曲面 ( super-mmimal 
surface ) (注意， Hopf 已研究过这种曲面的雏型）.他建立了超 
极小曲而问 CF 3 中的水平曲线的——对应，后者是相对于 twistor 
纤 维化： 而言的，通过构造这种曲线， Bryant 诳明 
了任意 Itiemaan 曲面可以共形地极小浸人对于一般的四维 
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流形的情形，参看 [ESah 

近来， K . Uhlabed ^ lB ] 讨论了 单连通2纯域到实李群 C? R 

的调和映照的空间用物理学家的语言，即 cMral 模型）.她研 
究了流形 H 的代数结构及其与 Kac - Moody 代数的关系， 

调和映照领域的另一个尚未开垦的领地是曲面到 Ricci 平坦 
的三维 Kahler 流形的调和映照的分类.对送一问题的兴趣是理 

论物理中的超弦 Csuperstrmg ) 的研究引起的. 


54. 极小手流形 

微分几何中另一个重要的课题是极小子流形的研究.在送一 
节中，我们主要考虑紧致三维流形中的极小曲面.极小曲面(除非 
有相反的声明）总是假定是正则的、嵌人的. 

一般说来，如果 M 的拓扑不允许某个曲面在其中收缩到一个 
点，则不难找到浸入的极小曲面.此外，有时候还可以证明曲面是 
嵌人的.例如 Meeks 和 Yau [ MY ] 证明了如果&(从）~0,则 

存在嵌人的 V 及 RPS 它们张成作为 mUf )- 模的的 ( AO , 这 
个定理可用来研究三维流形上的有限群的作用. 

用“山径原理” (mountain pass piinciple ) 去造极小曲面比 

较难.如何用 Ljusternik - SdinUelmann 理论去找出许多极小曲 
面(或具有特殊的拓扑型的）也不清楚. Sacks-Uhlenbeck [ SaU ] 


把摄动的能量泛函与 " Morse 理论”结合起来诋明了任意《维流 
形 M 包含至少一个浸人的极小的如果対某个〜 0. 


Siu 和 Yaii 利用了 Sachs 〜 Uhlenbeck 这一^工作去解决 Kahler 几 


何中的 Frankel 猜测、最近， M . Mical 〖£ 及 D . Moore [ MD ] 用 


类似的推理给出 Riemana 几何中的经典的 Pinching 定理一个证 

明.事实上，他们需要的 piling 假设更弱. 

Pitts 在他的论文 [ Pi ] 中引进了 “殆极小 varifold w 的槪念, 
粗略地说这很接近于局部极小的 varifold 的概念.利用整系数 


闭链群的同伦群的非平凡性 [ A 1]， 他证明了任意维数 <6的流浪 
中有非空的、紧的、嵌入的光滑极小趄曲面，他的想法是应用极小 
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极大原理于 T 到整系数流 （ctirrentO 的映賄上，后者据 Atmgrert 
建立的同构 [A1] 是非平凡的，由于这个造法太一般了，我们得不 

到这个超曲面的拓扑的任何信息.近来， R. Schoen 和 L. Simon 
[ SS ] 推广了 Pitts 的工作，他们证明了任意流形中有极小超曲 
面，其奇点集的 Hausdorff 余维至少是 7. 

对某些三维流形，作者可以对 Pitu 方法造出的极小曲面的亏 
格做出倍计.这个证明是很早之前就有了的.因为它还没有犮 
表，我们在这儿给巴证明的完整的大纲. 

设 M 表示这个三维流形， i ?， 及心川是其标量 、 Ricci 及 
截曲率，令: S 是 Pitts 造出的极小 曲面； K , A 及~是2的 Gauss 

曲率、第二基本形及法向量埼.由1^如的造法，我们知2的指数 
是I，这个条件等价于算子^的第二特征值的非负性，这儿 

L - 一厶 一 (Rk ⑹ + 

A 是曲面2的 Laplace 算子.换言之 

\ £ (Ric(^) + WAW^fdv < 

对所有垂直于第一特征函数 A 的函数/成立. 

现在我们用共形面积这个槪念(这是共形不变婿）来给出第二 
特征值的依赖于 A/ 及2的亏格的上界估计. 

设 — 是到单位球中的共形浸人，则 F 与任意的共形 
变涣 Co n £(V ) 的复合也是共形浸入.因为七是正函数.用 
LLY2] 中的论证，可以找到 Conf (^), 使得反/^丄〜，即 

(g a °F)u 1 di/ = 0 . 

现在考虑新映照私。我们仍记它， 卜⑹，幻卜 U 
因为2指数是 U 

L (Rk ㈤ 十 \\Af)ffdu < ] £ \ vfA 2 ^ 

并求和 ，得 

CRic ㈤ + UVyv < j £ 2 1 对叫 * 
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因为 及 是共彤的， S l ^[ 2 ^ -2 Aiea ( F ( J )). 

■ 

因此 

2inf stzp Area(g^>F(S')^) ^ f (RicC^O Hh |] 

F ftCcinE< 5^) J 1 

左边的这一頭是共形不变量 VXn , ^),叫做《维共形面积.它 
对所有《的下确界是 v e m , 叫做曲面 2 的共形面积. 

用2在 p 上的分歧覆盖，可以证明< 4 (守1+〜 

这儿 〆 幻是1：的亏格 [ Gri ]. 因此 

8 {^ p - + !X ( Rlc (^) + Ml 3 ) 办. 

另一方面，因为 Ric (^) + M 1 P - Ric ( tfl ) + RicO 〕） - 2K 9 tSX 
果我们假设 M 的 Ricci 曲率非负，则 

(Ric( Ci ) + \U\} 2 ) > - IKdv 姐 4«(2 皮（幻一 2X 

把上面两个不等式结合起来就得到 

8 ^ ( S ^ p - + 1 ) > 4冗(2似) — 2)， 

因此 gis ) < 4 } 这就是所要求的2的亏格的上界.事实上 ， m 
该能够再进一步改进这个估计，因为 V C { M ) 的估计不是最优的. 
能否把上面的推理推广去研究高指数的极小曲面？ 

人们想要估计极小曲面的亏格的原因是它们包含了关于背景 
空间 M 的信息，例如，具有正标量曲率的三维流形 M 的一个嵌人 
的极小曲面提供了 M 的 Heagatd 分裂的一个好的候选者，而且 
当 M 是三维同伦球且曲面的亏格小于或等于2时， M 实际上就是 
球.因此，若我们可以造出一个极小曲面，它正好是一个 Heagard 
分裂并且给出其亏格一个好的估计，那末我们就朝着 Pomcard 猜 
测跨出了一大步. 

极小曲面理论中一个重要的问题是流形中多个极小曲面（甚 
至无穷多个)的存在性.在2维球上 s 至少存在三条闭的、嵌人的 
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测地线 ，椭球 面上烚有三条，因此这个估计是最优的. 

对于三维球，人们希望证明存在至少四个极小球而.人们也 
希望知道*中心在 R 4 的原点的一个椭球面上，是否仅有的极小 2 

维球是与三维坐标面相交得到的那四个， 

Smith 和 SimoQ 用 Pitts 的一个思想证明了任意三维球面中 

有嵌入的2维球.他考虑映射度为1的映射 F-J X 使 

得在每个片上（两端的除外）， FChOy 2 — 矿是个嵌人.他证叫 

了如果取 _ 

min max Area(F(/, S J )), 

则得到一个嵌人的对于同伦球，是否也有相似的 定砰？ 

另一个问题是去了解一个正 Ricci 曲率三维流形中興有给定 
的亏格 S 的所有极小®面的空间.最近， Choi 和 Schoen [ CS ] HI ： 

明对固定的 g 这个空间实际上是紧的.我们想提到的是甚至对三 
维球，这个紧性也是靳的.他们的证明是基 T Choi 和 W ^ g [ CW ] 
关于的面积的估计.这个面积的上界则控制了极小曲面叙列 
的收敛性 . 有了这个紧性的定理之后，仍然存在几个有趣的问题. 
例如，当 M 无对称性时，是否会存在连续的极小曲_面 族？ 当 M 有对 
称性时，是否任何这样的连续族都是等距群给出的？ 

第一特征值的估计总是有意思的，对极小曲面尤其如此.对 
于标准的三维球，在极小曲面上坐标函数都逛特征值为2的特征 
函数. Ya u 猜测2就是第一特征值.为了证明 Yau 的猜测， Choi 

和 Wang [ GW ] 证明了在 Rkd 曲率不小于2的三维流形中，极小 
曲而的第一特征值 h 至少是 1. 化成极小曲面的共形面积， Li 和 
获得了 [ LY 2 U , 的如下的上界 

2 Con £ Area (2' ) 

把这个不等式推广到高次的特征值并研究极小曲面的高次特征值 
是个有意思的问 

■ 

没 M 是三维同伦球.如果 M 不是 P ， 则它含有一个假 （ fake ) 
三维圆盘.在上面賦一个度量，使它在近边界处是渐近于乘积度 


* 326 



M , 如果在同痕于边界的 V 中考虑面积的极小化，则极限的々将 
包住 一个假 圆盘.在这个 P 上画一条 Jordan 曲线使得它把々分 
成面积相对的两部分.那么可以期望此 Jord ^ 昀线在此假圆盘 
中 界定一个嵌人的极小圆盘.如果能做到这一点，则可以再压缩 
这个&从而得到 Poincare 猜测的证明， 

最后，极小曲面理论应用到三维拓扑已获得了意外的成功，我 
相佶极小曲面的更透彻的研究将会揭示出三维流形的更多的奥 

秘 * 


§5. KiLhler 几何 

I 

下面我们考虑复几何中的四个基本主题： 

1. 复结构及近复结构的存存:性. 

L 复流形上的 Kdhler 结构和代豉结构的存在性. 

3. 单值化问题与度量的参数化. 

4. 复流形上的解析对象 ( object ). ^^1.1： 觯析闭链 （ cycles ), 

全纯向量丛等等. 

相应地，我们将本节分成四部分， 

1. 复结构和近复结构. 

设 M 沟偶数维定向微分流形.近复结构 •/ 的存在等价于向量 

■ 

丛的结构群由 GL ( 2 ”， R ) 到 GL (>， C ) 的过渡.这基本上是一 
个代数问题并已很好地研究了. 

然而，什么时候一个近复结构同伦等价于一个可积的近复结 
构（即由一个复结构而得的)却是个很困难的问题.当〃 =1时, 
每一个 M 1 都容许一个近复结构，且这样的结构是可积的和代数 
的.对于« = 2 ven de Van 给出了几个它们有近复结构但 
没有复结构.他的方法基于对第一和第二 Chern 类的计算.当 
«為 3 时，至今还没有这样的例子.特别地，我们不知道是否 V 
的近复结构容许一个复结构.这个问题已提出很长时间了. 

回到》= 2 的情形.对于一个复曲面，由 Hirzebruoh 和 

公式我们有 ― 2c if d 十 e 产 12t* 因此 
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这里 Z 是 Euler 示性数. 1 •力 M 的指标，那么我们有 

下列问题，设为一紧致近复流形，且满足 Z ( M ) -3 r ( M ) 并 

以於为拓扑覆盖空是否每一％ ( M ) 的 Abel 子群都是无限循 
环群？ M 是否容许一个复结构便得 M 以 C 2 中的单位球为全纯覆 
盖空间？也许 Lefschetz 定理对于觯决这一问题是有用的. 

2. Kabler 结构和代数结构. 

设 m d 为以/为 M 结构的《维紧致复流形.首先要问，什么 
时候 J 是 Kahler 的，也就是说 ( M ， 容许一个 KShler 度量? 
Harvey - Lawson [ HL ] 给出了 Kahler 棄件的一个内结的刻划：当 
且仅当 M 上没有任何正流 （ current ) 是边缘的 （ 1 ， I) 分量. Hodge 
理论給出了许多复流形是 Kahler 流形的必要条件.特別地，它 
们的偶 Betti 数是正的，奇 Betti 数是偶的.此外当 （ M ， y ) 是 
KAler 的时，它的有理同伦型由它的有理上同调靳决定，可参看 

Deligne - Griffiths - Morgan-Sullivan 的文章， 

现假设 M 为一 Kahler 流形，即 M 具有某 Kahler M 结构.是 

否 M 容许一个非 Kahler 的复 结构？ 什么情况下 M 具有一个唯一 
的复（或 Kahler ) 结构？ 

当》= 2时，每一个具有偶第— Betti 数的紧复曲面是 
Kahler 的（这乗自 Kodaira 的曲面分类.因为 MiyaoU [Ml ] 证 

明了具有偶第 一 Betti 数的椭圆曲面是 KShler 的， Siu [ SlJ 证明 
了每一 K -1 曲面是 Kahler 的.由此我们知在 Kodaira 分类 
的七类曲面中，前五类关于每个复结构均是 Kahler 的.剩下的两 
类具有奇第 一 Betti 数，因而不容许任何 Kihler 度量.特別地可 
看出，在一 Kahler 曲面上，所有的复结构是 Kihler 的， 

当时，情况更加复杂 .Calabi[Ca3] 证明了复环 7^ 具 
有非 Kahler 结构，另一方面，我们知道上仅有的一个 Kahler 
结构是其标准结构. 

Vau 提出下述猜 测：设 T ) 为 一具负 截面曲率的紧 
钕 Kahler 流形， 则存在唯一的 Kahler 复结构.当将负截曲率的 
条件 换为负 双截曲率时，这溥抛将不成立. 
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对于一个局部 Hermite 对称空间 AP ， « > 2, CaUbi 和 
Vessentini [ CV ] 证明了 fP ( TM ) — 0 . Sht [ S 2 ] 证明了若 M •为 

一具强负曲率的紧致 KSbler 流形 ， 则财”的 Kahler 结构是唯 

■ 

一的，这部分迆肯定了 Yau 的猜测. 

现假设 M 是 Kahler 的且微分同胚于单位球的紧致商空间 


先于 Siii 的定理， [ Y 2 ] 利用不等式 


1) 


A 


cr 2 c 2 > 


(一 i ) 


2(ff + 1 ) 




⑺ 


这里 c 0,证明了 M 的 Kahler 度量是唯一的.问 题是: 
什么时候 M 的踅结 构是唯一的？当时，还没有答案.仅知 
道的结果是每一个复结构在 KobayashL 的意义下是双曲的，即不 

存在任何 C 到 M 的菲常值全纯映照. 

不等式 （2) 也给出了 CP* 1 上 Kahler 结构的唯一性 . 》为奇 
数时，此结果属 "f Hirzebruch 和 Kodaira [HK ] (同样可 JE 于 
Morrow Ko<Jaira [MK]). 我们注意到对这类刚性问题，调和映照 
似乎是很有用的，特别， Shi 关于袖 - Bochnei-Kodaka 技巧的修 
改有很好的使用前景（见 Siu[S 2 ] 和 Sampson [Sa])_ 

关亍 Kahler 结构形变到代数结构的问题，我们有著名的 
Kodaira 猜测： 每一个紧致 Kahler 流彩能够变形到一个代数流 
彫，当《 = 2时这是対的，事实上 KodairatKo] 巳经证明了每 
一紧致 Kahler 曲面可形变为一个代数曲面.对于3, Kodaira 
猜测尚未解决，特别地，若 M" 是一个非代数的紧致 Kahler 流 

形， 1 TM 为它的全纯切丛，是否 f / A ( rM ) 矜0? 由于一个 

■ 

的紧致 Kahler 流形是代数的 5 相应的问题 是:若 M 是 Killer 的， 
是否由0能推出 H A ( TAf ) ^ 0?(不难构造一个 H ^( Af ) 
到 HKTM ) 的映照 ，） 

3. 单值化. 

在复一维情形 s 我们知道每一 Riemarm 面都是下列曲面之 



CP 1 ; Ricm ^ nn 球，具有唯一的复结构， 



E ： —个椭圆曲线，由 C 全纯覆盖. 

^,(^> 1): 一 个由单位圆盘 OCC 全纯覆盖的曲面. 

在高维情况，许多结果和分类在推广上面的分类的努力中得 

到.人们想知道在什么几何条件下 M 双全纯同胚于一个高维的 

£或心, 1) 的类似物，这对应于流形是椭圆的、抛物 

_ 

的或双曲的.通常，唯一性是莅双正则、双有理或单有理的意义下 
理解.在非紧致的洁形，人们试图处理无穷远边界及把 M 紧致化 
力某一射影代数簇兑的一个 Zariski 开集，使得(子 

簾). 

A . 椭圖流形 

Frantel [Fr] 猜测任何具正双截曲率的紧致 K ' Ahler 流形双 
全纯同 胚于 CP d ; 他证明了 2的情形.后来 Mori 和 Siu-Yau 
独立地证明了一般倩形. Mori 实际上在切丛是丰富 （ ample ) 的 
较弱的假没下证明了 Hartshorne 猜想. 

LY 6] 中提出了下述 猜测： 若 M 为一具非负双截曲率的单连 
通的紧致 Kahler 流形，则 M 等度同胚于一个 Hermite 对称空间 
和复投影空间（不一定赋以 Fubini - Study 度量）. 

S. Bando [B1 ] 证明了 ㈡ 3 的情 泡. Mok 和 Zhong (钟 
家灾） [ MZ 】 证明了，若加上 M 是 Einstein 的桊件，则 M 双全纯等 
度同胚于一个 Hermite 对称空间. 

在 LS 3] 中 Shi 給出了二 次超曲 面的一个曲率刻划.他证明 

了若 M % n ^3 为一处处招-正 ( C 音十 1) 并在某些点 2 _ 

正的紧致 Kahler 流形，则 M 双全純同胚于 CP ff 或二次超曲面 

‘在这里点 PM Mk - 正意味着 P 点的双截曲率非负且 
dimA/pC^Xm T p M P N fi (§) = {y ^ T r M] , 

不久前， H .- DCao 和 B . Chow [ CG ] 在 M 具非负曲率算子 

的假定下证明了此猜测. 最近， Mok 宣告他完全证明了这个猜测. 
设 M " 为一具正 Ricci 曲率的紧致 Kahler 流形（这等价于 

C ： (M) >0). 我们有下述 问题： 

• • 
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(1) 是否 AC 是黾冇理的？即是否存在 CP " 到的有理映 

照？ 

(2) 是否只有有限个（在拓 f 卜的意义下)具正第一 Chcrn 类的 
界 维代数流形？ 

_ 

(3) 是否 C L (_ My ^ C . CCP ")-? ； 

当《 = 2时，从 2 为一 delPezzo 曲面 〆 1) , (2) 和 （3) 是对 
的.当0 = 3时， Al s 为一 Fano 3 維流形，即一具丰富反典型线丛 
的3维代数流形. MoH 和 Mukai [ MM ] 给出了具第二 Beni 数 
6 CAO >2 的 Fano 3 维流形的一个完全分类.他们实际上证明 
了在变形等价的意义下有87类具2的 Fano 3 维流 
形.且满足 ㈣ 10的 FanoS 维流形等度于 CP 1 ^ 

这 里心表 J 次 del Pezzo 曲面.匕 = 1的 Fan 。 3 维 

流形称为第一类的 Fano 3 维流形，并已由 Isokovskih [ Is ] 分类 
了.利用上述分类，容易验证（1)， （2) 和 （3) 是对的.但对于 
» >4, (1), (2) 和 （3) 是否成立尚不知遒. 

回 t 乙 Gromov [ Gr ] 的定 理:存 在一仅 依赖亍 《的常数 C (») 

n 

使得 D KM ") < C (#0 对任何具非负截曲率的 Riemann 流形 

f 

都成立.当 M 是 Kihbr 的，能否将条件“非负截曲率 1 ^换成“正 
Ricci 曲率>人们也想了解具 Kodaira 维数 oo (即 
fAM, ^-)-0, Vm ：>0, K 表典则线丛 ） 的代数流形 _ 当《 = 2 
时，它们是有理曲面或直纹曲面. 

B . 拋物流彤 

设 M " 为一个可由 C ” 全纯覆盖的紧致 ICahler 流形.是否它 
也可由一个裒环？^覆盖？当《 = 2时， liuka 证明这是对的. 
当》> 3时，还未解决，即使当》= 2时， Kahkr 彔件也不可去 
掉(否则有反例存在). 

设为一具正截曲率的非紧致完备的 Kahler 流彤，是否 M 
双全纯同胚于 O ? 该问题已提出很长时间了* Siu - Yau [ SY 2] 和 
MQk - SLu - YautMSY ] 证明了下逆 事实： 设 M 为一个完备的非紧 
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致 Kahler 流瑕 ， P ^ M K ^(^0 ^ dist (^ 4 ^) B 那么！ 

( a ) 若 ^( A /) - 0, / <0 対某 一 e >0 成立， 

则 M 双全纯等度于 C ' 

( b ) 若 P 为 M 的一个 pole 点（即 exp p 是微分同胚） 

A ({1 + r 3 ) i + a ， 贝 ij M " 双全纯同胚于 C ", 若加上0,则 
M " 等度同胚于具平坦度量的 C "， 

ft > 

( C ) 若尺 M >0， -且 voKB ( P , r )) ^ Cr 2 % 
则 m 双全纯同胚于 C \ 

这里 j 和 c 为任何正常数；和；?分別表示加的截曲率和纯量 
曲率. 

Mok 改进了这些结果，将减弱到更确切地说，他证 

明了下 面的： 

( d ) 若 M 具正双截曲率 ， OCR < 且 voKB ( p , r ))^ 

r 4 

€ r 3 \ A 9 C 为正常数，则 M 双全纯同胚于仿射代数簇 X . 

设 M * 为一 Kodaira 维数为 K ^ M ) =0 (即存在 C ， 使得 

^( M , 对所有的^ >0成立，送里 K 为典则线丛）的 

代数流形.可给出这些流形的分类吗？注意 C 人 M ) 为 = 0 
的一个特殊情况.当《 = 2时，恰有两类代数流形满足 K ( M )^0, 
它们是 Abel 子蔟的商空间或 K - 3 曲面.当《為3时，尚未知 
晓，》= 3 的情形对于物理学中的超弦 Op ⑴ tring ) 理论将是 

很重要的. 

C . 双曲流形 

若 M 为一具负截面幽率的代数流形，那么 M 是否能够由 C" 中 
的有界域口所全纯(分支）覆盖？ 一个较弱的问题是：若 M 为一具 
负截曲率的单连通 Kahler 流彤，是否存往 M 上的足够多的有界 
全纯函数以致可以分离点并给出局部坐标？至今，甚至在 M 为一 
紧致流形 M 的覆盖空间的餒设下，也未证明任何非常数的全纯函 

• 332 * 



数的存在， 

B . Wong [ Mo 2] 证明了若 i 3 eC 为一具光滑边界的有界域 

且为某一紧致流形的覆盖空间，那么5必沟球 . P . Yang [ Yg ] 证 
明了若 O 为 C " 中秩大于1的有界对珎域，则不存在任何 G 上的 
Kabler 度量使其全纯双截曲率介于两个负数之间.特别地，公不 
能是任何具负双截甜率的紧致 KShier 流形的覆盖空间.因此若 
一个有界域覆盖一具负曲率的紧致 Kahler 流琅的话，那么它必定 
是相当不光滑的. 

最近， Mostow 和 Siu [ MS ] 通过巧妙地把2维球的 Poin - 
card 度鼉和 Bergman 度量并到一起而构造了一个具贵截曲率 
的 Kohler 曲面 A /. 他们证明 M 的万有覆諝兑不是球，其方法是 
验茈对疴而言 C \< % C lt 这种流形不微分同胚于一个局部对称 
空间，还不知逍它的万有覆盖是否是有界域.是否一个具(拓扑埯) 
平 H 」 切丛幷为某一紧致代数流澎的覆盏空间的非紧致完备 KShler 
流形双全纯同膝于一个域？ 

对于一个具正典型线丛的代数曲面，是否 _ — 足眵小 

能捭有一个具负截曲率的 Kahler 度置？这一点尚不知遵. 

代数曲面的拓扑是一个很重要的主题.经 Fr ^ dmati 和 
Donaldson 最近的努力，似乎有理由相信每一单连通的四维光 

滑沆形可表为代数曲面的连接和（可能具不同的定向）.最近由 
Donaldson 得到了关于单连通的代数曲面的不可约性的很强的结 
果.显然若要将它表沟可微流形的连接和，则只会出现 CP 3 3子. 
或许满足这些不可约条件的单连通的四维流形微分同胚于一个代 
数曲面. 

当基本群无限时，预计代数曲面的 拓扑町 個难得多， Shafart - 

vich 猜测代数流形的万有覆盖是全纯凸的，这给了除已知的 Chern 

数不等式外的一些拓扑信息. 

4.解析对象. 

为了了解复结构，了解与它有关的解析对象是很童要的. 这 
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里给出两个例子， 

A . 全纯映照和向量丛 

.对千一个崑流形自然的全纯向置丛有 TM , TM \ 
A ^ TM , & TM 等等.其中最重要的是典则线丛 

用吹大 (blowing up ) 点或子流形可得到附加的解析对象. 
联系拓扑不变 M 和解析不变最的 Riemann - Roch 定理对于从给定 

的拓扑信息或氣信息中构造解析对象或不变量是一重要的工具. 
Yang-MilU 理论在构造 Kahler 流形上的全纯向量丛和其它 

对象中通常是很有用的. Taubes [ Tl ] 利用 Yang ^ Milk 方程的 
反自对偶 Unti - self - dual ) 解來构造 K 3 hler 曲面 M 3 上的秩为2 

的全纯向量丛.是否可以月这个理论来证明本文作者的定理 ：“若 
是单连 通的， 且它的 oip 积是正定的，则 M 3 双全纯同胚于 
CP 2 " 呢？ 

Taubes [ T 2] 在两个 Chem 数之间的一个不等式成立的假设 
下也构造了 Kahler 曲面上的全纯向量丛 （也 可见于 Donaldson 
[DUfn [ D 2]). 至今为止，上面的方法仅用于2维的情形.在高 
维情形，还没有一个好的方法来构造全純向量丛. Taubes 的想法 
可推广陡用于构造高维流形上的全纯向量丛.目前迅不清楚有多 
大的一类全纯向董丛可以用这样的方式来抅造. 

B . 解析闭链 

解析闭链简单池说就是解析子簇的形式和.设为一代数 
流形， KCM 为一余维是 P 的解析子簇，则 P 的基本上同调类取 
属于 Z ). Q ) 是解析的如果它能 

表示为余维为 P 的子簇的基本类的有理系数的线性组合，即 a = 

这里 bAQ 且 K 是 M 的子簇.显然，每一 ^( M s Q ) 

■ *= I 

中的解沂元属于 Q ) n ^^( M ). 反过来，我们有 Hodge 
猜想：每一 Q ) nHw ( M ) 是解析的.当时， 

讫是成立的，称为关于（1， 1) 类的 Lefscheu 定理，？ > 2尚无 
结果. 
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在 K & Mer 流形中每一个解析子簇都是体积极小的.这 
可直接由 WirtLnger 和 Stokes 公式得到.反过来，柱适当的条件 
下，体积极小子流形成为子簇. 例如， Siu^Yan [ SY 1] 证 明了若 

是能量极小的，且 A / 的双截曲率是正的，则/是全纯 
的或反全纯的. 

Lawson 和 Simons 证明了 CP ft 中每一个稳觉的流 ( current ) 
都是代数子簇.他们的方法如下：设心为 CP ~ 中的单参数投澎 
变换群，设 

• • • • 

dt 3 dt 

他们证明了 B 的迹是负的，除非 M 是一个子簇. 

Lawson ^ Simons 的方法给出了一个解决 Hodge 猜想的途径， 

给定一个嵌人 /: M » — CP N 和一个元素 

Q ), 定义一个体积函数： Vol ： PGL ( W + I ， C ) — R ， 

inf { Vol / C )| C 是《的代表 }. 这里《为3的 Poincari 对偁且 

C 

Vol〆C ) 为对应于度量的体积，而^^表 OP ^ 上的 Fubini - 
Smdy 度量.若存在全纯的代表《的 G 则 Vol f («) - Vol g CC ) 

不依赖于£的选择.因此 Vol 为常函数并达到它的极小值*另一 
方面，若 Vol 有一极小值 9 则 Lawson - Simons 的方法证明了存在 

P 

一全纯的代表《的 C . 因此，如果能够证明 Vol 达到极小值，则 
Hodge 猜测就证明了. 

Sin IS 2] 得到了下面的 结果： 设 M 为一具强负曲率的紧致 
Kahkr 流形.那么任何化（敁， Z ) 中的元 * K >2 , 若能表为 
一 个紧致 Kahler 流形的连续象，则它可表为一个解析子簇.他 
利用了 Bochnor 型公式于 Bjhdf 柬得到调和映照的复解析性. 
然而似乎很难确定什么样的闭链能眵表示为 Kahler 流形的连续 

象. 

§<!. 复流形上的典则度置 

给定一个复流形 M ， 入们可以找 M 上的“典则 M 度量以枸造复 
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结构的不变鼉.对典则 度遌的 一个很苗然的要求是它们的全体可 

参数化为一有限维的空间且在双全纯变换群下是不变的. 

1* Bergman , Kobayashi-Royden 和 Caratheodory 度量， 

_ Bergman 度量首先作为 G * 中的有界域上一个自然度量而导 
Ui - 后來，该定义被推广到其典型线丛 K 容许充分多的截面的复 
流形上 • 对于 c •中的域 d ， 让 mo ) 表 D 上的平方可积的全纯 
函数空间.选择该空间的一组正交基 {步/1 那么 Bergman 梭定 

义为尺0, s 也00心（《0.这定义不依赖于正交基的选 

| 

t 

择.且 K 关于=和 G 是全纯的， 

我们现在可定义 Bergman 度量为 

ds 1 ^ S a logK(sr f z) * dz^dz iw 

c ^-8 1 ^ 

Bergman 度 S 的自然 fe 不难从 Bergman 核的定义中看出.设认 
和认为 C " 中的两个区域，且 K ,{ z , w ) ^ K 2 { z \ ^分别为它 
们的 Bergmaii 核.若为一个双全纯同胚， 则&和 
私有 关系式 

■i 

K t ( z , «0 - K ( FOO , F { w )) d ^(^) dtt (^-\ 

\dz / \Qw 》 

若 M 的典型线丛 K 有充分多的整体的、平方可积的截面，我们 
可以选一个正交基{也}，给出一个 A / 到 CPt 的 嵌人. 拉回 〔 pull ¬ 
back ) 度量 F ^ Cds 1 ) 即为 Af 的 Bergman 度量，当 Af 是复区域时 
这一定义与前面的 Bergman 度量的定义是相同的，因为 D 上的任 
何全纯函数可看成是 K 的一个截面. 

直观地 说：对 Bergman 度量的全面理解能够为我们给出一 

个关于域的自同构的几何的清晰的图象，它将给出许多区域的不 
变量 • 近几年基于 Fefferman 的工作 [ Fc ] 有了许多进展， Fcfft - 

rman 着眼于在区域边界的渐近性质*粗略地说他证明 
了沿着对角线 Bergman 核有下述展式 

K(^z^ js) ™ 0U〕/『* +1 OO + 40 〕 WfOO, 
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选里扣 <^ C M ( Z >)^ Ur > = 0, 且识为区域 D 的定义函数. 
且在通界附近我们有 ^ 

Kiz^ u/') = fK^g ^)/gr rt+1 (jer, w) H- u/} loggr(5f 5 w )， 

这里必 U ， 石 (>，《0 和 wU ， 分别为在及识满足某 
崔桊件的延拓. 

人们想更多地了解当 G 不光滑时 Bergman 核和度量的边界 
性质，度量的曲率挫质及其它有关的几何性质.设 O 为一流形且 
咕为 Bergman 度量.若 O 有 一个真 的自同构的离散群，我们可 
考虑商空间 fi / r 并把 Bergman 度量 ds 2 ^ 拉回到 AKazhdati 证 
明了若0的离散自同抅群 r 有一 filtration r 2 I \3 …; 2 I \ Q - “， 
满足[1\， r /+t ] < oo 且门厂.=〔1)，则 Bergman 度量 d 4 = d^ n 

的拉回 ( pullback ) 将在公上收敛于 £} 的 Bergman 度置心糸 

另一有趣的方向是考虑典型线丛的幂的整体截面.对于 r 充 
分大考虑妒 V )，选择一个基给出一个映照 4 > nM ^ 

取 P ( H °( JW S P )) 的 Fubini-Study 度置在 M 上 

的限制的倍，即得 M 上的一列度董.人们想知道，当 r 趋于无 

穷时，是否有一个极限度量存在.若这一度量存在，则官将是“典 
则**的且很有可能是 Kahler - Einsteiii 的. 

对于复流形 A 有两个其它的内在的伪度量， Kobayashi ^ 
Royden 度量和 Caratlieodory 度量.设 A 是 C 中的 Poincar 6 圆 
盘.记 A ( G ) 为 D 到 A 的全纯映照集 ， D ( A ) 为 A 到 J 3 的全纯映 
照集. 固定△上的 Poinoari 距离. Caratheodory 度量定义为 
rO — R % 这里 ^) = mpt A 03) ， fU ) -0>, 

Kobayashi-Royden 度量定义为 

—R + , 

这里 Fk(x t f) — inf{ j«1 ：/ e G(A 〕， /(0) — jbt s /*(«) — 

明显地，这两个内在度量在全纯映照下距离是递减的，而在双全纯 
映照下距离不变. 

B . Wong [ Wol ] 证明了 Caratheodory 度量的全纯截曲率小 
于或等于_4,而当度量非平凡时 Kobayashi 度量的全纯截曲率 
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不小于 一4( 对于 Bergman 度鼉巳知道全纯截曲率不大于 一4). 
然而这两个度量的一个弱点是它们在切空间上既非双线性的也非 
光滑的—般只足上半连续的）. 

在某些特殊的情况下，对于这两个度置有较好的了解.例如一 
个具强负全純截曲率的流形总有一个非平凡的 Kobayashi-RD- 
yden 度量.这一问题的主要定理是 Royden 的，他证明了 Koba - 
yashi-Royden 度景实际上是 Teicbmuller 度量.奇怪的是 Tei- 

chmuller 度 M 具有常數的全纯截曲率 4 可以对具有常全纯截曲率 
的 Finsler 度量的复流形进行分类吗？ 

Lempert [ Lei ], [ Le 2] 证明了在 C fl 中的凸区域上 Kobaya - 
shi 和 Caiatheodory 度量实际上是相司的.利用一个极值映照 
的存在性，他构造了许多有界全纯函数.他的理论只在凸区域上 
起作用，然而怎么才能将他的思想推广或使用这两个度量去构造 
廹一般流谚上的有界全纯函数则是很有趣的. 

另一个有趣的事实（由 B . Wong 证明的 [ Wo 2 ]) 是，若一 
个中的光滑、有界区域是一个闭流形的覆盖空阅，那么笆必然 
是单位球.这部分地证明了 猜测： 一 个有界凸区域〔不要求是光 
滑的)若为某一闭流形的覆盖空阆，那么它是对称的.他的证明需 

要用到 Kobayashi 和 Caratheodory 度量的迫界估计. 

一般地，我们希望比较 Bergman,Kobayashi-Royden, Caratheo- 

dory 度量和下节所讨论的 Kahler-Einstein 度量.我们知道 
Caratheodory 度量是三个中最小的度量.这可以由 Kahler 流形 
上的一般的 Schwarz 引理得出 [Y4], Yau (参看后來 Chan- 
Cheng-Lti 的改进形式）证明了若 A/ 为一 Ricci 曲率有常数下界 
的完备的 Kahter 流彤， AT 労一全纯截曲率有负常数上界的 
Hermitkn 流形， f : M —N 沟一全纯映照，则 

p t )j C 只漱赖于 A / 和 AT 的曲率，当 ZV 只是一个 Finsler 
空间时是否也是对的？若是对的，那么人们可希望 Teichimuller 
度量一致等价于 Einstein 度量. 

2, 紧致 Kahler 流形上的 ICahler^Einstein 度量. 
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设 M 为一个紧致 Kabler 流形，则 M 上的一个 Kahler- 

Einstein 度量存在的一个必要条 件为： 

(*) 存在一个 Kahler 类使得第一 Chem 类上同 
调于 D 乘以一实常数. 

这条件等价于： 

(*y 第一 Chem 类满足 C(A/)>0, C t (M) 或 GCM) 

<0. 

本文的作者 m]，[Y 2] 证明了当或 Cy ( M ')^ 
0时(后者也可 觅于 Aubin Uu 3]) 每一 KShler 类有一个唯一的 
Rahler-Einstein 度置.当 C _( AO >0 时， JUhler-Einstein 度景 

在自同构群下不变.然而,存在性一般是不成立的，因而人们希望 
加上一些条 件以保 证存在性， 

我们现在讨论厲于 Futaki [FiH ] 的、关于 C,(Af) > 0时 

Kahler-Einstein 度量存在性的障碍 (obstTUction) 理论同时值考 
虑“极值度量”的槪念（属于 Calabi [Ca 2]). 在紧致 Kahler 流形 
W 上固定一个 KShler 类并用心记属于 
Kabler 类的所有 Kahler 度贵的空间.定义 泛函： 

这里 K 表度量 g 的纯最曲率， Calabi 称该泛函的一个临界点为 
一个极值度量 • 任何 Kahler-Emstein 度置在它的 Kahler 类中 

极小化 f P， 因而是一个极值度置.这可由 Schwarz 不等式和 
( 尺等于 qoouww 在鉍的基本类上的取值得到，这里 W 是 

Kf 

■ 

s ]V，i Kahler 形式 • 

Cakbi 证明了对一个极值度量6梯度 (gradient) 向量场 
X = W 是全纯的，他也征明了 M 的自同构群的一个 

os * as f 

分解定理 ( 类似于 Matsushima 和 Lichnerawicz 于常纯量曲率的 

分觯定理)，特别地，他证明了 X产生出 Am (M) 的一个紧子群_ 



Levine 给出了一个 Am ( M ) 不具住何紧致连通子群的紧致曲诎 
M 2 的例子;因而 M 2 没有任何 Kahler - Einstein 度量. 

对于 Aut ( M ) 非可约的其它例子，可参看 Sakane [ Skl ], 

tSk 2] IsKikawa Sakane [ IS ] 和 Yau [ Y 3], 由 Calabi 或 Matsushi - 

ma - Lichnerowicz 的定理，这些例子都不容许 Kahler-Einstein ^ 

量 . Fataki [ Ful ] 构造了 Aut ( M ) 是可约的的例子，我们将在 

以后讨论它们.然而至今所有的具正第一 Chern 类而不容许 
Kahler-Einslein 度量的 Kahlcr 流形的例子都有非平凡的全纯向 

量场，很自然地 要问： 若 M 不存在任何非零的全纯向量扬且 Ai 的 

切丛是稳定的，我们能极小化泛函 F 吗？关于稳定性假设的出发 

点将在以后讨论.当然若上面问题的答案是肯定的，那么 （*) 也 
将是 Kahler - Einnein 度量存在的一个充分条件 • 

事实上，设 C t ( M ) = CM 且 S 为一极值度量.由 X = 

是全纯的，得为常数且 S 的 Rice ! 形式是代 

az i dz 

表 C t ( M ) 的一个调和形式.认一个上同调类的调和形式的唯一性 

得 ^,7 Csri ； 囡而龙为 Kahler-Einstein 度量 .CaUbi [Ca2 ] 证 

明了每一板值度量 K 是泛函 F 的非退化局部极小点. 度贵 g 又具 
有与 M 的复结构相容的最大可能的对称性.若 记 fU 中的极 
值度景的集合，它微分同胚于一个有限维欧氏空间.并且若一个 
C Q 中的度量具常纯量曲率，则每一个中的度量皆具常纯量曲 
率.人们预料 F 的临界点必是整体极小点，形成一个连通集且 M 
上保持0的自同构在 Cfl 上是可递的 . 

现在考虑 Futaki 的关于4(祕）>0的紧致 Kahler 流形 
M 的 Kohler - Einstein 度量的存在性的障碍.设 t ?( M ) 表 M 的全 
纯向量场的 Lie 代数为代表 C 乂 M ) 的一个 ECihler 形式， r „ 

为它的 Ricci 瑕式，也代表 C “ M )，— 1 祐 logdet (《, 山 

2?t 

因此 r ㈤ 一 ㈤ G ， G 为一光滑函戳，定义一个特征， 
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— ( XG } * co" # Futaki 证明了 / 不侬赖子 

J 


CXM ) 的表示 w 的选择.因而整数〜一 dimU ( M )/ Ker ( f )) 仅 
依赖于 M 的复结构. 

若鉍有一个 Klbler-Einstein 度量，则 S M =^0； Futaki 猜测 
它的逆也是对的，若 CaUbi 泛函 f 达到极小，那•么这是対的.由 
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=» + AG , 则 f ( X ) 


: 



j 因而意味着 G 为常数，即€是 


— 个 Kahler-Einstein 度量， 

利用祖碍 Futaki 给出了一个 Ci(M) > Aut(M) 可 

约 ， K 的紧致 Kahler 流形的例子.因而在这些例子上 

不存在 Kahler-Einstein 度量 • 设 H„ 表 CP rt 的超平面丛，心: 
仏 — CP " 为投影0 = 1， 2). 若设 ^ 5 -P(£), 这里 E 立 

^( H X ) + « W 2 ) 看成是 CP 1 上的丛，那么 M 就是所需的例子.下 

1 L - 

茴是最低维的例子：若 HcrCF 为超平面且 ecz 好为一二次曲 

浅，那么将 CP 3 沿 c 及 H 外的一点的吹大 (blcmi up) 就得到这样 
的 


Futaki 的思想是构造使 Ricci 彩式成为调和形式的障碍.对 
于代表髙阶 Chern 类的曲率形式成为调和形式的障碍见 Baado 

[ B 2], 对于与特征/有关的间题见 Fmaki [ Fu 2] 和 Futaki - 

■ 

■ 

Morita [FM} # 


1 Hermite 流疮和稳定向量丛. 

我们将讨论紧致复流形上不一定是 Kahler 的典则度量.对 
于一般的 Hermite 流形，由于 Hermhe 联络有挠，因而是非 

Riemann 的，很难找到典则度量.所以人们企图给 M 加上附加条 
件，设 g 为 M 上的一个 Hermite 度量，⑴为它的 Kahler 形式. 

一个自然的假定是： 

⑴羽“厂 1 ) = 0. 

它较 K ^ hkr 条件弱，人们希望給 g 加 （1) 外的其它条件使 
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得度最更典则.受到超对称 （ supersymmetry ) 理论的启发 ， Hull 
和 Witten [ HW ] 提出了 w 的下列 条件： 局部地可将《表为 
dO -h B 8, 这甩6> 为一〔0, 1) 形式.若《是 Kihlec 的，它总能 

写成 ddu 

事实上，上述条件等价于> = 0,显然我们只须由 aSw=o 
导出 W 有上面的表达式即可.由是闭的 * 那么它是局部正合 
的.比较类型，可找到一个（0, 2) 形式 O 和一个（1， 1) 形式 

使得： H - d ^\ do = 0 , dw = 0 . 注意到 « = £5, 
我们可证 w — V — — G 一 Q 为聞形式.因此，它是局部正 

合的，可找到一个（0, o 形式6使得 o >-^ ^ dd - hde , 
由 aw = o , w 是局部心正合的 ， ⑺即是所需的形式， 

最近， Todorov 观察到任何紧致复流形有一个满足 3^-0 
的 Hermhe 度量，因此似乎对任何紧致复流形来说研究所有 
沏 w = 0 的（1， 1) 形式《关于 dQ + B 0, 6 为整体定义的（1， 0) 

形式的子群的商将是一个有趣的问题. 

现设 P 为具性质 = 0的紧致复流形从上的一命全 
纯向量丛.我们4以定义丛 P 財于 w 的度 （ degree ) 沟 

d^V - ( 

这里表丛 p 的 wcci 形式.由 = o 知此定义不 

依赖于 r 上的度量的选择. 

在 [ UY ] 中 Uhlenbcck 和 Yau 证 明了： 

(2) 设 F 为一紧致 Kohler 流形 M 上的全纯向麗丛.若 F 是 
稳定的，即对所有的满足0 < rank ( r ) < 

rankK rankK 

r a nk (17)，； rc ： P 的凝聚层 f 成立，则 F 有一个 Hermite-Einstem 

度量，它在不计常数因子的意义下是唯一的. 

反过来上的 Hermite - hinstein 度置的存在则隐含着不计 

M 的一个有限覆盖， F 是稳定丛的直接和 . 这是由 Kobayashi 和 

Liibke [ I . u ] 证明的，很有可能 M 焉 KahUr 趵逯件可由 
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替.还应提到対代数曲上面的定理是由 Donaldson 证明的. 

我们现在叙述 （2) 的一些推论.酋先，稳定全 纯向麗 丛的对 
称张量积也是稳定的 * 其次，若 F 是稳定的， rank ( tO , 则 

(3) j y (2r, C 2 ( V ) _ (r 一 1)CKF))A^^ J > 0, 等式成立 

当且仅当 P 是 A / 上（或 M 的某有限覆盖)线丛的直接和（当 《 — 2 
时，不包括等式情形的讨论，该结果是厲于 Bogomolov 的).因 


此，若 Ci ( V } - 0,那么 0且等式成立当且仅 

r ^ 

当 P 是平坦的并在模去一个常量的意义下是唯一的.这些结果事 

实上推广了 Riemann 曲面时的结论_特别地，设 F 为 Riemann 
曲面 A 上的全纯向增 M ， 则 P 是稳定的且 ^(^) = 0 当且仅当 
V 上存在有具零曲率的 Hermite 度量，即当且汉当有一个 
的酉表示（ I 羊见 Narashimhan 和 Seshadri [ NS ]). 

现在来考虑稳定向最丛的模 ( moduli ) 空间.设 M e ( r , d ) 

为 Riemann 曲面心上给定的秩「和度 J 的稳定向量丛的一个完 

备族.能够证明> 0吗？特别地，能够构造 M f 上具正 
Ricci 曲率的一个 Kohler 度量吗？ Cho [ Co ] 证明了 M s ( r , d ) 

上存在 Kahler 度量其全純截曲率为非负.然而，既使由全纯截曲 
率的正性也不能挂出 Ricci 曲率的正性.例如:设是 CP 1 的超平 
面丛， （1) 为平凡线丛，则 HirzebrucK 曲面 M rf = P ( f ^+( l )) 

有具正的全纯截曲率的 Kahler 度弑.另一方面，当> 3 时， 
不具正的第一 Cheni 类. 

4, Chern 数不等式. 

1976年，本文作者证明了 Cdabi 猜想，并在具丰富或平凡的 
典则线丛的代数流形上证明下述 Chern 数不 等式： 


(_irco 


(一 ir 

2(rt + 1) 


CU 



这里等式成立当且仅当 Af 以球为覆盖流形，即対某一 TC ： SU ( n , 
1 ) s M M S / r , 大约同一时候 s Miyaoka [ M 3] 推广了 Bogomo ¬ 


lov 的方法，得到在曲面的 Kod ai ra 维数非负的较弱的情况下证 
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明了 〃 2 时的同一不等式.然而他并没有表明等式成立时的 

情形. 


通过研究带奇点的曲面， Ch ⑼ g 和 [ CY 2] 证明 了一般 
型曲面的不等式 （* ) (等式成立当且仅当以球为覆盖空间）. 
ICY 2] 中的方法也"了推广到高维的情况.可以由此而 M 划双全纯 
同胚于 B a / T ( rczSU ( 2 , 1 ) 允 许有不 动点）的曲面注意由 
于 r 可以有不动点， M — 般是一个燥 ( variety ). 

研究满足某呰 Chern 数不等式的流形也是有趣的. HLrae - 
bruch , Deligae , Mostow 等曾经研究过满足不等式 （* ) 的曲 
面. [ Y 2 ] 的一个推论是 CP n l IUhler 结构的下述刚性 定理： CP ? 
上的唯一 Kahler 结构是标准结构，且 CF * 上的唯一复结抅是标^ 
准的.当《是奇数时，此结果是 Hirzebmch 和 Kodaira 

现在我们给出当 M 的典则线丛为丰富 ( ample ) 时不等式 
(*)汪明的线索.此时，存在一个 S ： 上的 Kahler - Einstein 度量. 
对于 Kahler - Einstein 度量 （* ) 左边的 Chern 积分可以由曲率张 
量的平方模表出，由于 Ricci 张量是仅有的曲率部分，能眵衷为 
Kicci 张量的行列式的右边被左边项所控制.若 （*) 的等式成立， 
则两迈的被 积函数 相等.后者可导出是等价于 M 具常全纯截曲 
率.因而 （*) 中等式成立当且 R 当 M 以球为覆盖流形. 

当其典则线丛不是某呰丰富线丛的乘积时的代数流形不存在 

Kahler-Einstein 度莆 . 然而，仍然可以研究具有几近丰富 （almost 

ample ) 的典则线丛的代数流形上的不等式 [ Y 1] 中证明了 
存在一个 Kahler - Einstein 度量，它在一个除子上退化，而在该除 

子上其典型线丛是平凡的.类似地人们可以用某种方式将度量吹 

大 (blow up ). 这被 Clien g 和 Yan ] 用 T 证明一般类型曲 

瓯的不等式 O ) ，这 种曲面满足： 

C.CA/XO 且在 A/ 的一个子簇外 <0. (**) 

Kodaira 维数 K { M ^) 定 义为： , 


K ( M ) 






若 N{M) - 0, 
若 iV ( M ) # 0, 
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这里 mM ) - - 0}, ^ 为多典则 （plh~ 

cononical ) 映照.容易看出 K ( M ^ < M 的代设维数<»，若 
尺 (M) = 则 M 称为一般型的流形. 

在时，曲面可由它们的 Kodaira 维数双亚纯地分癸. 

JC ( M ) - co , 0或1的情形已经熟 知了.尺 即砧为 

—般类型的曲面）当且仅当 M 满足设 M 为一个一般类型 
的三维流形，且皮为典则线丛除子， Kawatama 证明若 A： • C ^ i ) 

对每一代数曲线 C^M 成立，则 M 满足 （* * ), 

极有可能 （* * ) 总隐含 （* ): 即若力一具几近丰富典则 
线丛的代数流形，则不等式 （*) 成立.这在3时迟不清楚，人 
釘也想知道在一般型的流形和不等式（* 之间有什么关系 .在 
这一方面 ， Siu [ S 3] 有下面的定理 [ S 5], 首先回忆 Siegel 的定 

理： 复流形 M" 上的亚纯函数域关于 C 的超越次数小于或等于 《. 
当等式成立时 M 称为 Moishe^on 流形，一个 MoUhezon 沆形总是 

可以由一个代数流形通过有限次吹大和缩约 (blow up and down) 
而得到，因而双有理于一个投射代数流形. Moishezon 流形上总 
存在一全纯向量丛 L 使得 C,(L) > 0并往一子簇外 C X ( L ) >0, 
Siu [ S 5] 证明了在 C t (L) 非负且在某一点为正的较强的假设下 
其逆也是对的.因此一个满足 ) 的流形是 MoU'aezcn . 现在 
还不知道是否 CP fl , 3 , 有一非#准的 Moishczoa 结构. 

5.非紧致流形上的 Kahler-Einatein 度置 * 

现在讨论完备非紧致流形上的 K5Wa^Einmin 度量.设 g 
是一个 M n 上的完备的 Kahler-Einstem 度量，即= € g ih C 

为常数.若0 0,则 Myer 定理指出 M 是紧致的，因此0 
则 GCM ) < 0. 在诙节我们讨论 C l ( M ) < 0的情形，从而把 
Cj ( M ) - 0留到下一节， 

问题是刻划带有完备 KaKler - Einstein 度量满足 Rf , = — 

S , 1 的非紧致流形.特別地，希望给 M 加上一些条件以保证 Kahler- 

度量的存在性和唯一性.首先，唯一性总是成立的.也 
就是说若 M 和 N 为满足 i? - 1的完备的 KMrler - Eiimeiii 流 


* 34； * 



形且 f ： m ^ n 为双全纯同胚，则 F 是等窆同构，允了证明这点 

设6 A 和 〆 ，(/ 〆 分别苫 M 积 2 V 的 Kahler - Einstcin 度量和体积 
形式. 若设1邓（尸〜 〆 /如），则 -/* Ric r + Ric = 

F * g f — g , 取迹，我们有 Ap = — ra + « . e p/n , 因此由极大值原 
理得和^^“'‘^.月^^代替厂我们有朴， 
F 是等度同胚. 

唯一姓对纯 S 曲率等〒一 1的几近完备的 Kahler-Einstein ® 
量也成立. 这里， M 上的一个度量称为几近完备的如果我们 
能将 M 表为区域込的递增和且有 a 上的完备度量使得 
茌 M 的紧子集上收敛于心.详见 Cheng-Yau [CY1 ]. 

我们现在讨论具负纯量曲率的 Kahler - Einstein 度量的存在 

性.当然，这种度景的存在将给 M 的复结构一些限制条件.例如 
Elseman [ Ei ] 证明了若 M 有一纯量曲率小于负常数的 Herwite 

度量，那么在 Eiseman 意义下的伪测度 实际上 是一个测度，也就 

是说 M 是测度双曲的. 

在 [ CY 1] 中， Cheng 和 Yatj 证明了一大类非紧致流形上 
Kahler - Einstdn 度景的存在.确切地说，他们证明了下列定 理：设 
M " 是一个 Hermite 流形， 它的 Ricci 张量定义了一个曲率和协变 
导数有界的 Kahler 度量，则 M 有一个一致等价于上述度量的 

Kahler-Einstein 度 JrL 

若 M 有一具强负的 Ricci 曲率的 Hermite 度量且是相赶紧 

致、光滑、拟凸的开子流形的递增和，那么在模去一个常数的意义 
下 M 有 一个唯 一 的几近完备的 Kahler - EinsteLn 度壁.且若 A / 

是完备的，则这一度量也是完备的. 

特别地在任何中的有界域上都存在完备的 Kahler-Einstein 

度量， R 要它是具 C 边界的域的交.在这一陈述中， C ： rt 可代之 
以 Ricci 曲率具负常数上界的 Hermite 流形 4 

Mok 和 Yaxi [ MkY ] 证明了 C " 中的任何有界拟凸域都有一 
个完备的 Kahler - Elnstein 度量.这是仅知的在任一有界全纯域 
上的完备的“典则 u 度鱟. 
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现在讨论当 M 的体积有限时的情况.这时 M 的“无穷远点 
集”很小(而中的有界域的无穷远点集相当大）.我们有下面的 

猜测：若曲率为负且 M 具有限的拓扑型，则 M 可紧致化，也就是 
存在某一紧致 Kahler 流形 M 使得 M = M\ (子蔟），在某些情 

形，沿实际上是代数的，因此 M 是拟射影的. 

对一个有限体积的局部 Hermite 対称空间 M，Baily 和 Bo 
rei [BB]^ Satako [St] 和 Mumford 得到了忘们的 一 定程度具体 
的紧致化.对这些流形 Kahler-Einstein 度量存在. Siu 和 Yan 
[SY3] 证明了一个具有限体积和曲率界于两个负常数之间的完备 
流形是拟射 影的. 

若上面的猜测是对的 3 那么研究有限体积(且有有界的曲率协 
变微分）的 Kahler 流形,人们只须考虑 - \J D k ) , 这里 
豆是紧致 KShler 流形且 DnD k 为连通除子.若我们有适 

当的刻划认以及描述认如何与 R 相交的代数数据，那么可以有 
希望构造 M 上的 Kahler-Einsteia 度 g : . 在《 2的情形这是已 

知的.例如，设 C 为椭圆曲线且 C • C <0. 若 *5 是丛 

tC] 的一个截面，且 C = (5-0} ? 那么 就是 

—个以 c 为尖点 （Cusps) 的 Ui C 上完备的渐近 Kahler-Einsteln 
度量. 

设 Z? 为一紧致 Kahler 流形上的一个除子，在 M 上 C x { K^r 

[D]) > 0,在兑 \D 上 C t (K 十 [ D ])>0， 且 （K +[ D]) — 

> 0，则 U \ D 有一具有限体租的 Kahler-Einstein 度量. 
且度量的曲率和它的协变导数有界.还不知道是否完备的 Kahler- 


Einstein 度量具有界的曲率. 

对于拟射影流形 M =M\Z), Kahler^Emstein 度量总是具有 
限体积且可定义对数 Chem 类 C t iM , D ). Kahler-Emstein 度量 

的存在性蕴含下列关于对数 Chern 类&和 匕的不等式. 


(_1)"亡 D 


(― Q" 

十 1) 


C?. 



一个特别有意义的事实最若拟段影流形反 V ?以中的单位球为 





藺盖 空闾，则 （，） 中等式成立. 

—个复流形称为测度双曲的若 Kobayashi 测度是处处正的. 
衬于完备的 KahUr - Einstein 流形，下面的不筚式成立. 

^ l^^Kobjiyashi ^^ Kahlcr-Ri nsicin ^ s ^^ C ^ r ^ thtrodory ? 

这里 C ,， 为两个杏适 IH 常数.我们有下列问题：若 M 的 Ca - 
ratheodory 度量是完备的 5 那么 M 有一个完备的 Kahler-Einstcin 
度 M 吗？ 

6 .非紧致流形上的 R ^ cci 平坦度量. 

现在讨论完备非紧致流形 M 上的 Ricci 平坦度量.首先，在 
这种情况下，唯一性是不知道的.即使是紧致流形 KMhler-Eirmem 
度量也只在每一 Kahler 类中是唯一的.设 S 和，是 M 上的两 
个 RUxi 平坦 Kohler 度量，若它们满足 gn — g:7 - ㈤ F ， F 有 

界，那么^ = gii . 在紧致的情况，上述条件表示 S 和 〆 属于同 
— Kohler 类 . rh f 不会存在太多的 Ricd 平坦度馉，也许可以把 
P 有界的条件去拧. 

在任何情况下.唯一性问题远远没有解决.甚至 M — C 〃时， 
CaUbi 提出下而的未解决的问题：若 《: C rt — R 为一严格的多 

次调和函数， det (二 £^7卜、 那么如果 Kohler 度 M _ dsl ^ 

d ^ dz * 是完备的，它是否有零 曲率？ 注意般来 

说是不完备的 * 例如 Fatou 和 Eieberbach (参看 Bochner 和 Martin 

的书 [ BM ], P 45) 给出了一个双金纯的 C 2 到 O 的映照〔这里 
^ CC J 是开集，且 C J \^ 包含一个开集）使得 F 的 Jacobi 行列式恒 
等于 1- 设 + > 3 | 3 ,则 dsl F ^ F * dA = F ^ d 4 是非 
完备的. 

有许多的双仝纯的 f e Aut ((?) 其 Jacobi 行列式等于1,例 
如对任何整函数/，令 FC 怎 ， &) = (> + u /) m 对于上述的 

^钵。 F 仍然严格多次调和且心 I 是完备的且 Ricci 平坦的+所 
以，直观苕來 Aut ( M ) 越大，问题就越困难. 

现在讨论存在蛀.正象负纯量曲率的情况一样，完备的 Ricci 
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半坦的 Kahler 度量的存在将给 M 的 笈结构 加上某些限制.例 如： 
由 Schwarz 引理 [ Y 4], 我们知道不存在 M 剀一具负常数为全纯 
截曲率上界的 Hermite 流形的非平凡的全纯映照.作为一个推 
沦，若存在@到一亏袼大于1的代数曲线的非平凡的全纯映照， 
那么 M ^ M 不可能有任何具非货 Ricci 曲率的完备的 Kahler 

f.iL is :. 

我们扔测 ：若 M 有一个完备的 Ricci 平坦的 Kahler 度贵，那 
么 M 沿\(除子），这里应为紧致 Kahler 流形 • 这意哇着 M 的 
无穷远点集不能太大.现假设 M 2 - (除子），办为 U 上的 
一个 Ri CC i 平坦体积形式. mm r M m 9 授万有覆盖，不妨设 m 是单 
连通的 • 局部地， 心=二 i ) 2 Kdz l hdz \\ d ? 为正实 

值函数 ， rii Ric (^) - 0,我们有碱 （ iogK ) m 0且 K 可局部 

地写成 Ml 3 , A 为全纯函数.山单值性方法能得到一个全纯 2 -形 
式 j ^ hdz 1 h 无处为零，且？ 7 八芍 = 心■因此 /\ dz ^ 

可看成是反典则丛的整体截 M . 

直观地说 A 可能在 M 的无穷远附近趋于 oo , 可能延拓到 
兑上，也就是说存在一个非平凡的截面 s e H \ M , 这将意 

味着尺是平凡的或分 ( M , K 讯 )= 0， V ^> 0,因此炉的 Ko - 
daira 维数力 一 oo 或0 • 这是闶汾若 M ，则 P P 

为 M 上的全纯函数，因此为常数，但 K 非平凡时由于^在某点为 
0,得 t • 5 fl = 0,所以 g = 0除非 K 在 M 上是平凡的. 

由 M 是 Kahler 的和单连通的，砑的极小模 （ modd ) 是一个 
Kahler 曲面且 / C =0 或 一 oo ， 当 K 二0时，它是 K ：- 3曲面或 
Euriques 曲面.当 K = - ① 时，它是一个有理曲面或亏格为零 
的直纹曲面.应 2 为极小模在有限点上的吹大 (blow UP ) 3 且 M = 
M \{ s =^ Q }, 0^ seH °( M ,^0* 反过來，若 M = ^\{S _ 0}， 

^ d M 如上，那么 M 将有一个 Ricci 平坦的完备的 

KiiKUr 度最.萵维情形将史为复杂. 

物理 学曾研究了下述 问题： 具适当的局部渐近性质的 R^ci 
平坦度量是否是唯一的？当度量渐近平坦时就是这样的情况.人 
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们也想知道当度量®部渐近于一个锥 ( cone ) 时的情形.或许假 
定度量是 Kahler 时问题要容易一些. 

Ricci 平坦的!的存在有许多应甩、 例如： 利甩 Ricd 平坦 
度量 5 Siu [ S 1] 证明了任何 =-0 且 R ) =0的曲 
面是 Kahler 的.从 Tadorov [ To ] 也可见到高维的情况.人 

们也提出下面的问题 I 设为单连通的紧致复流形，若 
有非奇异的2形式⑺那么 M 是 Kahler 的吗？ 
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附录二问题集 u 

丘成榈 

在普林斯顿研究所的几何年的最后一段时间里，许多同行要 
求给出一个关丁未解决的问题的综合报告，在与 Bourguignon, 

Calabi ， Cheng, Kazdau 3 Li, Schoen, Simon, Treibergs 和 Uhlen- 

beck 讨论后，我给出了一个六十个问题的清单并作了两次报告， 
后来，又补充成这个问题集. 

我要强调此间题集并非包括所有的问题.问题的选择在很大 
程度上受_作者个人兴趣的澎响，除去少数例外，我并不想提出其 
它领域中那些与微分几何有密切的关系或者可能采用微分儿何的 
方法来解抉的问题. 

问题的难度从“初等的”到“高深的”都有.然而，“高深的"问 
题可能甶一个刚人门的学生在短短的几个刀时间内给予解决，而 
“初等的”问题则可能在很长的一段时间内解决不了.我希望这个 
问题集能够给刚入门的学生一个关于这个方向的简明的概述. 

如果不是全部的话，大多数问题是众所周知的.如果一个问 
题有确定的参考文献或明确是由某个人提出的，那么这将被提到. 
否则读者可认为此问题是熟知的. 

最后，在此対那些吞匕初稿扑提出补正、进一步的讨论及参考 
文献的数学家们表示感谢.他 们是： F. J. Alm^en, Jr., M. 

Berger, A + Borel ， E. Calabi ， J r Cheegcr, M. Gromov 和 H, B. 

Lawson, 在此也对 .^mes Mcchr^2 在整理这些问题和参考文献 


I )本文是根据丘成柄以的一个问 M 巣 〔 Yuvi, S. T+, Problem Stttitjn, Semi- 
njir on DifferenliiU Geometry, Ann. M ： ub. Stud. Vol* 102, Princeton, 

Pri Q «ton 1532^ 并整坦综合了蛟迗儿年的新结果重靳編成的. 
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中给予我的帮助表示感谢. 

■ ■ 

I - 曲率及流形上的拓扑 

■ 

A . 截面曲率 

1. ( Hopf 猜测 ）V X f 是否容许一个具有正的截面曲率的 
度跫？ 

仅有的进展是 Bourguignoa 和其他人 [ BDS ] 关于 Berger 
LBrl ] 的一个结果的改进，他们证明了在夕 X 5 s 的乘积度量的 
一个邻域上不存在具有正截曲-申的度 fi . 

一般地，我们述没有任何紧致、具非负截曲率的单连通流形不 
容许一个具严格正截曲率的度量.是否一个秩大于 1. 的紧致单连 
通对称空間容许一个具正曲平的度量.最终，我们将能够把具正 
曲率的4维流形分类（此刻，视 CH 有义和 CP 3 两个例子). 

2. 在怪 ( exotic ) 球面上 是否有具正曲率的度量？ 

GroinoU 和 Meyer [ GM 1] 在一个 Milnor 7维球上找到了 

—个具非负曲串的度最，它在一个具较大余维的子集外是产格正 

曲率.在 [ H 1] 中 N . Hitchin 证明了在“ 很怪” (very exotic ) 的 

球面上甚至不容许一个具正的纯量曲率的度量. 

3. 设 M 为一具 非负截曲率的 iV 维流形.是否 M 的第 i 个 
Betti 数不大于 iV 维环的第/个 Betti 数？ 

最近 ， Gromov [ Gr 5] 证明了第! 个 Bern 数具有仅依 鹸于； 
和 JV 的上界.因此若 M 是许多 CF 2 的连接和， M 不容许一个具 
非负截曲率的度 fi . 

4. 设 M 为具正曲率的紧致流形，是否 M 容许一个光滑的、有 
效的 作用？ 

这个问题产生于所有已知的具正曲率的流形的例子都具有许 

■ 

多对称性. 

5. 是否有一具非负 Ricci 曲率的紧致单连通流形而它不容 i 午 
興非负截曲率的度量？ 

答案似乎是“是％且可以试试 iV 个 CP 的连接和， 

■ ■ ■ 
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Gromoll 和 Meyer [ GM 2] 构造了一些具正 Ricci 曲率和货 

Kuler 示性数的紧流形.因此，或者这些流形不容许具非负截曲 
率的度量，或奔 Hopf 猜想是不成立的（见问题 8). 

6.所有的 H 正曲韦的流形上的向量丛容许一个具非负截曲率 
的完备度量吗‘> 

这是理解 Gheeger ^1 Gromoll [ CG 2] 的定理“每一完备的非 

负曲率的流形微分同胚于全测地的紧致非负曲率的子流形的向量 
丛”的逆的一个尝试 .L NashlNa ] 在关于 Ricd 曲率的类似情 
况下做了喪工作 . A . R；gas [ Ri ] 也在这方面做了些工作. 

7 - (Chern) 设 M 为一 紧致、正曲串流形，是否 ^(M) 的每 
—Abel 子群觅循 环的？ 

这是 H S. S. Chem 在 Kyoto 微分几何会议上提出的 . 他 
的猜想基于 Preissmann [P] 的定理和空间形式问题的觯（见 
Wolf [W]), 猜想在曲率为负或为正常数的情况下是成立的.也 
许对于一+非负曲率的紧流形，中的 Abel 子群的秧由流 

形的曲率张量的秩所控制，如果我们能适当地定义后若的话.最近 
G. CaHs son [Car] 证明若一个 Abel 群自由地作用于 K 个球面的 
乘积，那么 Abel 群的秩不大 于欠. 

3- (Hopf) 试证一个具 正截曲 率的偶数维紧流形的 Euler 示 
性数为正. 

—个 值得注意的进展是由 GerochfG] 提洪的 一个六 维开流 

形的例子，它有一具正曲率的（非完备）度量和一负的 Gauss - 
Bonnet - Chern 被积函数.关于该猜想的详细情况可见 Chern 
[ Chi ]. 

9- 刻划可作为某一具负曲率的紧致流形的基本群的群. 

，绝 Cartan - Hadamard 定理我们知道谅流港是一个欠 (? r ， 1 ) , 

这给出了谅群的条件，例如该群必须是无晓的 .Preissmann [ P ] 定 
理断定每一 Abel 群是循环的 ， Milnor [ Mil 证明它必有栺数增 

长. 

事实上，利用 Mar^ulis 〖 Ma ] 的一个结果，我们可以证明一 
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个循环子群的共轭类的数目至少是指数增长的. Ebeilein [ E ] 也 
证明了该群包含一个非平凡的自由子群 ， Mumford [ Mu ] 构造了 
一个具第一 Betti 数零的代数曲面，以球沟覆盖空间.显然所有该 
流形的有限覆盖具第一 Betti 气零.我们能挡听有的具负曲率的 
紧致 KUhl er 代数曲画分类吗？ Margulis 的方法将给出更多的结 

果. 

若好是维数大于 2 的不可约局部对称空间， A. Borel [Bor] 

的一个定理（也可作为 Mostow 的强刚性定理的一个结论）告诉我 

们基本群的外 （ OUteT ) 自同构群是有哏的.不知是否同一命题对 
干一般的具负曲率的流形 也对. 注意 Mostow 和 Siu [MS] 的例 

子是一个负曲 肀流形 ，不同伦于任何局部对称空间， MUhtm [Mil] 
和 Vinberg [Vi] 构造了具非零第 ■一 Betti 数的双曲流形的例子. 

10- 作为前面问题的继续，设 A /— 为具负曲率的紧致沆形，是 
否（一 1) KM ) > 0? 

这是 Hopf 淸想的一部分， /V=2 时已经解决（觅 Chern 
[Ch2]). Singer 建议着眼于 M 的万有覆盖来解决送个问题.他 
指出若万有覆盖的 U 调和形式除了中间维数的都为零，那么我们 
可以应 周覆 盖的指数定理（见 AtiyahlAtl]) 宋证明此命题， 

Anderson [Anl ] 构造了截曲率介于两个负常数之间的单连 
通流形的例子，它们的调和卜形式的维数是无 限的. 然而他 
的例子不能等度同胚于一个紧致流形的万有覆盖. 

11. Cohn-Vossen 不等式说明了一个完备曲面的全曲率被它 
的 Euler 数所控制. Finn [Fi] 和 Huber [Hu] 用几何量研究了 

它们的差.问题是如何将这不等式推广到高維情况.若 M 为一具 
有限体积和有界曲率的完备流形，什么时候 Euler 数等于 Gaass- 
Bonnet-Chern 积分？若 M 是局部对称的， Harder [Hal 证明了 

这是对的.当曲率介于两个负常数间，可以证明这是 对的. 在一 
次私人谈话中， Gromov 说 R 要假设曲率是非正，度置是实解析 
的，则 Gau^-Bonnet Chern 积分就是一个整数且为它的 Euler 



若 M 是完备的且具非负曲 率 ， Poor [ Po ], R . Walter [Wal 
及 Greene 和 Wu (定理 9 [ GWu ]) 证明了 Gohn-Vossen 不等式 

当 dim M = 4 时是成立的，等式成立的几何条件是什么？当 
dim U — 2«, » > 2 时将会是什么情兄？ 

Clieeger 和 Gromov [CGrl , 2] 在满足.欠丨 < C, 体积有 

界，且某一正规 ( normal ) 覆盖的单射半径下方有界的完备非紧 
流形上得到了 Gauss-Bonnet 定理， 

U .设 M , 为具负曲率的紧致流形，若 
试证微分 同胚亍 M ,. 

Cheeger , Gromov [Grl ]* Farrell 和 Hsiang [ FH ] 取得了 
一些进展. Cheeger 证明了 a ( M 〕 决定了 M 的第二 StiefeL 丛. 
Gromov 证明了 ^( M ) 决定了 M 的单位切向量丛， Farrell - 
Hsiang 证明了 ^{ M ) 决定了 Ai X 把. Farrell^Hsiang 只假 

设其中一个流形具负曲率， 

U .设此和为具负曲率的紧致 Einstein 流形.设 
^( M t ) 且 dimM A > 3. 是否此等距同胚 T M.V 

若送两个流浪均是局部对称的，送就是 Mostow 的刚性定理. 

14. 设 M 为一况维紧致 流形， 我们能否找到一个仅依赖下^ 

的正常数心使得 M 微分同胚于一个具负的常曲率的流形只要当 
M 的曲率介于 一1 — 心和 _1 之间？ 

Gromov 和 Thurston [ GTJ 证明了当 2 V > 4时这是不可能 

的. 

设 M 为一非空间形式（即具常曲率）的具负曲率的紧致局部 
対称空间.设心 2 为一截曲率介于 一4 和_ 1之间的度最.是否 
心 2 是 一'个局部对称度 M - ? 

当 dim M _ 4 时，迭可容易地从 Euler 和 Poiurjagin 数的 
曲率表示的简单应用获得 . 

在正曲率的情:兄，我们也可提巳类似的问题. 

15. 紂 P 乂流抒建立合理的曲率槪念，以使得可以得到适当的 
pinching 型定理及用曲率表适示性类的公式. 
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例如，我们希望得到对于正弯曲流形(即在上述意义下 有正曲 
率）的某种类型的广逼近， 

在这 一 方面 ：《 Banchoff 关于 p . L 流形的 Gaim ’ Bonnet 公 
式， Regge 对于纯量幽率的建议以及 Cheeger 对于多个曲率不变 

量的研究 （Cheeger [ C 3], [ C 4]) 等项工作都是有意义的进展， 

■ 

W 关于具负曲率的紧致流形的 Poutrjagm 类和 Stiefel- 
Whitney 类我们能说些什么？例如，这样一个流肜的有限覆盖是 

否是旋的 (spin)? 

17■证明一个平坦流形的 Stiefel - Whitney 数为零. 

这个问题已被 Hamrick 和 Royster [ HR ] 证实了！ 

18 .设 M 为一完备的、截曲率 K > 0 的非紧流形，若在某点 

欠， KO ) > 0,试证 M 微分同胚于 K ' 

这个猜想提岀于 [ CG 2]. 进一步，一个处处曲率为正但可能 
除去一低维点集为零的度量能否形变到具正曲率？（见 GromaU - 

Mayer [GM1 ]). 

[ 9 ■设幻为一定义在紧致流形 M 上的代表某一 Pontryagin 
类的闭的 4 &形式.我们能否找一个 M 上的度量使得 13 可按 
Chern [CK3] 的意义用曲率形式加以表示？若有其它的筠扑障 
碍，它们是什么？很明显这种障碍应该存在.问题是必须找到一 
个充分条件 . 

关于 Chern 类我们能够提出同样的问题.对第一陈类，这是 
由 Calabi 提出并由 [ Y ] 所解决的.这个问题的解决将给出紂曲率 
张量的深刻理解. 

本节补充 

O 证明每一具负截曲率的3维流形容谇一个具常负截曲率 

的度量. 

这是 Thurston 猜想的一个推论，该猜想称每一 3 维流胗可 

分解为几何片 (geometric pieces ). 

b ) 证明具正曲率算子的紧致流形容许一个具正常数截曲率 
的度量. 



当 dim = 4时，这 P 被 R Hamilton 听证明 ■ 最近， ！. 
Moore [ Mr ] 和 M . Micallef 证明，一个单连通的紧致流形， 
如果对应于迷向 2 -平面 (isotropic 2- pUnes ) 的曲率为正，则流 
形同胚于球面.迷向2-平面的曲率为正这一滎件较截曲宇-的逐点 

^- pinching 条怦以及正曲率算子的条件都要弱， 

4 

能否钷明在上述彔件下，从实际上微分同胚于球面？ 

B , Ricd 曲率 

20. 什么是紧致流形的对称张景所需满足的充分必要条 

件以使得能够找到一个度景 h 满足： e = 丁“？这 

里&7和灭分别为叫的 Ricd 张量和纯最曲率 # (在这里可允许 
T is 依赖于 k 及其一阶导数，） 若心是 4鲑流形上的 Lorentz 度 
量，这刚好是 Einstein 砀方程.若 M 有边界，则需加上什么样的 

边界条件？ 

21. 如 M 为一■具正的 R ^ cci 曲率的完备流形，那么 M 是否可 
变形为带边界的紧致流形？ 

22. 刻划具正 Ricci 曲率的完备流形的基本群的结构. 

范流形是紧的， Cheeger-Gromoli [CGI ] 的分裂 （ splitting) 

定理提供了一个相当满意的回答 . 

非紧的情况更为复杂 . 最近 ， P N^bonnandLNabl 在 Bhard- 

Hergery 的指导下提供了一个具正 Rica 曲率的非紧致、完备 4 维 

流形的例子，它的基本群是无限循坯群. 

在3维情形， Schoen 和 Yau [ SY 1] 证明了这样的流形与 F 

适微分同胚的.或许能够证明这流形的基本群总是一多循环群 

( polycyclic ) 的有限扩张. 

23. 构造一个火-3曲面上的显式度量， mt - Ricci 曲率为零， 
它的存在性已由 YautYlj 证明.是否存在 Rica 曲率为零的4 
:;巨流形不以环面及曲面为覆盖空间？一个简单的未决问题 
娃，是否这样的流形微分同胚于 Y 或 P X . S ' 

24. 是否每一维数 >3的流形容许一个具负 Ricci 曲率的度 
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在 Gao [Gal 及 Gao 和 Yau [ GY ] 中证明了每一紧致三维 
流形都容 i 午一个具负 Ricci 曲率的度量.或 i 午每一维数 >3的流 
形都容许具负 Ricci 曲率的度量存在. 

研究具非正 Ricci 曲率的 Kahler 流形的性质仍将是有趣的. 
希望能证明^ X 不容许这样一个度量.这将表明 P X V 的 
复结构正好是 Hir^cbruch 曲面所给出的. 有许多 具负 Ricci 曲率 
的单连通的 Kahler 流形的例子 [ YL ], 

25. 分类具负的 Ricci 曲率的4维紧致 Einstein 流形， T 是 

否容许这样一个度 fi ? 

Thorpe Hitcbin 不等式 [H2] 给出了这些流形的 Euler 数和 
指标的某种关系. 

26 . 寻找常数 C w 使得对每一^若流形的 Ricci 曲率 
满足则流形容许一个 Einstein 度量. 

C . 纯量曲率 ' 

27 . 分类具非负纯量曲率的完备 3 维流形. 

这在广义相对论中是引人注意的问题，因为“宇宙”倾向于具 
有这样一个 度量. 事实上，在合理的物理假设下 Schoeji 和 Yau 
[ SY 2] 证明了宇宙中这样一个度量总是存在的， 

Schoen-Yau [SY3] 也证明了这种流形的基本群不包含同构 

亍亏格> 1的紧致曲面的基本群的子群.在紧流形的情况，这在 
[SY4] 中得到了证明.对于维数大于 3 的情形 Schoen-Yau [ SY 5] 


和 Gromov-Lawson [ GL ] 对此问题进行了讨论. 

28-分类所有具正纯置曲率的4维紧致 Einstein 流形 


29. 证明一个具非负純量曲率的紧致流形是一个 K ^ 9 1) 当 
且仅当它是平坦的. 

当 dimAi =4 时，这已由 Schoen 和 Yau [ SY 9] 证明了. 


30. 证明一个具正纯量曲率的紧致单连通的3维流形拓扑同 


胚于球面. Meeks - Simon-Yau [ MSY 1 证明了两个3维伪球面 


(fake three - spheres ) 的连接和不答许具正 Ricci 曲率的度量, 
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后來 5 R. Hamilton [Hmlj 证明了一个具正 Ricci 曲率的紧 
致 3 维流形微分同胚于一个空间形式. 

31- 分类中具常纯量曲率的紧致铤曲面.它们是否等度 
同胚于若它们是凸的，那么答案是对的，这是由 Cheng-Yau 
CCY 1] 证明了的. 

32. ( Yamabe ) 证明紧致流形的任一度量都能共艰形变到一 
个具 常纯量曲率的 度量. Yamabe [ Yam ] 发表了一个证明，但 
N - Trudinger [ Tr ] 在 Yamabe 死后发现了一个错误_然而 ，正 
如由 Trudinger 所整理的 （也 可见 Eliasson [ EL ]) Yamabe 原 

来的证明可用于一大类度量. 

Aubin [ Au ] 在 6 的情况下证明了更大的一类的情形. 

最近， R. Schoen [Sc2] 解决 了剩下的情况，因而完全 解决了 

Yamabe 猜想！他的方法是整体的并利用了推广的正质 M 定理 
[ SY 8]. 

- 现在我们想了解 Vamabe 问题在完备的非紧流形上的情况， 

■ 

当流形为 V 减 去一个 Hausdorff 维 数小于 I — 1 的闭子 集时， 

2 

Schoen 间是否存在一个具常正纯量曲率的完备共形平坦度量.他 
能够在该集为多于1的有限个点的情况下解决这一问题. 

II - 曲率与复结构 

33 . 设 M 为具非负双截曲率的紧致 Kahler 流瑕，试证 M 双 
全纯同胚于局部对称的 KahLer 流形，至少当 Ricci 曲率正的情况. 

若双截曲率是严格正的， M 双全纯同胚于 CP \ 这是已被 
Mod [Mo] 和 Siu-Yau [S1Y1] 证明了的 Frankel 猜想. 

当 = 3 时， Bando [Bn] 证明了是对的， Mok 和 Zhong 

[ MZ ] 证明了对任意的”，若 M 是 KihleoEinsteiri 的，则 M 是 
Hermite 対称空间. 

最近， Cao 和 Chow [ CG ] 在曲率算子非负的较强的假设下 
证明 了这一猜想，刚刚前不久， MokiMk ] 证明 r 颦个猜氣 
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人们会问 ： 此定埋如果仅仅假定 M 的切丛在代数几何的意 
义下是半正、反典则线丛是正的假定下是否仍然成立？ 

34.设 M 为一具正双截曲率的完备、非紧的 Kshler 流形，试 

证 M 双全纯 同胚于 C' 

我们甚至不知道它是否是 Stein 的，当截曲率是正的， Greene 
和 Wu [GWu] 证明了 M 是 Stein 的.笑于 ; 吏流形为 C N 的几何 
条件可见 Siu^Yau [SiY2]. 

当仅仅假设双截曲率非负人们猜测 M 为一以 C 〃为纤维 

■ 

的紧致 Hermite 对称空间上的全纯向 量丛. 

也可以给出此问题的代数几何的陈述， 

人们也可回想到下面的 问题： 每一齐蛀 Kahler 流形为一以 
齐性有界域为底，以平坦的齐性 Kahler 流形和一个单连通紧致齐 
性 Kahler 流形的乘积为纤维的全纯纤维丛. 

设 M 为具负的双截曲率的完备、单连通的 Kahler 流形， 
试证 M 是 Ste;n 的， 

甚至还不知苞 M 是否非紧.具 负切丛的紧致曲面是 什么？ 它 
们是非单连通吗？ B. Wang 指出可把高维的问题化为曲面的情 

况， 

%.若 M 是完备、其有限休积和有界曲率的 Kahler 流形，那 
么它是否是某个射影流形的 Zariski 开集？ 若 M 具负双截曲率, 
M 是否具有有限的自同构群？ 

最近， Siu m YautSiY3] 证明了当截曲率界于两个负常数 
时，第一个问题的回答是肯定的. 

关于第二个问题见 [LY 2],[ KoL 

37.设 M 为一具负截曲率的紧致 Ohler 流形，试证若 
dim c A/ >1，则 iVf 是刚性的，即 M 只有一个复结构， 

当 M 被复 2 维球所覆盖时， Yau [Y1] 利用 KShler-Einstein 
度贵及 Mostow 的定理证明了这一猜想.在 M “强负 v 的假设下， 

si u [si] 证明了猜想的更一般的情况. 

■ 

38•设 M 为一截曲率< 一1 的单连通、完备的 Kahkr 流形， 
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试证 A / 上存在有界的全纯函数. 

最好能够证明存在 M 到中的有界域上的分支浸人， 

在 Riemann 流形上相应的问题是寻找有界调杓函数. Ander- 
Sf m[An] 和 Sullivan [Su3] 证明了截曲率界于两个负常数间的 
单连通、完备的 RLemann 流形上，调和函数在无穷远处的 Didchlet 
问题可解，且是唯-“的，而 Anderson 和 Schoen [AnS] 则进一 

步证明 Martin 迈界和无穷远边界有一自然的等价， 

39 . 设 M 具正的第一 Chem 类， M 不容许任何全纯向 fi 扬， 
试证 M 容许一个 KiKler-Einstein 度量，这一猜想是由 C a laU 提 
出的 [Cal]. 

一个有关的进展是 Levine [ Lev ] 给出了一个不容许任何 
Calabi [ Ca 4] 意义下的极值度量的紧致 Kahler 流形， 

40. 设 A/ 为具 Ricci 曲率 0 的完备 Kahler 流形，试证 M 为一 
紧致 Kahler 流形的 Zadski 开集.如果这是对的，我们将可以用代 
数方法将这呰流形分类. 

41 . 将所有的具零纯量曲_的紧致 2 维 Kahler 曲面分类 
([Y2]). 

4 2 . 设 M 为-■个紧致单连通的辛流锻. M 是否容许一个 
kahler 度優? M. Berger 说在 1955 年 Serre 给他举出了一个反 

例，其中 ^ i ( M ) 尹0.见 [ B S ] t 

对流形上的任一辛结构，可定义一个近复结构.反过來，对任 
一近复结构 ，人们 或许可以找到一个相应的乍结构.是否近复结构 
在桕差 一 个微分罔胚的共轭意义下确定辛结构？甚至对于 CI ^, 
人们还不知道这后一问题的答案.虽然 Moser [Mos] 证明了辛 

结构的单参数族的所有元素在微分同胚下是相互共轭的. 

近来的工作可 JJL Gromov [ Gr 6] 和 Dozer 的文章. 

C ■设^为 C w 中的有界拟凸域， Cheng 和 Yau [CY2] 证明 

了 D 上存在典则的 Kahler-Eir stein 度: ft . 在一般的条件，如 

^ 下，此度量是完备的.是否此度量总是完备的？ 

■ 

最近 Mok^Yau [ MoY ] 证明了一个有界域具完备的 Kohler - 
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Einstein 度畺当且仅当它是拟凸的.这样，就需要进一步研究此 
度量的边界性质. 

44.研究 Teichraulei 空间上由 Cheng-Yau [CY 2] 所构造的 
Kahlet-Einstein 度量，它和 Bergman 度量之间有什么关系？ 一般 
地，若一个区域不全纯同胚于区域的乘积且覆盖某一紧致 Kahler 

流难， SP 么 Kahler-Einstein 度景是否等于 Bergman 度量？ 

利用 [Y4] 中的 Schwarz 引理 t 可以证明完备的 Kahler- 
Einstein 度量总是强于 Caratheodory 度置，它也将强于 TeU 
dimuler 度量（必须将 Schwarz 理推广到 Finsler 度羞) • 

45- ^ M 为一复维数 W 的紧致 Kahler^Hnslein 流形，且具 

负的纯量曲率， Yau[Yl] 证明了（一1)~ 2(N v + ° CpCg 

A 

C-lW. M 上还有其它这类 Che Hi 数不等式吗？当 iV =4 时， 

Bourguignon 问是否 C \( M ) 是正的. 

46. ( Calabi ) 设“为以上的实值函数使得 det -5^-1 

且 I ^定义了一个完备度 证明这 度量是平坦的 

ti 如咖 i 

〔见 [ CA 2]). 

这个问题的困难在于 C N 的自同抅群太大. 

47-设 M 为具正的全纯截曲率或正的 Ricci 曲率的紧致 Kl 

hler 流形，试证 M 是有理连通的，即 A/ 的任两点可由一串有理曲 

_ 

线来连接. 

48. 设 Af 为一具负截曲率的紧致 Kahler 流形，试证 M 以 C A 

的有界域为覆盖空间 . 人们也许能证明一个较弱的命题：从的 
万有覆盖有众多的有界全纯函数（见 Mostow^Siu [ MS ] 的例 

子). 

49. 设 M f 为一 Kahler 流形的全纯簇，设^为的典则 
KahUr - ELnstein 度量，在簇的退化点处厶？有什么性质？ 

n 的补充 

a) 我们能给出什么拓扑假设使我们可以断言，一个给定的 4 
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维可微分流形是否容许一个复结抅？（特别地，我们能否拓扑地刻 

■ 

効那些以球为覆盖的 H 曲面？ 这样的曲 M 必须以欧氏空间沟拓扑 
覆盖，且 3 C a ( M ) = C \( M ) > 0. 这些条件是充分的吗？）若存在 

两个复结构，我 v 门是否总能够将其中一个形变为另一个？ 

蛊否每一个单连通的 4 维紧致流形都能写成代数酣面和同伦 

球面的连接和 [coxinected sum )? 

b ) ( Kodnira ) 证明每一紧致 Kahler 流彤可形变为一个代数 
流形，特別地，是否 ^^0 意味着 C ) ^ 0? 

0研究超弦 （ supemrings ) 的物理学家们想构造一个第一 
Ghern 类芳0， Euler 示性数治± 6，8的3進 Kahler 流形. 

这种流形的某些例子可迅 Yau [ Y 5]. 

HI . 子流形 

51). 钲明中的紧致曲面是刚姓的3卩我们不能找到 P 中曲 
面的连续族使得它们互相间是等距同 胚的， 或者是仅相差一个刚 
性运动. 

这是一个古老的问题 . 若我们考虑多面体曲面， R . Connelly 
LCo ] 给出了一个反例. Sullivan 问是否包围在这些曲面的休稠 
(带符号的）在等度形变下是不变的. 

在光滑的情况， Cohn - Vo ^ en 证明了凸曲面的刚性 . L . W - 
fenberg [ Nir ] 作了推广 Cohn - Vossen 的结果的尝试，考虑满足 

j K + - 4^ 的曲面.他在不存在多于一个闭渐近（如 ymptotic ) 线 

的假设下推广了 Ct > hn - Vo 3 S en 的结果.哭于实解析情况的结果 
首先由九 D. Alexandrov [ A1] 得到， 

51. 设 JW 为某一给定的紧致曲面到 P 中的全体浸人所构成 
的空间.试证 M 中包含 那些“ 无穷小刚性”浸人的子空间在 AJ 中 
处于一般位置 ( generic ). 我们能描述它的补集吗？同样 s 可以在 
旋转曲面的范畴中研究同样的问题. 

52. Nash 嵌人定理保证了每一流形都能等度嵌人某一欧氏空 
间， 但它没有给予我们这一嵌人的几何性质，例如,我们希望证明 
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一个興有界 bed 曲丰和正内射半径的完备流形能哆嵌人到较高 
维的欧氏空间中使得平均曲率是有界的. 

53. 我们能够推广 Weyl 的嵌入问题到高维的情况玛？ 

我们需要证明一个具正截曲率的紧致 iV 维流形可等度浸人到 

维欧氏空间中. 

2 

—个困难是对于这种浸入的不唯一性缺乏了解 . P . Griffiths 
最近得到关于这个问题的一些新的结杲 [BGYL 

54. 给定一 2维流形上的一点 f 的一个邻域的光滑宽量，我们 
能否找到 P 的一个能够等度嵌人 P 的邻域？ 

当度量是或具严格正或负的曲率时，结论是众所周知的. 
而在光滑范畴的反例可觅于 Pogorelov [ Pg ]. 

C . S . LtntLnl , 2] 证明了当 # 0 和度量是^的，以 
及当欠 > 0在 P 点的某一邻域成立且度量是 C 10 时，这是可能的. 

55. 我们称一个流形到尺"的等度嵌入是楠圆的，如果对应于 
海一法线的第二基本形式至少有两个同号的非零特征值 （ML TV 
nak ^ Tal ), 设有两个给定紧流形的椭圆等度嵌人.它们是否是' 
相互可选合的 ( congruent )? Cohn - Vossen 的刚性定理往高维情 

况下的正确推广是什么？若 M 是具有限面积的 於 的完备浸入曲 
面且若 / C 有晁并圯正，那 M 是否是刚性的？ 

56 . 著名的 Efimov 定理 [ Ef ] 说在 /? s 中没有任何曲率<一1 
的完备曲面.我们要问是否在及™中存在一个 Ricci 曲率小于 一 1 
的完备超曲面？见 [ Y 3] 和 [ R ]. 

我们也试图推广 Hilbert 定理.是否? V 维双曲空间形式能够 

等度教入到 ㈣ - 1 ? 

Xavier [X2] 证明了一个非初等的 （ non - elemenury .) 的 W 维 

完备双曲流形不能等度浸入到中. 

■ 

另一个问题是圯中 — 1的曲面的奇点性质（见 Hop £ 

■ 

[ Ho ]), 类似于零平均曲率方程的极小流形，我们能否给出一个 
K — 一1嵌入力程的弱觯的较好的定义？或许在标架丛中考虑 
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是有益的. 

5 7-寻找一个完备的、负曲率的曲面能够等度地嵌人到 P 的 

非平凡的充分条件.这样的条件也许是曲率下降的速度.与此有 

关的是给定 Gauss 曲率的 Dirichlet 问题. 

58 .回顾一个 Weingarten 曲面是一个其平均曲率 f / 和高斯 
曲率 K 满足一定的函数芜系 W ) -0 的曲面，这码☆为定 
义于平面上的非奇异函数.我们想知道是否在紧致曲面中旋转椭 
圆面可刻划为- 这里是主曲率， C 是常数.一般地, 
Voss 能怔明一个亏格为零的实解析 Weingarten 紧曲囡是一个 
旋转曲面（见 Hopf [ Ho ]). 什么是高亏格的紧致、实解析 WeLngar - 
ten 曲面？它们必须具亏格1且为一个管状曲面或旋转曲面吗？ 
Wente [ We ] 的 Hopf 猜想的反例（见问题 63) 是亏格为1的 
解析 Webgarten 曲面，既不是管曲面也不是旋转曲 

Hop £ 证明了对于一个亏格为零的闭的实解析 Wemgarten 

曲面， C 送里 々 t ， 々3为主曲率）在济点处只能取卩，一1 J (2^ + 

l 4^. 这命题对于亏格为零的紧致光滑 Weingarun 
曲面是否也对？ 

另一个问题是给出 一个庐 中由代数多项式所确定的紧致曲 
面的内蕴刻划.我们怎样用度 M 的不变量來表示多项式的次数？ 
59.设 A 为 P 上的实值函数.寻找合理的6的条件以保证我 
们能找到 P 中具指定亏格 H 时平均曲率（或曲率）为 A 的闭曲面. 

R Almgren 提出了下列 见解： 

对于“适当的” A 我们能够在汜的有界开集 j 的集合中求下 
列泛函的极大 

FU ) - I 的面积） 

■ 

来得到具平均曲率 A 的 P 中的紧致光滑子流形 

a 将是一个适当的函数，例如，当它是连续的、有界的， e 是 

可和的且 sup F > 0. 然而 A 与极值曲面的亏格之间的哭系 

还不清楚. 

■ 
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事实上 ，这个问题是一类极小分割问题的一个特殊情况.这类 

问题可见于 [Alm2] 及 Sir Thomson (Lord Kelvin) [Th] 
的工作，在 A 的适当的限制下， BakePman [Ba] 和 Treibergs- 

Wei [TW] 对于亏格为零的闭曲而找到了这个问题的解. 

60. (WiUmore [Wi]) 设 M 嵌入到 f 中的紧致 2 维环面 . 

设 H 为平均曲率.是否^> 2 V 且等式成立意味着 M 可以从 
圆环面经 Mcbius 变換后 得到？ 最近， Li - Yau [ UY 2] 定义了一个 

曲面上的共形结构的共形面积的槪念，他们证明了 (印不小于 

J U 

这个面积.利用这一点，他们证明了 >心及 

若 M 共形等价于方环面 （square torus). 

61. (Alexandrov [ A 12]) 设 S 为 i ? 1 中凸体的边界曲面.若 

的内在半径以1为界，那么$的最大可能面积是什么？ 

62. (MLlnor [ Ko ]) 设艺为浸人到 P 中的完备非紧曲面， 

1 2 泠它的主曲率，试证在2上 Ui — M 没有大于零的下界忒 K 
变号或 ^^0. 

63 . (HopO 试诞一个具営平均曲率的闭曲面 Z 到圮 中的浸 
人等度同构于 V. 

Hopf 证明了在这种情况下£拓扑同胚 T Alexandrov [A1] 

在 2 是嵌入的假设下给出了证明（见 Hopf [Ho]), Reilly [R] 给 

出了另一证明. 

最近， H . Wente 证明了 Hopf 猜想是不对的】特别地，他证 

明了有具常平均曲率的环面在 P 中的浸入. 

64. 证明 Caratheodory 猜想：把中的每一个闭的凸曲面都 

至少有两个脐点.在实解析的情况和 Hamburger [Ham] 
给出了证明，但后柬有人提出了怀疑一■见 Klot Z [ K ] 的更正 + 

65. 我们能定义一个具非正曲率的紧致流形 M 的秩使得 
当 M 是局部对称空间时该定义与原有的相同吗？设 M 中有一个 
全测地的平坦的浸入 2 维乎面_我们能找到 M 中的一个浸入全测 


« 373 * 



地环面吗？（见 Gromoll 和 Wolf [ GW ] 3 Lawson 和 Yau [ LY 2 ] , ) 
若 M 的“秩”大于 h 人们期望 M 有强的度 M 刚性.我们诙怎样 
描述这个刚性？ 

_ 

第一'个问题已被 Ballman, Brin, Eberleiu 和 Spatzier [BBE], 

[ BBS ] 证明是对的. 

66. ( Kuiper ) 设 M 为由 BP 附上一个柄得到的曲而 . M 能 

够浸人 P 后具 “两片 ”性质，即每一与曲面相割的平面都把它正奸 
分成两部分吗？ , 

见 Kuiper 在 Chern 纪念论文集中的概述. 

IV.tS 

67. ( Kac ) 设 R 和込是 P 中的两个光滑区域，它们的 La ¬ 
place 算子作用于 A 和岛的具零边界条件的函数有相同的特征 
值〔计算重数）.那么込是否与 岛等度 同胚？ 

这是一个古老的问题.对于闭流形，我们可提出类似问题.然 
而，答案是否定的. MUnor [ M 2 ] 和 Vigneras [ V ]给出了反例， 

后者给出了具负曲率的2维反例. 

Urakawa [Ur] 证明了存在 R^n > A ) 的两个（非凸）区域， 

关于 Dirichiet 问题和 Neumann 问题都具有同样的谱，但不等 
度同胚. 

68. 在问题67中，假设 兑和岛 的谱在除去有限个外都相同， 
那么这两个谱是否是相同的？当这个例外集是零密度的 （density 
zero ) 无限集时我们可问类似的问题. 

仍.设为一紧致流形上具同一 Laplace 的谱的单参数度 

量族.试证是相互等度的. 

Guillemin 和 K^hden [ GK ] i 正明了当流彤为具负曲率的 
曲面或当维数大于2的但满足适当的负 Pinching 条件时这是对 

的. 

Gordon 和 Wilson [GWi] 找到了一紧致流形 上具同 一谱的 

非平凡的连续度量族.另外，所有已知昀具同谱的流形是局部等 

» 374 » 



度同呸的. 

70.设5是及 2 中的有界域，; w 为 Laplace 作用于边值为零的 
函数的谱(从此以后都计箅重数在内）， 试证： 


1 > 

一 Area ⑼ ’ 


这是由 Polya [Pol] 提出的，并证明了 D 能够铺砌 (ttle)K 3 
的情况.我们也可以对 Neumann 问题提出类似的问题（把不等 
号换一个方向）. 

Weyl 的渐近公式告诉我们； 1/〜 — ^― # Li 和 Yati[UY3] 

AreaC ^) 

证明了 





2^ 

Area ( f ?) 


因此在上面渐近公式的意义下这是精确的 . 这说明在平均的意义 
下 Polya 猜想是对的. 

7 L 设 M 为一 2 维紧致闭曲面.我们能否找到一个万有常数 


C 使得 



+ 1) 
Area(M ) 


这里 f 为 M 的亏格.若 M 微分同胚于穸 5 是否 i ,( M ) 不大于 

1( f )? 这里 f 取便其曲率为 — ^—的度量， 

Area ( M ) 

当 i = 1时，已经知道这是对的 . Hersch [ He ] 证明了 M 与 
f 微分同胚的情况， Yang 和 Yau [ YY ] 证明了 M 可定:句，发> 
0的情况.最近， P . Li 和 Yau [ LiY 4] 对于不可定向曲面找到了 
类似的界. 

72 .研究曲率负且有界，体积有哏的完备流形的离散谱，什么 
时候它是非空的？它的渐近性质是什么?与闭测地线有什么关系？ 
设 a / = {( x , y ) e R 2 iy > o }/ r , 这里 r 为江 （ 2 , z ) 的 

—个 Congruent 子群，有一个老的猜想是 A 至少是丄* Selberg 

4 
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[ Se ] 证明了; L , > 

16 

研究具有限体积的一般完备流形的连续谱也是很重要的.我 
们希望对于这些流形匏得到某种类型的对于椭圆箅子的 p 指标 

定理. 

73. 2维和3维的具负曲率的紧致流形的谱的性质是有很大 
区 别的. 例如， R . Schoen [ Scl ] 证明了对于满足一 

(0, 1) 的紧致3维流形 M ， I —#'。， 这里 C 为一个仅 

vo\{My. 

依赖于1的常数，这对于某些曲面是不对的（见 Schoen - Walpert - 

Yau [ SWY ]), 

若 M 是3维双曲空间，是否 ^ Vol ( M ) 2 是上方有界的？ 

74■说 M 为一个紧致曲面，^ • 为 A / 的谱， {払} 

为对应的特征函數，対每一个 i , 为一个 L 维的可 

汞长的单纯复彩，设二为它的饫度，不难证明 lim inf x /^ r 1 ( M ) 

I w 

有仅依赖于 M 的面积的正下界（这是由 Bruning [ B ] 独立地得 
到的）. _ 

要寻找 lim SU p 的上界似乎更为困难， 

i - 

75 . S . Y . Cheng [ Cn ] 证明了对于一个紧致曲面 ，扣 的重数 
有一个仅依赖于曲面的亏格的上界.我们能够将这推广到高维的 
情况吗？如果没有什么修改，这看采是不对的.正确的描述是什 
么呢？对于一个給定亏格 S 的紧致曲面，我们能给出一个显式的 
度量便其达到 h 的最高重数吗？ 

76. 设 M 为一个紧致流形， - 1, 2, .. 冶 M 上的 La ¬ 
place 的特征函数. 试证纟 的稳定点数随；增加. 

77. 设公为圮中的有界域.记 US ) 和 UG 〕 为 Laplace 算 
子怍用于边界值为零的函数第一和第二特征值 t 证明 

〆 UD ) 

UD ) 9 

这里 D 是圮中的圆盘，且等式成立意味着 C 为一个圆盘. 
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这将意味着我 r 由知道鼓的两个音调可决定该鼓是否是圆 

的.详见 [ PPW ], 

I 

78.设 公为 尺-中的有界凸域.设 为 霉边界条件的 Laplace 
算子的第二特征函数.证明^的结点线 (nodal line ) 不能包围 
一个 G 中的紧致子域. 

最近， C . S . Lm 证明了若凸 K 域有一个对称 ( symmetry ) 

这是对的. 

一 般地，我们想知道结点线的性质.这一猜测已提出很抉 一 


段时间了. 

79. 设 M 为一无边紧致流形.那么我们可以定义作用于微分 
形式的 Laplace 算子的特征值.我们如何用可计算的几何量来 
估计第一个非零特征值呢？ 见 U [ Li ]， Li-Yau [ LiYl ] 和 

Gromov [ Gr 31 的工作，在那里 k 的估计依赖于 M 的直径及 
Ricci 曲率的一个下界.祖可 IE 于 Uhlenbrock [ U ] 的文章. 

对于具非负 Ricci 曲率的流形，的精确的下界见 Zbong - 

Vang [ ZY ]. 

80. (Schiffer 猜想或 Pompieu 问题）设 £? 为尺 3 中的一个光 
濟的有界域.设 f 为 一 满足 Neumann 边界条件的 Laplace 算子 

的特征函数.若/在边界上为常数，试证公为一个圆盘. 

这问题与下面经典的问题有关. 

给定圮上的一个函数/及一个有界域若我们知道所有 
f 茌经欧氏运动后的象域上的积分值，我们能给出/吗？ 

最近的工作可见 Bernstein 和 Yang 的文章. 

IV 的补充. 

a ) 估计特征值间的差是一个有意思的 问题 . L Singer ， B . 
Wong ， S . T . Yau 和 S + S ， T . Yau[SWYYl 证明对于 中凸 

区域的 Dirichlet 问题有 

la - Hi > -^7* 


这里 d 为 0 的直径 _ 



我们能否将此不等式改进为 





使得等式在区间上成立？ 

b ) 在2维球面上， US 2 ) 的重数至多是 3( 见 [ Cn ]). 在此 

情况下能否给出^ - 3-, 的下界估计？ 

c ) 对紧致 Riemarm 流形 M ( dM 可能非空集）， Weyl 公式 

给出了 h 的渐近展开式的第一项.了解渐近展开的低次项是一 
个基本的问题. 

[ vrii [ Iv ] 和 Melrose [ Me ] 在这方面独立地取得了进展.他 

们表明 ，一 般地，我们能够对具非空边界流形的第二项进行计算. 

d ) 设 — 为一正实数的递增序列.什么时 
候能成为某一紧致 Riemann 流形的特征值？一个明显的条 
件是 { h } 满足 Weyl 的渐近公式.由维数计算 C 局部地，一个度量 

是 « C « + i ) 个变量的 函数) 必有无限多;^之间的关系， 

e ) 设 *0 为 F 中的一个凸区域，少为第一特征函数， Bra&camp 
和 Lieb [ BrL ] 证明了 logy 为一凹 函数. 我们能眵将此推广到 
Riemann 流靡的区域吗？ 

也可见 Korevaar [ Kor ] 及 Caffarelli 和 Spruck [ CSp ] 的 

工作- 

f ) 若 w 是一个完备的非紧致流形，那么谱一般不是离散的. 
什么时候 Laplace 算子有相应的特征函数属于 ) 的特 征值？ 

我们希望下面是对的. 

_ 

( i ) 当 M 是完备的，尺>0时 5 M 没有一个纯点谱* 

Escobar [Esj 怔明当 M 在一个紧集之外是旋转对称时这是 

对的. 

( ii ) V 没有特征值，如果 M 是完备单连通的且一 C < 
K < — 1 ， 

( iii ) M 有无限多的特征值，如果 M 是完备的，具有限体积， 
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—C < 0. 

这些甚至在 M 是曲面时也未解决.当 M 是对称域（在算术 
子群下）的商空间时， (iii) 是对的. 

&) 证明一个完备非紧流形 M 是双曲的，如果 limU 込)>0, 

送里{込}为 M 的一个紧致域的穷竭 〔 exhaustion ) 序列， 


V * 与测地线有关的问題 


81. 试证每一个紧致流形都有无穷多闭测地线. 

这是一个古老的问题， Klingeoberg 广泛地研究了这个问题 
并得 到迕多 深刻的结果. 当力 （ M ) 有限时见他的书 [ Ki ]. 

Ballman , Thorbergssoii 和 Ziller [ BT 2] 在不同的几何和 

拓扑条件下研究了闭测地线的存在性 . Hmgston [ Hi ] 证明了同 

伦秩为1的对称空间上的短测地线的存在性，其中度量接近于标 
准的度量， 

82. 设 M 是没有共轭点的紧致流形，若 M 同伦等价于环面， 
试证 M 是平坦的. 

这是由 E . Hopf 提出的猜想并且他证明了 2维的情况. L . 
Green [ Ge ] 证明了 M 的总曲率必须非正，且只有 M 平坦时为 

零.可以相信没有共轭点的紧致流形的基本群是指数增长的除非 
流形是平坦的. 

S 3. 试证除沪以外的秩为1的其他对称空间的 Blaschke 猜 

想.对于球面这是通过 Green t Weinstein ^ Berger、Kazdaii 和 

Yang 的努力所得到的 （确 切的历史见 [ Bs ]). 

84. 证明紧致调和流形是对称的. 

一个流形称为调和的，如果小半径的测地球面具常平均曲率. 

85. 设 M 为具有限基本群的紧致流形.能否在其上找到非双 

曲的闭测地线 （ non-liyperbolic closed geodesic )? 详 M [ K 1] 和 
Ballman - Thorberg ^ on-ZUler 的文章 [ BTZ ]* 在 [ BTZ ] 中证明 

了，如 M 是非单连通的，且具非负 RUd 曲率，那么 M 上存在一 
个非双曲的闭测地线. 


* 379 * 



扣.若 M 微分同胚于 ~ 维球面，拭给出嵌人的闭测地线个数 
的下界估计，众所周知，当 iV = 2时， Lus [ eniik 」 Sclmirelmaim 证 

明了 三个不 同的嵌入陡测地线的存在性 （[ LS ]). 关于这一间题 
的情况 JE [ K 1]. 

87■将 Loewner 和 Pii 的不等式推广到高维情况.二维环面时 

的 Loewner 不等式为 


f > c ， 

送里/为最短的非同伦平凡的闭路的长度 5 0是一个普适常数.送 
方面的发展，参看 Berger [Br2], [Br3 】 和 Gromov 的工作 [ Gr 4]， 

[Gr7L 


vx 极小子流形 

88. 试征任何 3 维流形必有无限多个浸人极小曲面. Sacks 和 
U hlenbcck [ SU ] 证明了在任何不以可缩空间为覆盖的紧致流齡 
上的极小球面的存在性. Sacks . Uhlenbecfe ： 和 Schoen-Yau [ SY 4] 

独立地证明了任何不可压缩曲面能眵形变艿极小曲面.若背景 
( ambient ) 流形是3维的， Osserman 证明了它们是浸人的，在 

大多数情况下，由 Meeks 和 Yau [ MY ] 的结果及 Freedman , 
Hass 和 Scott 最近的工作知它们实际上是嵌入的. Meeks - Simon - 

Yau 的工作也表明了，从 3 维紧致流形的任何紧致曲面出发，我们 
能够在它的合痕类 ( isotopyciass ) 中极小化它的面积. 

对于一个一般的 3 维流形 Pitts [ Pi ] 怔明了这样一个极小 
曲面的存在性.但是无法从他的方法了解这个曲面的亏格. 

89■试证在任何与 P 微分同胚的流彤中有四个不同的极小嵌 
人球面，在这方面我们应该研究 Sacks 和 Uhlenbeck [$ U ] 的工 

作圓 


J - Li [ LJ ] 证明了在具接近于标准度量的度置的 V 中有四 
个不同的极小嵌人2维球面. 

90.是否每一紧致可微分的流形都能极小嵌人到#,对某一 
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最近 W . Y . Hmiig 和 W . T . Hsiang [ HH ] 研究 了某些 

柽球 （ exotic ) 到 # 的极小嵌人问题. 

91 . 单位球 （unit ball) 中是否存在 K 3 的完备极小曲面？ 
这是由 Calabi [Ca3] 提出的. Jorge 和 Xavier [ JX ] 曾给 

出一个界于两个平面之间的完备极小曲面的例子. P - Jones [J] 
证明了存在一个 C 3 的完备裒子流形（因而是极小的），在单位球之 
中* 

92. E 1 中完备、嵌人的极小曲面(具有限亏格）是什么？ 

仅知的例子是悬链面 (catenoid) 和螺旋面 (helicoid). 或 

许能够证明在拓扑的意义下，任何这样的曲面都是标准嵌人的.最 
近， Hoffman 和 Meeks [ HM ] 证明，圮中存往一个完备的极小 

嵌人曲面，它共形于一个移动三个点的方环面. 

93. 证明每 一 IT 中正则、光滑的 Jordan 曲线只能作为有限个 
稳定极小曲面的边界. 

如果 Jordan 曲线是实解析的 ， Tomi [ To ] 证明了它 R 能作 

为有限个局部极小圆盘的边界， Tomt 的方法是相当一般的.把 

他的方法推广到边界光滑情形的墓木困难在于证明当边界光滑正 

_ 

则时，稳定正则曲面在边界上不存在分枝点.迄今为止，这点尚宍 
克 m . 

在极小曲面有最小面积这一强的意义下， Hardt-Simon [ HS ] 
证明了边界分枝点的不存在性，因而也就证明了这神情况下的有 
限性. 

在对迠界作适当的扰动后有各神唯一性定理.它们属于 
Bohme , Morgan ， Tomi , Tromba .及其他等人. 

94 . 给定一个简单，光滑、正则 JorcUn 曲线 5 能否找到以它为 
达界的非平凡的极小圆盘的连续族？ 

有一个经典的例子属于 P . Levy [ Le ] 和 Courant [ Cou ]； 
一个可求长的、除去一点外处处光滑的 Jordan 曲线，它是不可数 
个极小圆盘的边（这一例子的证明依赖于 Kru^kd [ Kr ] 的“桥原 
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理' 桥直理 的一个更产格的证明是分别由 Almgren-Solomon 
[ AS ] 和 Meeks - Yau [ MY ] 独立地给出 的 ）， Morgan [ Mor ] 找 

到了一个边界由4个不交的圆周组成的极小曲面连续族的例子- 

■ 

95. 设 c 为一史中光滑的 Jordan 曲线，为 P 的单位球中某 

一嵌入圆盘的边界.试证在 V 中有一个与^合痕 （ isotopic ) 的 

曲线(/为 P 的单位球的一个极小嵌人圆盘的边.这一问题的应 
用将 证明一 个薄片结 (sliced knot ) 是一个带找结 （ribbon knot ), 

96. 中给定亏格的极小曲面组成的空间的结构是什么？ 

Lawson [L1] 证明除夕卜，任何闭曲面都能极小嵌人到 P 中. 

用这一方法能够实现何种共形结构？ Choi 和 Sdioen [ CS ] 证明, 

曲而到具正 Ricci 曲率的紧致 3 维流形上的惙小嵌人的集合是紧 

致的.因此共形结构的集是紧致的.若用 V 代替会 
有什么吏化呢？用 Penrose 的扭 (twistor) 结构， R. Bryant 证 

明了每一个紧致曲面能够共瑶浸入到 V 中. 

97. (Law^n) 5 3 中仅有的极小嵌入环面是 Clifford 环面吗？ 
中有许多不是 Clifford 钚面的极小环而，但它们不是嵌人. 

由 Momiel 和 Ros [ MK ] 的工作，这将有赖于证明 f 中的嵌 

人板小曲面的第一特征值等于2 (见问题 100). 

98. ( Lawson ) 设 M 为夕的极小嵌人曲面，试证由 M 分 

开的两^区域具有相 RJ 的体积. 

这是 Gauss-Bounet 定理的精巧的形式.实际上，若 

为紧致连通超曲面使得第二基本形式的所有奇次初等对珎函数都 
为零，那么一般的 Gauss-Bounet 定理即证明~ 的两 

个分支有相等的体积 R 要它们有相同的 Etiler 示性数.对于 S 3 中 
的极小曲面，这两部分总是微分同胚的（参见 Lawson [ L 3]). 

在 S N {N > 3) 的一般情况下，这猜想是不对的.例如 C. L. 
Terng 证明了 S p {{ Pf - P)/A/)^) 不能将 
分成两个体积相等的部分除非 PW - P , 

99. ( Chern ) 是否中微分同胚于沪的嵌人极小超曲面 
是全测地球面？ 
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一个肯定的回 答甚至 在假定超曲面所张成的锥在 R 州 中是 
稳定的这一特殊情况下也是有意义的.这可能意味着作力搭扑流 
形的面积极小的超曲面是光滑的.在雉的稳定性的假设下，这一 
猜想在 -V - 2, 4, 5时是对的 5 见 [ Sim ], 余维大于1的情况 
这一猜想是不对的，见 [ LO ]. 

最近， W. Y . Hsiang [Hs] 证明了上而猜想是不对的！ 

100. 是否的嵌人极小超曲面的 Laplace-Betrami 算子的 

第一特征值沟 V ? 

即使在2 的情 形这也是未知的， 一 个肯定的回答将意味 

着 V 的嵌入极小曲血的面积有一仅依顿于亏格的上界.这是 
Yang^Yau [YY] 定理的一个推论. 

Choi ^ Wang [ CW ] 最近证明 S 叫 的极小嵌人超曲面的第 

—特征值至少是 

2 

101. W 中是否存在具负曲率的极小闭曲面？ 

■102 .作为 Bernstein 定理的推广 ， Schoen 和 Fischer-Cobrie 
[ F - CS ] 及 do Carmo 和 Peng [DP] 证明庐中任何完备的稳定 
极小曲茴是线性的.我们能眵将此命题推广到 J ? w ( iV <8) 中的 
完备稳定超曲面吗？ 

103. 若 《 为/?«的极小曲面方程的整体解，那么 》 是多项式增 
畏的吗？ 

我们应该读一下 Bomhieri 和 Giusti [BO] 的文章 • Bombieri 
也提出它或许与#中的极小超曲面的第一特征值有关.也可见 

于 Allard 和 Almgren I AAL 

L - Simon (未发表）证明了在某些技术.性的假设下 ，一 个极小 
图 （ graph ) 有多项式增长， 

104 •给出矿中 7 维面积极小锥的拓扑分类. 

Lawson 证明了这些锥的微分同胚类的空间是有限的且明确 
的界应该能够得到.例如，仅从稳定性假定出发 Simm [Sim] 推 
导出对应于这样的锥的极小趨曲面的第二基本形式的 
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一个明确的 P 估计.类似地模的界0 = 2,…将给出 
Betti 数和的一个先验估计. 

105. CChern ) 考虑0中的所有具常纯最曲率的紧致极小超 
曲面的集合.把纯贵曲率看作这一集合的函数，是否这函数的象 
是离散的正数集？ 

Simon [Sim ] , Chern-do Carmo-Kobayashi [CDK], Lawson 

[ L 2 〗 和 Yau [ Y 3] 都作了些工作，最近和 Peng [ TP ] 在 
这问题上有所突破. 

106. 设 M 为曲率一 1的紧致3维流形， J 为亏格为总 的曲面 

使得存在某一连续的满足为单 
射.我们知道 （[ SY 4]，[ SU ]) 这样的映照能够形变为一个极小 

浸人.是否紂大多数的 M ， 这种浸人是唯一的？ 

107. 设 M 为圮中完备、极小曲面. Osserman [Ol ] 证明 A / 

的 Gauss 映照的象在 f 上的余集不含正密度的集合，并且猜想象 
的余集不超过4个点 . 最近 ， Xavier [ XI ]证明了不超过 li 个 
点.基于 Xavier 的方法 Bombieri 改进到7个点，能否改进到4 

个点呢？能否将此推广到3维极小超 曲面？ 

对于 R w 中的面积极小超曲面的情况可见 Solomon [ So ). 
10 S . 设 H 为流形 Ai 中的面积极小超曲面.试证经对 M 的度 
量作一扰动， H 的奇性可以去掉,井保持 H 所代表的 W — 1维同调 
类.与此相关的问题见 B . White [ Wh ]. 

是否一个余维为1的面积极小流的支集具有 P . 1. 结构？对 
于一个高佘维的极小流，其支集不一定是实解析子簇（见 Milani 
[ Mi ]). 这个问题的目前状況见 Almgre [ Alm 2]. 

IO 9 .设0为的 K 维、紧致、极小子流形.试证明等周 Ci ^ o - 

perimetrie ) 不等式： 

Vol ⑻ n < C r Vol(5J3) K , 

这里 

_VolWl ) 产 

W Aft ■_ ■ T 

voi ( aB ( ij) K 

■ 
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BO ) 表 尺〃 中的 单位球.当 K - N , 即 0为及〜中的区域时是 
正确的. 

当欺比上面大的值时是对的（见 [ FP ]，[ Alml ], [ All ], 
[ MiS ] 和 [ BDG ]). 

Almgren [ Mm 3] 证明当 i 3 为的面积极小子流形时具上 
面常数 C K 的不等式是成立的. 

若 K ^ 2 , Q 单连通，这是一个经典的结果，厲于 Carleman 
(见 Osserman [02]) .当 K = 2 , Q 双连通、这也是对的，属于 
Ossevman 和 Schiffer [ OS ] 及 J , Feinberg [ F ]. Li t Sctioen 和 

^au [ LSY ] 将此结果推广到是弱，连通的或至多包含两个分 
支的情形. 

一个途径是证明，不等式的极值情况可以实现为 Stationary 
integral varifold , 后者或可证明是一平坦々圆盘.而 B . White 

EWh ) 曾研究过，平坦 々圆盘 在邻近的非参数曲面中确实是极值 

的， 

110. 设 Z 为一紧致曲面且 i x X ^ M 是到 3 维流形中的极小 

浸人便得/在所有同伦于/的映照中具极小面积（如^有迈界*我 
们只考虑32为嵌人且 Kdn ) 不变\ 若2是义或平面区域， 
Meeks - Y aU [ MY ] 证明了 f 是一个嵌人.当2有较高的亏格时， 
Freedman - Hass - Scott 证明了若 J 同伦于一个嵌人则 f 是嵌人.没 

有后一假设，/不一定是嵌入.我们相信/倾向于使自交集的复杂 
性最小.估计 f 的三重点数是拓扑学者的基本兴趣所在. 

最近， GulUver 和 Scott [ GS ] 证阴最小面积曲面不一定有 

最小的三重点个数. 

1 U . 设 — 为两个具负曲率的紧致流形间的微分同 
胚.若4为同抡于 f 的调和映照，是否 A 是单 值的？ 《 = 2的情 
况已由 [ SY 6] 和 [ Sa ] 证明. 

对于《 > 2, 若不给 加条件， Calabi 已举出了反例 

(在 Calabi 的例子中是一个环）. 

112. 证明叫可由调和映照来表示. 若将# 换成具有限 



基本群的紧致流形，情况又是如何？ 

我们可参考 R . T . Smith [ S ], 

11 M 仿射几何） 

U ) ( Chern ) 给出仿射几何的 Bernstein 定理： 任何仿射空 
间上的凸图 （ graph )， 如是一个仿射极大超曲面，则必为一个抛物 

面 ( paraboloid ). 

( b ) 分类3維紧致仿射平坦流形.一般地，尚不知道是否任 
何紧致仿射平坦流彤具零 Euler 数（见 Milnor [ M 3 J t Kostant - 
Sullivan [ KS ], SullWan [ Sul ], [SUh 及 Wood [WolJX 


VIL 广义相对论和 Yang - Mills 方程 

这是 一个按 Penrose 的撰词称 ; Xj “宇宙审査 ” (cosmic 
censorship ) 的问题. 

设 M 为一具度量叫和对称张量九7的3维流琅.设 M 是一 
满足真空 Eiimdn 场方程的4维渐近平坦时空的3维类空超曲 

面.假定叫和心/满足它们分别作为诱导度量和第二基本形所必 
须满足的相容桊件.在研究 M 上具 Cauchy 初值办和 A , y 的真空 
场方程的整体解时，我们希望了解所得解的奇点性质，或许这是 
广义相对论中最重要的待解决问题. 

是否一般地一个奇点将有一个“地平线” ( horbon )? 是否没 

有"赤裸”的奇点？ 

笑于这一问题的背景，请见 Hawking 和 EUU 的书 [ HE ]. 
违请注意 Chnstodoulou 的重要工作 [ Crl ， 2,3,4]，他研 

究了当时空有一 SO (3) 等度同胚群，具一无质量纯量墒时的 
Einstein 方程的整体初值问题.他证明当终结 Bondi 质量非 
零时，一个质量为 Mi 的黑洞被无穷远处的真空形式 (vacuum 

forms ) 所包围.他迅决定了度量递减的速率及纯量场在‘‘地平 
线”上的状态. 

Christodoulou 和 Klainerman [ Cr 5 ] 最近宣布证明了 Min ¬ 
kowski 空间的稳定性， 
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t i 5, Chccger fn Gromoll 的分裂定理说，若一个非魚 Ricd 
曲率的 Riemami 流形包含一条测地直线7,那么 M 可以等度地 
分解为 RXN t 其中第一个因子由7代表. 

在时空的研究中，证明下列事实将是有意 义的： 一个测地完 
备的4维 Lorentz 流形，如果在类时方向上 Ricci 曲率非负，而此 

类时方向又包含一绝对极大类时测地线，则流形可分解治测地线 
和类空超曲面的乘积. 

Beem , Ehrlich, Marfcvorson 和 Galloway [BEMG] 在較强 

的条件下证明了这一事实.他们假定 M 是一整体双曲的时空且 
在类时方向上截曲率非负.他们并未假定 M 是测地完备的.他 

们的证明用到了 S . Harris 的三角比较定理. 

也可见 Galloway [ Gal ] 和 Bartnik [ Barz ]. 那里他们假设 

了一个“无地平线”的条件. 

116. 证明一个静态恒星模型 (static stellar model ) 等度同 
胚于一个球面.关亍模型具一致密度时 E Lindbloom [ Lia ]. 

S. Hawking 证明一个静态黑洞是轴对称的.但他的证明部 
分基于物理的考虑. 

从 Israel ， Hawking ， Carter 和 Robinson 的工作我们知道 

一个稳定的、旋转的黑洞必是 Kerr 黑洞（见 [ Ro ]), 对于负荷的 
( charged ) 稳定黑洞，我们能给出类似的命题吗？若度景是 Rie - 
maun 度量，那么也有类似的问题. Lapedes 指出 Rabmson 的方 
法已无法适用，而 Israel 的方法在静态情况下仍可应用. 

Mesood-ul-Alam 和 Bunting [ABu] 证明，带有任意个数黑 
洞的寘空 Eir^ein 方程的静态解或是 Sdiwarzschild, 解或是 Min¬ 
kowski 空间.这是 Israel 和 Robinson [Rob] 早期结果的推广. 

Bunting [ Bu ] 和 P . Mazur [ Ma ] 证明，一个稳定的负荷黑 
洞是 Kerr - Newman 解.关于静态恒星模型的球对称性见^1犯 00 (5- 
□ 1 -Alam [ Ala ] s 亦可见 Lindbloom [ Lind ]* 

117. 证明 P 上任何 Yang-MilU 场是自共轭或反自共轭的， 
见 Bourguignon 和 Lawson 的文章 [ BL ], 
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Atiyah, Drinfield, Hitchin Manirn [ AHDM ] 已轉自共轭 
解和反 自共轭解作了分类. 

118* 证明具有 固定的 > tmtryagin 数的 V 上的自共轭场的模 

空间 (moduli spac^) 是连 通的， 证明 R 4 上 P 可积规范扬的 

■ 

Pontryagia 数是整数. 

问题117和118都是著名的，请参见 Atiyah 的精彩文章 
[ At 2]. 

当 P 为 P 上以^ 7(2) 或奶 (3) 艿结构群、正阶数 （ degree ) 
的主丛时， T au bes [ T 3] 证明了自共轭连络的模空间是连通的. 

119. 物理学家们有一个渐近平坦流形的概念（例如觅 
[ SV 7]). 其定义严重地依赖于坐标系的选取，而不是内蕴的.如 
果我们用曲率的适当递洚來代替这个定义，能得到等价的条件吗? 

这己由 Bartmk [ Bari ] 基本上解決了.他将质量定义为 

wU) 77" [ _ 容 ii/X 

有可能其中无穷远坐标的假设可由曲率的递降和无穷远处的连通 
性来代替， 

120. 给定一个渐近平坦空间，能否对总角动量给出一个较好 
的定义？它与总质量的关系是什么？（见 [ Pe ].) 

类空无穷远处的角动量物理学家已有了充分的了解（见 

Asblekhar [ Ash ] 和 J . York [ Yo ]). 然而在零位无穷远 （null 
infinity ), 如何定义角动量劫是 一 个问题，见 Christodulou 和 
Klainerman 在这方面的工作. 

关于 Yaag - MiUs 场的补充， 

a ) 设 P 为以 SUm 为结构群的紧致4维流形上的主丛，何 
时存在一个不可约的自共轭连络？ 

当 M 的相交形式 (interseciion form ) 是正定时 s Taubes 
[ T 1] 证明上述存在件的充分必要条件是 C :00 < G . 在另一篇 
文章中 ， Taubes [ T 2] 找到了当 M 的相交形式非定时的必要条 
件. 
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b) 设 M 为具正定相交形式的单连通紧致光滑可定向的 4 维 
流形，通过研究自共轭连络的模空间， Donaldson [D1 ] 证明相交 
形式（在整数环上）等价于（〗）㊉…® (1). 结合 Freedman 的工 
作，这导出了圯上怪 (exotic) 微分结构的存在. 

代替犯（2)，考虑 -主丛， Finmshel 和 Stern [FS] 对 

具 IE 定相交形式的4维流形证明了某些附加的非光滑性结果. 

最近 ， Donaldson [D 4] 去掉了他的定理中 M 的单连通条 
件. Donaldson [D 3] 也证明了当是单连通的和旋 （ spin) 的， 
它的相交形式有1或2个负部，那么相交形式与标准形式等价.在 
[D4] 中他将此结果推广到 H ,{ M , Z ) 无 2 -挠的情 
况. 

0 Uhlenbecfc 和 Yau [ UY ] 证明紧致 fUhkr 流形上每一个 

(单）稳定全纯向量丛都容许 一 个唯 一 的 HermitiYang-Mills 连 

络. 

4) (Thom 猜测）证明若 ZeC 户为一同调于》次代数曲线 

的嵌入曲面，则 

亏格 0) > >一0(»-2) , 

2 


e) (11/8 猜测)设 M 是紧致光滑的4维旋流形，则 


厶 + + 办一 

\ „ 的的秩 

b * ~bj 

1 w 的号差 



这里⑶为 M 的枏交形式. 


当 M 是单连通的，这等价于 猜想： M 同胚于 K3 曲面和 


S 2 的连接和 （connected sum). 
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